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PRÉFACE 


La résolution numérique des équations différentielles de la phy- 
sique mathématique par la méthode des différences finies s'opère en 
deux étapes: 1) on procède d’abord à l’approximation discrète de 
l'équation différentielle sur un maillage (expression du schéma aux 
différences) ; 2) on résout sur ordinateur les équations aux différences 
constituant des systèmes d'équations algébriques linéaires d’ordre 
élevé d'aspect spécial (mauvais conditionnement, structure en 
bandes de la matrice du système). Il n’est pas toujours rationnel 
d'appliquer à ces systèmes les méthodes générales de l’algèbre linéai- 
re vu la nécessité de stocker un énorme volume d’information, de 
même qu'en raison des calculs laborieux que ces méthodes exigent. 
Pour la résolution des équations aux différences, on développe depuis 
longtemps des méthodes spéciales qui tiennent plus ou moins compte 
de la nature spécifique du problème et permettent d'obtenir la 
solution en un nombre moindre d'opérations, comparé à celui exigé 
par les méthodes générales de l’algèbre linéaire. 

Le présent livre fait suite à celui de A. Samarski et V. Andréev 
« Méthodes aux différences pour équations elliptiques » étudiant une 
série de problèmes qui se rapportent à l’approximation discrète, 
à la construction d'opérateurs de différences et à l'appréciation de 
la vitesse de convergence des schémas aux différences pour des 
problèmes aux limites types de la variante elliptique. 

Dans ce livre on n'étudie que les méthodes de résolution des 
équations aux différences. L'ouvrage est de fait divisé en deux 
parties. La première partie (ch. I-IV) est réservée à l’application 
des méthodes directes de résolution des équations aux différences, 
la seconde (ch. V-XV) à la théorie des méthodes itératives de résolu- 
tion des équations de mailles de forme générale et à leur application 
aux équations aux différences. Lors de l’utilisation des méthodes 
directes, un rôle important est attaché à la forme spéciale des équa- 
tions aux différences. Pour la résolution des équations triponctuelles 
unidimensionnelles, on s'adresse à différentes variantes de méthode 
du balayage (balayage monotone, non monotone, cxchique. ‘en flux, 
etc.). 
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Les chapitres III et IV sont consacrés aux méthodes directes 
économiques appliquées actuellement à la résolution des équations 
aux différences de Poisson dans un rectangle, associées à des con- 
ditions aux limites variées. Citons parmi ces méthodes la méthode 
de réduction totale et la méthode de séparation des variables utili- 
sant l’algorithme de transformation rapide de Fourier, de même 
que les méthodes combinées. 

L'étude des méthodes itératives s'appuie sur l'assimilation de 
ces méthodes à des schémas aux différences opératoriels dont le 
principe a été développé dans les ouvrages de À. Samarski « Intro- 
duction à la théorie des schémas aux différences » (1971) et « Théorie 
des schémas aux différences » (1977). Cette approche autorise d’expo- 
ser la théorie des méthodes itératives dans le cadre de la théorie 
générale de stabilité des schémas aux différences opératoriels sans 
recourir aux hypothèses sur la structure de la matrice du système 
(voir de même A. Samarski, A. Gouline « Stabilité des schémas aux 
différences » (1973)). L'écriture des schémas itératifs sous forme 
canonique permet non seulement d'isoler les opérateurs responsables 
de la convergence des itérations mais, également, de confronter les 
différentes méthodes. itératives. Une attention particulière est 
prêtée à l'étude de la vitesse de convergence des itérations et au 
choix des paramètres optimaux rendant la vitesse de convergence 
maximale. La connaissance des estimations de la vitesse de conver- 
gence des itérations, comme l'étude de la nature de la stabilité des 
calculs permettent de procéder dans des situations concrètes à des 
confrontations des méthodes itératives différentes et de fixer son 
choix. Bien qu’il soit supposé que le lecteur est initié aux notions 
sur la théorie des schémas aux différences et aux éléments de l'ana- 
lyse fonctionnelle, on a jugé utile de donner dans le chapitre V des 
renseignements élémentaires sur l’appareil mathématique mis en 
œuvre par la théorie des schémas itératifs et de montrer comment 
les approximations discrètes des équations elliptiques se réduisent 
à des équations opératorielles de première espèce Au = f, où À sont 
des opérateurs dans l’espace hilbertien des fonctions de mailles. 

Dans les chapitres suivants on étudie le schéma itératif à deux 
couches muni d'un jeu de paramètres de Tchébychev, assurant la 
stabilité de calcul de la méthode; le schéma à trois couches; les 
méthodes itératives du type variationnel (méthodes de la plus 
grande pente, des moindres résidus, des moindres corrections, des 
gradients adjoints, etc.) ; les méthodes itératives pour des équations 
non autoadjointes et pour le cas d'opérateurs à signes indéterminés 
et dégénéré; les méthodes des directions alternées; les méthodes 
« triangulaires » (avec algorithme d’inversion de la matrice trian- 
gulaire pour la détermination de la nouvelle itération), telles la 
méthode de Seidel, la méthode de surrelaxation, etc. ; les méthodes 
itératives de résolution des équations aux différences non linéaires, 
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la résolution des problèmes aux limites discrets pour des équations 
elliptiques en coordonnées curvilignes, etc. 

Une place particulière est réservée dans ce livre à la méthode 
universelle triangulaire alternée, mise au point par les auteurs 
durant les années 1964-1977, dont l'efficience se manifeste de façon 
particulièrement importante avec la résolution du problème de 
Dirichlet pour l'équation de Poisson dans un domaine arbitraire 
et du problème de Dirichlet pour l'équation div(k grad u) — 
— —f (x), x = (x,, x.) avec des coefficients (x) fortement varia- 
bles. 

On montre dans le livre comment il faut passer de la théorie 
générale à des problèmes concrets et l’on y fournit un grand nombre 
d’algorithmes itératifs pour la résolution des équations aux diffé- 
rences associées à des équations elliptiques et systèmes d'équations. 
On y donne des estimations du nombre d’itérations et l’on procède 
à des comparaisons entre des méthodes variées. On montre, en par- 
ticulier, que pour la résolution d’un problème simple il est plus 
économique d'utiliser des méthodes directes au lieu de la méthode 
des directions alternées. Il est opportun de souligner que les pro- 
blèmes de plus en plus complexes de l'algèbre linéaire, que la prati- 
que nous révèle, rendent urgents aussi bien la mise au point de nou- 
velles méthodes que l'élargissement du domaine d'application des 
méthodes anciennes. Le corollaire de ce besoin est la réappréciation 
des caractéristiques comparées des différentes méthodes. 

En écrivant ce livre, les auteurs se sont servis des cours qu'ils 
ont donnés dans les années 1961-1977 à la faculté de mécanique 
mathématique et à la faculté de calcul mathématique et de cyber- 
nétique de l’Université de Moscou, ainsi que des ouvrages déjà 
publiés par les auteurs. 

Les auteurs profitent de l’occasion pour exprimer leurs remercie- 
ments à V. Andréev, I. Friasinov, M. Bakirova, A. Koutchérov, 
I. Kaporine pour nombre de remarques utiles sur les questions abor- 
dées dans le livre. 

Les auteurs tiennent de même à exprimer leur gratitude à T. Ga- 
lichnikova, À. Goloubéva et, tout particulièrement, à V. Martchen- 
ko pour l’aide apportée à la préparation du manuscrit. 


A. Samarski, E. Nikolaïer 


Moscou, décembre 1977 


INTRODUCTION 


L'utilisation de différentes méthodes numériques (de différences 
finies, de différences finies du type variationnel, de différences finies 
et de projections, y compris la méthode des éléments finis) à la réso- 
lution des équations différentielles aboutit à un système d'équations 
algébriques linéaires d'espèce particulière, les équations aux diffé- 
rences. Ce système possède les traits spécifiques suivants: 1) il est 
d’un ordre élevé, égal au nombre de nœuds possédés par le maillage ; 
2) le système est mal défini (le rapport de la valeur propre maximale 
de la matrice associée au système à sa valeur minimale est grand; 
ainsi, pour l'opérateur de différences de Laplace ce rapport est inver- 
sement proportionnel au carré du pas de maillage); 3) la matrice du 
système est raréfiée, chaque ligne contenant plusieurs éléments diffé- 
rents de zéro dont le nombre est indépendant de celui des nœuds: 
4) les éléments non nuls de la matrice sont disposés de façon caracté- 
ristique, c'est une matrice bande (matrice de Jacobi). 

Dans le calcul approché sur maillage d'équations intégrales et 
intégro-différentielles on obtient un système d'équations relative- 
ment à la fonction donnée sur le maillage (fonction de maille). I] 
est naturel d'appeler ces équations discrétisées équations de mailles : 


2'a(z, t)y(E)=f(x), zxEo, (1) 


EEw 


où la sommation s'effectue sur tous les nœuds du maillage w, c’est- 
a-dire par rapport à un ensemble discret de points. En général, la 
matrice (a (x, &)) de l'équation de maille est remplie. Si l’on numé- 
rote les nœuds du maillage, l’équation de maille peut s’écrire sous. 
la forme 


N 
ai fr LT, 2 .….. N, (2) 


où i, j sont les numéros des nœuds du maillage, N le nombre tot 
de nœuds. Le cours des raisonnements inverses est évident. L’équa- 
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tion de maille linéaire est donc un système d'équations algébriques 
linéaires et, inversement, tout système d'équations algébriques li- 
néaires peut être traité comme une équation de maille linéaire par 
rapport à une fonction de maille traduite par un maillage dont le 
nombre de nœuds est égal à l’ordre du système. Remarquons que les 
méthodes variationnelles (de Ritz, Galerkine et autres) de résolution 
numérique des équations différentielles conduisent habituellement 
aux systèmes à matrice remplie. 

L'équation aux différences est un cas particulier de l’équation 
de maille associée à une matrice (a;;) raréfiée. C’est ainsi, par exem- 
ple, que (2) est une équation aux différences d’ordre m si sur la ligne 
au numéro à seul le m + 1 élément a;;, est différent de zéro pour 
j=i it, ...i+m. 

Des raisonnements précédents il s'ensuit d'une façon évidente 
que la résolution des équations de mailles et, en particulier, des 
quations aux différences relève de l'algèbre linéaire. 
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Pour résoudre les problèmes d’algèbre linéaire on utilise un 
nombre très varié de méthodes numériques à l'amélioration des- 
quelles on travaille sans relâche, certaines étant abandonnées et 
remplacées par d’autres mieux adaptées. Un grand nombre de mé- 
thodes existantes ont ainsi acquis droit de cité et s'appliquent en 
leur domaine. Aussi pour résoudre un problème concret sur ordina- 
teur doit-on choisir la méthode appropriée parmi l’ensemble de 
méthodes susceptibles de servir à la résolution du problème donné. 
La méthode choisie doit, apparemment, posséder les meilleures carac- 
téristiques (ou. comme on a l’habitude de dire, être une méthode 
optimale), telles que délai minimum d'exécution sur ordinateur (ou 
minimum d'opérations arithmétiques et logiques nécessaires à la 
recherche de la solution), stabilité par rapport aux calculs, c’est- 
à-dire stabilité par rapport aux erreurs dues aux arrondissements, 
etc. 

Il est naturel d'exiger que tout algorithme servant au calcul 
sur ordinateur soit, en principe, en mesure de fournir la solution 
du problème donné avec une précision quelconque 8 > 0 fixée à 
l'avance au bout d’un nombre d'opérations @ (e). Cette exigence 
est satisfaite par un ensemble d’algorithmes au sein duquel il s’agit 
de trouver l'algorithme à minimum Q (e) pour tout & > 0. Un tel 
algorithme est dit économique. Il est bien entendu que le choix de 
la méthode « optimale » ou de la « meilleure » méthode s'effectue 
sur la base de l’ensemble de méthodes connues (et non pas possibles) ; 
l'expression d’« algorithme optimal » n’a donc qu’un sens limité 
et conventionnel. 
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Le problème de la théorie des méthodes numériques réside dans 
la recherche de meilleurs algorithmes pour la classe considérée de 
problèmes, ainsi que dans l'établissement d’une hiérarchie entre 
les méthodes. La notion même de meilleur algorithme est fonction 
de l'objectif poursuivi par les calculs. 

Le problème du choix de la meilleure méthode peut être posé 
de deux façons: 

a) il s’agit de résoudre un système concret d'équations Au = f, 
À = (a;;) étant une matrice; 

b) il s'agit de fournir plusieurs variantes de solutions d’un 
même problème, par exemple, de l'équation Au = f aux seconds 
membres f variés. 

Dans le calcul avec variantes multiples il est possible de dimi- 


nuer le nombre moyen d'opérations Q (8) pour une variante en con- 
servant certaines grandeurs et en s’abstenant de les calculer chaque 
fois de nouveau (par exemple, conserver la matrice inverse). 

Il s'ensuit que le choix de l'algorithme doit être guidé par le 
type de calcul (à une variante ou à plusieurs variantes), les possi- 
bilités d'emmagasinage de l’information complémentaire dans la 
mémoire de l'ordinateur et, partant, par le type de ce dernier, ainsi 
que par l’ordre du système d’équations. Lorsqu'on apprécie la qua- 
lité théorique de l'algorithme de calcul, on se limite habituellement 
à l'évaluation du nombre d'opérations arithmétiques nécessaires 
pour obtenir la solution à la précision donnée; dans ce cas le pro- 
blème des paramètres de l’ordinateur est, en général, négligé. 

L'intense développement, ces dernières années, des méthodes 
numériques de résolution d’équations aux différences approximant 
les équations différentielles du type elliptique et l’apparition de 
nouveaux algorithmes économiques ont incité à la révision des 
conceptions en matière d’applicabilité des méthodes antérieures. 
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Le contenu de ce livre est dans une grande mesure conditionné 
par la nécessité de fournir des méthodes efficaces de résolution d’équa- 
tions aux différences répondant aux problèmes aux limites pour 
équations elliptiques de deuxième ordre. Les problèmes aux limites 
au sens des différences finies peuvent être classés d’après les critères 
suivants : 

1) la forme de l'opérateur différentiel ZL dans l'équation 


Lu = Î (x), ZT — (c Toys Th) € G; (3) 


2) la forme du domaine G dans lequel est recherchée la solution; 
3) le type des conditions aux limites à la frontière l' du domaine 


L 
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4) le maillage © du domaine G—G+T et le schéma aux diffé- 
rences 


Ay= — (zx), z Co, (4) 


c'est-à-dire l'aspect de l'opérateur de différences finies A. 
En qualité d'exemples d'opérateur elliptique de deuxième ordre 
on peut citer 


P 
Lu = Au — D 27 — opérateur de Laplace, (5) 
m1 © 


P 
Lu= D (kap(x) a) u. (6) 


a. B=1 


les coefficients k,#s(xz) vérifient en chaque point z—(x1, ze, ... 
-., Zp) la condition de forte ellipticité 


P P 
a Ÿ a < Le hap(z) Ets Lee DE, Cu ce—=const>>0, (7) 
a=1 &. B=1i | a= 1 
OÙ E—(E1, ...,Ë) est un vecteur quelconque. Si u(xr) = 
Æ (ut(x), u?(x), ...,u®(x)) est le vecteur-fonction, alors (3) 


constitue un système d'équations et 


Oui : 
Luÿ= Ÿ D (ki E), i—1, 2, ...,m, 
B 
j=1c. er 
quant à la condition de forte ellipticité, elle prend la forme 
Zz | ? m | 
a à S Œ<, à D hab (x) Ets ee À À (E)?, 


1 a— 
Ci, Ce = const > 0. 
*X +  +% 


La forme du domaine exerce une forte influence sur les propriétés 
de la matrice des équations aux différences. On dégagera les domaines 
pour lesquels l'équation Lu = 0 aux conditions aux limites homo- 
gènes autorise la séparation des variables. C’est ainsi que pour l'équa- 
tion de Le ds en coordonnées cartésiennes (x4, ze) Lu — Au — 


= ts _ , la méthode de séparation des variables est applicable 
au cas où Gest un rectangle. Une propriété analogue possède égale- 
ment le schéma aux différences sur un maillage rectangle, par exem- 
ple, le schéma «croix» ; le maillage peut dans ce cas présenter des 
irrégularités dans chaque direction. 
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Pour la confrontation des différentes méthodes numériques de 
résolution de systèmes d'équations algébriques on utilisera en qua- 
lité d’éftalon ou de modèle de problème le problème de différences 
aux limites suivant: 

équation de Poisson, domaine — un carré, conditions aux limites 
de première espèce, maillage carré de pas k, = hk et h, — h suivant 
z\ et z°, opérateur de différences À à cinq points. 

Le deuxième groupe de problèmes de différences aux limites répond 
aux données suivantes: L — opérateur aux coefficients variables 
de la forme (6): a) sans dérivées mixtes, b) avec dérivées mixtes, 
domaine G = {0<zx, le, @ = 1, 2} — rectangle (parallélé- 
pipède pour p > à). 

Le troisième groupe de problèmes a un domaine de forme compli- 
quée, quant à L, c’est soit l'opérateur de Laplace, soit un opérateur 
de forme commune; la complicité du problème est en premier lieu 
fonction de la forme du domaine, du choix du maillage et de l’opé- 
rateur de différences au voisinage de la frontière. 

Pour le deuxième et le troisième groupe de problèmes on choisit 
habituellement l'opérateur de différences de manière à sauvegarder 
les principales propriétés (autoconjugaison, signes définis, etc.) 
du problème initial et à satisfaire à l'exigence de l’approximation 
avec un ordre déterminé relativement au pas du maillage. 
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Pour la résolution de problèmes de différences elliptiques on 
recourt à des méthodes directes et itératives. 

Les méthodes directes sont applicables dans des cas multidi- 
mensionnels, essentiellement pour les problèmes du premier groupe 
(L — opérateur de Laplace, G — rectangle pour p = 2 et parallélé- 
pipède pour p => 3, À — schéma aux différences à cinq ou neuf points 
pour p = 2). Au cas de problèmes unidimensionnels, quand l’équa- 
tion aux différences est de second ordre (la matrice est tridiagonale), 
les coefficients de l’équation pouvant varier, on peut utiliser la 
méthode du balayage qui est une variante de la méthode de Gauss 
(voir ch. IT). Il existe une série de variantes de la méthode du 
balayage: balayage monotone, balayage non monotone, balayage 
en flux, balayage cyclique, etc. (voir ch. II). Pour les problèmes à 
deux dimensions du premier groupe (voir plus haut), la méthode 
efficace est celle de réduction totale (ch. III), la méthode de sépa- 
ration des variables avec la transformation rapide de Fourier, de 
même que cele combinant la méthode de réduction incomplète 
avec la transformation rapide de Fourier (ch. IV). Dans tous les 
cas, suivant une des directions on utilise la méthode de balayage 
pour la résolution de l’équation aux différences de deuxième ordre. 

Les méthodes directes indiquées au cas du problème de diffé- 
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rences de Dirichlet pour l’équation de Poisson dans un rectangle 
O<Lzs; Lla,s & = 1, 2) sur un maillage © — {(i,h;, ioho), 
LE PR ha = lelNa, @œ—=1,2} exigent Q — 
— O (N,N, log: N,) opérations arithmétiques, où W, = 2", n > 0 
est un nombre entier. 

Les méthodes directes servent pour des problèmes d’une classe 
très spéciale. 
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Les problèmes de différences elliptiques au cas où les opérateurs L 
sont de l’espèce commune ou bien les domaines sont de forme com- 
pliquée sont résolus essentiellement à l’aide des méthodes itératives. 

Les équations de mailles peuvent être assimilées à des équations 
opératorielles de première espèce 


Au = f (S) 


aux opérateurs définis sur les espaces H des fonctions de mailles. 
Dans l’espace A on introduit le produit scalaire (.) et les normes 
énergie ||[u [ln — V (Du, u), D = D*>0, D: H—+ H, où D est 
un certain opérateur linéaire dans H. 

Les méthodes itératives de résolution de l’équation opératorielle 
Au = f peuvent être traitées comme opératorielles au sens des diffé- 
rences finies (relativement au temps fictif ou au numéro-indice d'ité- 
ration) de l'équation aux opérateurs dans l'espace hilbertien H. 
Si la suivante itération y,+, Se calcule après m itérations précédentes 
Uhs Yh-1r + + +» Yh-m+1 Ja méthode itérative (schéma) est appelée 
méthode à m + 1 couches (à m pas). Il s'ensuit l’analogie des sché- 
mas itératifs avec les schémas aux différences pour problèmes non 
stationnaires. Aussi la théorie des méthodes itératives constitue- 
t-elle de même une branche spéciale de la théorie générale de la sta- 
bilité des schémas aux différences opératoriels. On se bornera à l'étude 
de schémas à deux couches et dans une moindre mesure de ceux à 
trois couches. Le passage aux schémas multicouches n'implique 
aucun avantage (comme d'ailleurs il s’ensuit de la théorie générale 
de la stabilité, voir [101]). 

Un rôle important revient à l'écriture des méthodes itératives 
en une forme unique (canonique) permettant de séparer l’opérateur 
(le stabilisateur) régissant la stabilité et la convergence des ité- 
rations et de comparer les différentes méthodes itératives sur la base 
de critères communs. 

Toute méthode itérative à deux couches (à un pas) s'écrit sous 
la forme canonique suivante: 


BHh#i Uk | 4, —f, k—0,1, ..., YEAH, (9) 


TRh+1 
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où B: H— H est l'opérateur linéaire muni de Br! inverse, T;, 
Te, . . . étant les paramètres d'’itérations, À le numéro d'itération, 
yr l’approximation itérative de numéro k. Dans le cas général B — 
— B,+, dépend de k. Dans la théorie générale on admet que B 
ne dépend pas de k. 

Les paramètres {t,} et l'opérateur B sont quelconques et ils 
doivent être choisis en partant de la condition du minimum d'ité- 
rations », pour lequel la solution y, de l'équation (9) approche dans 
H, la solution précise u de l'équation Au = f avec une précision 
relative e >> 0: 


[Ya — à [ln € || Yo — U ||p. (10) 


Pour la théorie générale des méthodes itératives exposée dans 
ce livre il n’est pas nécessaire de faire des hypothèses sur la struc- 
ture de l'opérateur À (de la matrice (a;;)). On n'utilise que les pro- 
priétés de forme générale 


A=A*>0, B=B*>0, nB<A<YB, > 0. (11) 


Les inégalités opératorielles signifient que sont définies les cons- 
tantes Y,, y, de l’équivalence énergétique des opérateurs À et B 
ou les bornes du spectre de l'opérateur À dans l’espace A, (y, et y: 
sont les valeurs propres minimale et maximale du problème généralisé 
relativement aux valeurs propres: Av = ÀBbv). 
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La solution T,, Te, . .., T, du problème mentionné plus haut 


du min n#,(e) pour des y,, y. donnés et un B fixé au cas où 
Tito Too... Th 


D = AB”1A s'exprime au moyen des zéros du polynôme de Tché- 
bychev d'ordre n (méthode itérative de Tchébychev). Pour ces valeurs 
optimales de 7T;, Te, . .., tn et & >> OÔ arbitrairement défini pour 
n itérations calculées suivant le schéma (9), l’estimation 7> 
a  — , n > nr (e) = Rec = est 
In (1-+ VEUVE) ape ne 
vraie, tandis que l'inégalité 


Aya — f Ms < 8 I Ayo — f [ls : 


Et 


est satisfaite. 

La stabilité de calcul de la méthode de Tchébychev a lieu au 
cas d’un mode particulier de numération (de mise en ordre) des zéros 
du polynôme de Tchébychev et des paramètres T1, T°, . .., Ta; 
ce mode est décrit au ch. VI. 

Pour B = E (E est l’opérateur unité) la méthode (9) est dite 
explicite, tandis que pour B  E, elle est implicite. Si le paramètre 
T1 est choisi constant, T1 = To = 2/(Y1 + y), k = 1, 2, ...,n, 
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on obtient alors un schéma implicite d’une simple itération, pour 


lequel nr > nr, (8) = In (2)/0. 

L'opérateur B (stabilisateur) est choisi en fonction des raisons 
économiques, c’est-à-dire du minimum de travail de calcul au cours 
de la résolution de l’équation Bv = F, le second membre F étant 
donné, et, comme il a été déjà mentionné, en fonction de la con- 
dition du minimum d'opérations d'’itérations nr, (e). 

Supposons qu’on est en mesure de résoudre économiquement le 
problème Rv = f en effectuant Q, (e) opérations, où 


R:H—H, R=R*>0, R<A<LCR, c>—>0. (12) 


On peut alors poser B = R et chercher la solution du problème 
Au = f suivant le schéma (9) avec les paramètres {t£} pour y, = c, 


Ye = C, en Q, (e) R+ V celc, In (2/e) Q (e) opérations. 


Si, par exemple, L est l'opérateur de forme générale, G le rec- 
tangle, on peut prendre en guise de À l'opérateur aux différences de 
Laplace pentaponctuel et résoudre l’équation Rv = f par la méthode 
directe. 

Il peut s'avérer commode de résoudre l'équation Rv = f non 
pas de façon directe, mais par la méthode itérative; dans ce cas 
B  R et ne s'exprime pas sous forme explicite mais se retrouve 
par voie itérative. 

+ + * 

Les méthodes connues de Zeidel et de surrelaxation sont des 
méthodes implicites et correspondent aux matrices triangulaires 
(opérateurs) B. La convergence de ces méthodes se démontre sur la 
base de la théorie générale de schémas aux différences (voir A. A. Sa- 
marski « Theoria raznostnykh skhem » (« Théorie des schémas aux 
différences ») M.. 1977 ou A. A. Samarski, A. V. Gouline « Ustoïtchi- 
vost raznostnykh skhem » (« Stabilité des schémas aux différences ») 
M., 1973). Toutefois, en ce qui concerne les méthodes de Zeidel et 
de surrelaxation l'opérateur B n’est pas autoadjoint, aussi ne peut-on 
profiter de la méthode de Tchébychev (9) au choix optimal des para- 
mètres d'’itérations T?, T:, - - ., Tr, Ce qui permettrait d'augmenter 
la célérité de convergence des itérations. L'opérateur B peut être 
rendu autoadjoint en posant qu'il est égal au produit d'opérateurs 
mutuellement adjoints 


B=(E+oR)(E+oR,), R*=R, (13) 


où © >> 0 est un paramètre. Pour À, et R, on peut prendre des opé- 
rateurs possédant des matrices triangulaires (R, inférieure et À, 
supérieure), de sorte que R +R =R:H—H, Rt=R>Q. 
En particulier, on peut poser 


R+R:=A, R=R: (44) 
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Les hypothèses typiques sont 
R>6E, RIR:<ŸA, 6>0, A>0. (15) 


Ensuite, en choisissant © — 2/W6A à partir de la condition 
min #7, (£&), on obtient les paramètres y,, y. et l’on calcule les para- 
mètres {t}}. La détermination de y;,+, au moyen de y, et f se réduit 
à la résolution successive de deux systèmes d'équations avec matrices 
triangulaires inférieure et supérieure. 

Appelons la méthode itérative (9) construite avec opérateur B 
factorisé sous forme (13) méthode triangulaire alternée (MTA). 
La méthode MTA est évidemment une méthode universelle, vu que 
la représentation de À sous forme de somme R, + R, = À, R° — 
— À, est toujours possible. Au cas d' un problème de différences 
elliptique la construction de À, et R, s'avère aisée. Ainsi, par exem- 

P = P 
A Yxe : , 
ple, ne ne” Re? Roy — à Ré: au cas où Ay est un opé 
© 
rateur de différences de Laplace à 2p + 1 points, ÀAy —+ — 2 Ÿ y 


XoŸa’ 
ks étant le pas du maillage en direction de Ox,. Cette méthode se 
caractérise par une rapide convergence. En prenant l’ensemble des 
paramètres de Tchébychev {1} et compte tenu de (14), (15), on 
a alors pour le nombre Su de la MTA l'estimation 


2 ô 
M2 TT In, 1n=7.. (16) 


En particulier, pour le problème modèle on a n>n,(e) = 
=0;3In</VA. 


Au cas d’un domaine quelconque et des équations à coefficients 
variables, il est logique d'utiliser la méthode triangulaire alternée 
modifiée (MTAM) en posant 


B=(Z+oR;) Z1(SZ+oR;), R=R, Z—=I*>0, (17) 


où Z est un opérateur arbitraire. Si à la place de (15) sont 
satisfaites les inégalités 


R>6T, RZAIRE<ED, 6>0, A>0, (18) 


l'estimation (16) reste valable. 

On définit ici Ô et À en choisissant l'opérateur Z et le para- 
mètre w de manière que le rapport ë = Y1/y, soit maximal. En pra- 
tique en guise de matrice Z on peut choisir une matrice diagonale. 

Indiquons deux exemples d'application efficace de la MTAM. 

1) Problème de Dirichlet pour l’équation de Poisson dans un 
domaine à deux dimensions de forme compliquée ; le maillage prin- 


2—01162 
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cipal dans le plan (x,, x.) est régulier. de pas À, le schéma étant 
à cinq points. Avec un choix correspondant de & , la MTAM n'’exige 
pas plus de 4 à 5 % d’itérations supplémentaires par rapport au 
même problème dans un carré de côté égal au diamètre du domaine. 

2) Dans des équations elliptiques aux coefficients variant forte- 
ment (le rapport c./c;, est grand) la MTAM associée à un Z choisi 
convenablement permet d'affaiblir la dépendance de c2/c1. 

En pratique on recourt, à côté de méthodes (9) à un pas (à deux 
couches), à des schémas itératifs à deux pas (à trois couches). Au 
cas de paramètres itératifs optimaux, le nombre d'itérations devient 
comparable à celui du schéma de Tchébychev à paramètres {1}} 
quand £ —+ 0, toutefois. ces méthodes sont plus sensibles relative- 
ment aux erreurs de détermination de Y, et y:. Si les conditions (11) 
sont remplies, il vaut mieux se servir du schéma de Tchébychev (9) 


à paramètres {tx}. 
| # * 


Dans la résolution des problèmes elliptiques un rôle très impor- 
tant revient à la méthode itérative des directions alternées (MDA) 
développée, à partir de 1955, par de nombreux auteurs. Elle ne s’est 
toutefois avérée économique que pour une classe très réduite de 
problèmes du premier groupe, lorsque les conditions À = A; + A», 
A, =Ag>0, a = 1, 2, À = A*>0, 4,4: = A,A4, sont rem- 
plies. Si À, et À, sont permutables, on peut choisir pour la MDA 
des paramètres itératifs optimaux. Pour un problème modèle muni 


de ces paramètres le nombre d'itérations n0 (8) = O (In = In 2). 


quant à celui d'opérations, il s'élève à Q (e) — O(Hlnsin :) tandis 
que pour les méthodes directes Q = O (Sin :): Dans ce cas les 
méthodes directes sont plus économiques que la MDA. Si 4, et 4, 


ne sont pas permutables, la MDA exige O(;lni) itérations, tandis 


qu'avec la MTA on peut se limiter à o(zine) itérations. Au 
cas de problèmes tridimensionnels, quand À = 4, + A, + 43, 
même dans l'hypothèse d’une permutabilité deux à deux de À;, 
A», A3, la MDA exige plus d'opérations que la MTA. Aussi la MDA 
a-t-elle perdu pour une grande part son importance. 


* * @ 
Si l'opérateur À >> 0 n'est pas autoadijoint, il est impossible de 


construire pour À = A* >> 0 le processus itératif de même vitesse 
de convergence que la méthode de Tchébychev au moyen du schéma 
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(9) muni de l’assortiment de paramètres et de l'opérateur autoadjoint 
B = B* > 0. Toutes les méthodes connues ont une vitesse de con- 
vergence inférieure. On étudie ici la méthcde itérative simple 
(ch. VI) en définissant à priori deux sortes d’information : 

a) on définit les paramètres h: y. figurant dans les conditions 
(pour simplifier, posons D = B = E) 


V1 (x, 2) < (4x, 2), (4x, Az) < Ye (A7, 2), h > 0. y: 0; (19) 


b) trois paramètres sont définis Y1. Ye: Ya. OÙ V1 et Ye (si D = 
— B — E) sont les bornes de la partie symétrique de l’opérateur À : 
ME LA LYE, HAL Ys N>O0 Y2>0. (20) 

où A1 — 0,5 (4 — A*) est la partie symétrique gauche de À. 
En choisissant + à partir de la condition du minimum de la 
norme de l’opérateur de transition ou de l'opérateur résolvant, on 


aboutit dans tous les cas à l’augmentation du nombre d'itérations 
comparé au cas de À = A*. 


*k + + 


Toute méthode itérative à deux couches construite sur la base 
du schéma (9) est caractérisée par les opérateurs B et À. un espace 
énergie H, pour lequel on démontre la convergence de la méthode 
et un assortiment de paramètres. Si l’opérateur B est fixé, le pro- 
blème principal se ramène alors à la recherche de {T7}. 

Avec le choix des paramètres {t,} on utilise l'information à priori 
sur les opérateurs du schéma. L'aspect de l'information est fonction 
des propriétés des opérateurs À. B et D. C’est ainsi que dans le cas 
du schéma de Tchébychev pour D = AB-14, quand À et B sont 
des opérateurs autoadjoints., on admet que les constantes y, y. de 
(11) sont données. Dans le cas général, quand DB”{A est autoadjoint 
dans 7, au lieu de (11) il suffit d'exiger que y,D << DB”A < y,D, 
Y1 > 0. Dans Île cas de non-autoconjugaison, quand À + A*. tandis 
que B = B* > 0, on utilise soit deux nombres 1, y», soit trois 
nombres y, y. (entrant dans (19)) et y;, constante entrant dans la 
partie symétrique gauche de l'opérateur À. Dans nombre de cas la 
recherche des constantes Y,, y. et y, avec une suffisante précision 
peut devenir un problème autonome assez compliqué impliquant la 
résolution d'’algorithmes spéciaux. Si l'information à priori peut 
être obtenuc au prix de quelques calculs ou si des calculs multiples 
sont exigés pour la résolution de l'équation Au = f à seconds mem- 
bres variés, il est logique de rechercher une fois pour toutes les 
nombres exigés Y1, Y+. Y4 et d'utiliser ensuite la méthode de Tchéby- 
chev ou la MTA. S'il s'agit de ne résoudre que le problème Au = f 
et si l’ approximation initiale est bonne, tandis que le calcul des cons- 
tantes y,. Y. s'avère laborieux, il faut recourir aux méthodes is 
ratives du type variationnel. 


2% 
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Les méthodes itératives du type variationnel n ‘impliquent pas la 
connaissance de Y:, y. lorsqu'on calcule les paramètres {t,}. Ces 
méthodes n'utilisent que l'information de forme générale 


A=A*>0, (DB-'A)* = DB-14. (21) 


Pour déterminer y:+1, on utilise le même schéma (9) en ne modifiant 
que la formule de t:::- Le paramètre v,,, s'obtient à partir de la 
condition du minimum dans H, de la norme d'erreur 2,4, = Yr41 — 
— u, c’est-à-dire du minimum de la fonctionnelle Z [y] = (D (y — u), 
y — u). Le paramètre t,., se calcule sur la base de y,. En choisissant 
D = À, on obtient la méthode de la descente la plus rapide, tandis 
que pour D = A*A on a la méthode d’écarts minimums, etc. Ces 
méthodes sont de même rapidité de convergence que la méthode ité- 
rative simple (avec constantes y,, y. précises). La rapidité de con- 
vergence peut être élevée si l’on s’abstient de minimiser localement 
(par pas) || Z4+1 ||» et l’on choisit les paramètres t, à partir de la 
condition de minimisation de la norme d'erreur || z, ||} pour tous 
les n pas, c'est-à-dire en passant de y, à y,. Ce procédé conduit aux 
schémas itératifs de directions conjuguées (gradients, écarts, cor- 
rections ou erreurs conjugués) à deux paramètres (associés à cha- 
que k) et à trois couches, dont la rapidité de convergence est la même 
que celle de la méthode de Tchébychev à paramètres {T5} calculés 
d’après les valeurs exactes de y, Y2- Si 4 = A* > 0, on est en 
mesure de reproduire le processus d'accélération (Æ de 1,5 à 2 fois) 
de la convergence des méthodes du gradient à deux couches. 


& * +% 


En théorie générale des méthodes itératives il n’est pas exigé 
de connaître la structure concrète des opérateurs du problème; on 
n'utilise qu’un minimum d’information générale de nature fonc- 
tionnelle sur les opérateurs, par exemple. les conditions (11). Le 
choix de l’opérateur BP du schéma (9) doit se plier aux exigences: 
4) d’assurer à la méthode (9) la convergence la plus rapide. 2) de 
veiller à l’inversion économique de B. Dans la construction de B 
on peut partir de l'opérateur R = R* >> 0 (régularisateur) à énergie 
équivalente 4 = A* > 0, B = B* >= 0: 


uR<A<CR, a >0, nB < LRELYB, n>0. (22) 
De sorte que " — ÿ1, Ye = CoŸe. Pour des À différents on peut 


choisir un même régularisateur R. Le plus souvent on se trouve en 
is ue Se B factorisé, par Gt 


où 
Se R*=R,=>0 pour MTA. (24) 
R° = R, > 0, R° = R; > 0, R,R: —= R:R; pour MDA. : (25) 


INTRODUCTION 21 


Pour appliquer la théorie, il faut trouver Y et Ve : le paramètre 


« 


w > 0 s'obtient à partir de la condition du min (ÿ (&)/ye (w))- 
Si l’équation Rw = F se prête à une résolution économique par la 
méthode directe, on pose alors B = R (par exemple, au cas où (—R) 
est un opérateur de différence de Laplace, le domaine un rectangle). 
L'opérateur B peut ne pas s'écrire de façon explicite, mais peut 
intervenir dans la résolution itérative de l'équation Ru = r}, 
Tr — Ayx — f (méthode de deux étapes). 


* + +# 


Pour les équations aux opérateurs À à signes indéterminés, 
dégénérés et complexes, on peut utiliser les mêmes schémas (9). 
Cependant le choix des paramètres optimaux se complique, tandis 
que la rapidité de convergence diminue. Un « traitement » préalable 
du problème initial est nécessaire avant l’application de la théorie 
générale à ces cas particuliers. Il s’avère possible de construire des 
modifications de la méthode de Tchébychev, comme des méthodes 
du type variationnel. 

Si À est un opérateur linéaire dégénéré, c'est-à-dire que l’équa- 
tion homogène Au = O0 possède une solution non triviale, le pro- 
blème (9) pour B = Æ et 1, quelconques a toujours une solution. 
Soit H(° le sous-espace associé à la valeur propre zéro de l’opéra- 
teur À, H le complément orthogonal de H(® jusqu'à H. Tout 
vecteur y € H(® vérifie l'équation A4y = 0. Si f € HŸ et y, E HU), 
alors toutes les itérations y, € H). Les conditions 


Ya (9: 7) < (AY, y) LV: Y, y), y EH, 5,50 


étant remplies, on peut utiliser le schéma explicite (9) avec les para- 
mètres {15} de Tchébychev obtenus sur la base de y,, y. Dans ce 
cas y, converge vers la solution normale possédant la norme mi- 
nimale. 

Si f = f9 + j9 et f9 O0, en entendra par solution normale 
généralisée de l'équation Au = f la solution de l'équation Autf) — 
— f4, u@ € HU), possédant une norme minimale. L'estimation 


= = 1— gs 
lun —u® IR Qnilvo— 01, G=gna(t+(n—1)}/ Et, 


2p1 1— VE Y1 
— = = = — (1) 
fn 1+p2" ? Pi 1LVE È Va? Un: Yo EH , 
est vraie Si T?, T?, . je Thn-1 sont les paramètres de Tchébychev;, 
n— 
tandis que t* — — ÿ 1*. La rapidité de convergence diminue par 


/ 
. 
{ 


J= 
rapport à la convergence dans le cas de À non dégénéré avec les 
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mêmes ÿ]. V». À côté de la méthode de Tchébychev modifiée, men- 
tionnée plus haut, il est possible d'appliquer des méthodes du type 
variationnel. 

La théorie générale permet d'étudier le schéma implicite d'une 
itération simple pour le cas où H est un espace hilbertien complexe, 
A = À +9qE, À étant l'opérateur hermitien, qg = q + ige un 
nombre complexe, le paramètre d'’itération prenant une valeur 
optimale. Le passage à la méthode des directions alternées s'effectue 
également sans peine. 


+ * 


Les résultats de la théorie générale peuvent être appliqués sans 
difficultés à la résolution des équations aux différences approximant 
les problèmes aux limites pour des équations du type elliptique. 
Il est dans ce cas facile d’énoncer les règles générales de résolution 
des problèmes de différences. Soit une équation aux différences 
Au = f, où A: H — H est l'opérateur de différences défini dans 
l’espace A des fonctions de mailles associées au maillage w. D'abord 
on étudie les propriétés générales de l'opérateur À en établissant, 
par exemple, sa autoconjugaison et sa positivité, À = A* > O0, 
ensuite, on construit l'opérateur B = B* >= 0 et l’on calcule les 
constantes ÿ1. Y+, enfin on cherche nr = n, (ge) et les paramètres 


R . 

S’il s’agit de la méthode triangulaire alternée avec opérateur 
factorisé 7 = (3 + wR;) Z1(Z + whR:), il faut choisir la ma- 
trice Z et les constantes 6, À (voir ch. X), connaissant 6 et A, on 
détermine @. Y1. Ye. etc. 

On a fait appel dans le livre à un grand nombre d'exemples illus- 
trant l’application des méthodes directes et itératives à la résolution 
des équations aux différences concrètes. En l'occurrence, dans le 
ch. XV on expose les méthodes de résolution des équations aux 
différences elliptiques en coordonnées curvilignes : cylindriques (r, 2) 
et polaires (r, ). 

Dans le ch. XIV on étudie les problèmes multidimensionnels, les 
schémas pour équations de la théorie de l’élasticité, etc. 

Il est important de noter que quelle que soit la méthode utilisée 
pour la résolution du problème de différences aux limites considéré, 
son traitement préalable s'effectue suivant le même organigramme: 
d’abord on construit l’opérateur À, ensuite il est étudié comme un 
opérateur dans l’espace H des fonctions de mailles. Une fois l’in- 
formation sur le problème recueillie, on décide quelle méthode de 
résolution il faut choisir pour le problème en tenant compte de tous 
les aléas, y compris le type de machine utilisé, l'existence de pro- 
grammes standards, etc. 


CHAPITRE I 


MÉTHODES DIRECTES DE RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES 


On étudie dans ce chapitre la théorie générale des équations aux différences 
linéaires ainsi que les méthodes directes de résolution des équations avec coef- 
ficients constants fournissant la solution sous forme fermée. Dans le $ 1 on 
présente des notions générales sur les équations de mailles. Le $ 2 traite de la 
théorie générale des équations aux différences linéaires du m-ième ordre. Dans 
le $ 3 sont exposées les méthodes de résolution des équations aux coefficients 
constants, odis que dans le $ 4 ces méthodes sont appliquées à la résolution 
des équations du deuxième ordre. Le $ 5 fournit des solutions de problèmes 
se en valeurs propres pour le cas de l'opérateur de différences le plus 
simple. 


$ 1. Equations de mailles. Notions générales 


1. Maillages et fonctions de mailles. Un nombre important de 
problèmes de physique et d'applications techniques aboutissent à 
des équations différentielles aux dérivées partielles (aux équations 
de la physique mathématique). Les processus permanents de nature 
physique diverse se décrivent par des équations du type elliptique. 

Les solutions précises des problèmes aux limites pour équations 
elliptiques ne s’obtiennent que dans des cas particuliers. Aussi ces 
problèmes sont-ils, en général, résolus de façon approchée. Une des 
méthodes universelles et efficaces ayant reçu une grande extension 
actuellement lorsqu'il s’agit de résoudre approximativement des 
équations de la physique mathématique est la méthode des diffé- 
rences finies. 

L’essence de la méthode est la suivante. Le domaine de variation 
permanente de l’argument (par exemple, un segment, un rectangle. 
etc.) est remplacé par un ensemble discret de points (de nœuds) 
qu'on appelle maillage ou réseau. Au lieu de fonctions d’un argument 
continu on étudie les fonctions d’un argument discret définies aux 
nœuds du maillage et appelées fonctions de mailles. Les dérivées 
figurant dans les équations différentielles et les conditions aux 
limites sont remplacées par des différences divisées (rapports incré- 
mentiels); en outre, le problème aux limites de l'équation diffé- 
rentielle est remplacé par un système d'équations algébriques linédi- 
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res ou non linéaires (équations de mailles ou équations aux diffé- 
rences). Ces systèmes sont souvent appelés schémas aux différences. 

Arrêtons-nous plus en détail sur les notions de base de la méthode 
des différences finies. Voyons d'abord les exemples les plus simples 
de maillages. 

Exemple 1. Maillage dans un domaine unidimensionnel. 
Soit le segment 0 < x < { le domaine de variation de l’argument x. 
Divisons ce segment en N parties égales de longueur k = I/N par 
les points x; = ik, i = 0, 1, ..., N. L'ensemble de ces points est 
appelé maillage régulier sur le tronçon [0, {] et est noté &© = {z; — 
= ih, i=0,1,..., N, kN = 1}, tandis que le nombre est la 
distance entre les points (les nœuds) du maillage w appelée pas du 
maillage. 

Pour la distinction d’une partie du maillage w, on utilisera par 
la suite les notations suivantes 


o—={r=ûh, i=1,2,...,N—1, Nh=l}, 
ot= {= ih, i=1,2,...,N, Nh = 1}, 
= {na =ûh, i=0,1,...,N—1, Nh=TI)}, 
Y= {tro =0, 2x = li). 

Le segment [0, Z] peut être divisé en N parties par introduction 


de points arbitraires 0=x<m<...<z <<... 
. LTy-1 LTn = LL Dans ce cas on obtient un maillage w = 


= {z, i=0,1,. » N, zo = 0, zx = l} de pas hi = zx; — x; 
au nœud z;, i — 1, 2, N, qui est une fonction du numéro à 
du nœud zx;, autrement dit la fonction de maille h;=h (). 


Sihk; <h;4, pour au moins un numéro à, le maillate w est alors 
dit irrégulier. Si h; = h = UN, on obtient alors le maillage régulier 
construit plus haut. Pour un maillage irrégulier on introduit un 
pas moyen À; — À (i) au nœud x;, À; = 0,5 (ki + hiua), 1<i< 
LN—1,ñ%, = 0,5h,, fin = 0,5k,. Sur une droite infinie —oœ << 
< zx << © on peut définir des maillages Q = {x;, =a+ih.i—=0, 
+1, +2, ...} avec origine en un point quelconque x = a et de 
pas À, possédant un nombre infini de nœuds. 

Exemple 2. Maillage dans un domaine bidimensionnel. Soit 


le rectangle G = {0< zx, & L,, &« — 1, 2} de limite T le domaine 
de variation de l'argument zx = (2, ze). Sur les segments " 


<L ty < L, Construisons des maillages réguliers w, de pas À, 
= #n(i)=i, i—=0,1,..., M, RM=L} 
= {x (j) = jhe, j=0,1,...,N, RN = ll}. 


_ 
| 
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L'ensemble des nœuds z;; = (x; (i), x (j)) possédant des coordon- 
nées dans le plan x, (i) et x, () est appelé maillage sur Le rectangle 
G et est noté par © — {zi; = (lu, jhe), i =0,1,..., M, j = 
= 0, 1, , N, RM = 0, RN = L}). 

Le oillece w est apparemment composé de points d'intersection 
des droites 21 = zx, (i) et x: = zx: (j). 

Le maillage ainsi construit est régulier par rapport à chacune des 
variables z; et Te. Si l’un au moins des maillages w, est irrégulier, 
le maillage w est alors dit irrégulier. Si h, = h., le maillage est dit 
carré (à mailles carrées), dans le cas contraire il est rectangle. 

Les points de w appartenant à l sont appelés points frontières et 
leur ensemble constitue la frontière du maillage: y = {Er}. 

Il est commode pour décrire la structure du er wo d'utiliser 
l'écriture © — ©: X o: en représentant & comme un produit OP 
logique des maillages w, et w.. En se servant des notations w*, © 
et wo introduites dans l'exemple 1, on peut isoler des parties du 
maillage rectangulaire «w, par exemple: 


O1 X ©, — {ti = (is, jhe), i = 1,2, ..., M — 1, 
= 12)... 
&, X Oo = {ris = (ia, jhe), i = 0,1,..., M—1, 
j=0,1,..., N}. 


Etudions maintenant la notion de fonction de maille. Soit w 
le maillage introduit dans le domaine unidimensionnel, z; étant 
les nœuds du maillage. La fonction y = y (x;) de l’argument discret 


z, est appelée fonction de maille définie sur le maillage ©. De façon 


analogue se détermine la fonction de maille de tout maillage © 
introduit dans le domaine de variation de l'argument continu. Par 


exemple, si z;, est un nœud du maillage « d'un domaine bidimen- 
sionnel, alors y = y (r;j). Il est évident que les fonctions de mailles 
peuvent aussi être assimilées à des fonctions d'argument entier 
représentant le numéro du nœud dans le maillage. C’est ainsi qu'on 
peut écrire y = y (xi) = y (i), y = y (xij) = y (i, j). Quelquefois, 
pour désigner les fonctions de mailles on utilisera l'écriture sui- 
vante: y (x) = yi, y (xij) = Yi. 

La fonction de maille y; peut se représenter sous forme de vecteur 
en considérant les valeurs de la fonction comme des composantes 
du vecteur Ÿ = (yo, y1, - - ., yn). Dans cet exemple y; est défini 


sur le maillage © = {xi, i = 0, 1, ..., N}, comprenant N +1 
nœuds, tandis que le vecteur Y a la dimension N + 1. Si w est un 
maillage dans un rectangle (o = {x;; = (ik, jh:), i = 0, 1, ... 
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_M, j=0, 1, , N}), à la fonction de maille y;; traduite 
sur &@ correspond dois le vecteur Ÿ = (y : Yaxros Uois + 2 
y Yaris eee YONs + + +» Var) de dimension Qu + 4) (N + 1). Les 
nœuds du maillage w sont dans ce cas considérés comme ordonnés 
suivant les lignes du maillage. 

On a examiné les fonctions de mailles scalaires, c’est-à-dire les 
fonctions dont les valeurs en chaque nœud du maillage sont des 
nombres. Donnons maintenant des exemples de fonctions de mailles 
veclorielles, dont les valeurs au nœud sont des vecteurs. Si dans 
l'exemple pris plus haut on désigne par Ÿ (x, (j)) = Ÿ; le vecteur 
dont les composantes sont des valeurs de la fonction de maille Vis 


aux nœudS Zojs Zijr + - »s Tu) de la j-ième ligne du maillage «: 
Y; = (Yoj, Yijÿ, + + +, Yu) Ï = 0, 1, ..., N. on obtiendra _alors 
la fonction de maille vectorielle Y, donnée sur le maillage w+ — 
= {ra (ÿ) = jhe, j = 0, 1. ..., NY. 
Si la fonction donnée sur le maillage prend des valeurs complexes, 
cette fonction de maille est dénommée complexe. 


2. Différences divisées et quelques identités de différences. Soit 
un maillage w. L'ensemble de toutes les fonctions de mailles asso- 


ciées au maillage w est un espace vectoriel obéissant à des règles 
déterminées d’addition et de multiplication des fonctions par un 
nombre. Sur l’espace des fonctions de mailles on peut définir des 
opérateurs de différences ou des opérateurs discrets. L'opérateur A 
transformant la fonction de maille y en fonction de maille f = Ay 
est appelé opérateur de différences ou discret. L'ensemble des nœuds 
du maillage utilisé lors de l'écriture de l'opérateur de différences 
au nœud du maillage est appelé sfencil (ou support) de cet opérateur. 

L'opérateur de différences le plus simple est l'opérateur de 
différentiation au sens des différences finies d’une fonction de maille 
engendrant des différences divisées (des approximations au sens des 
différences finies). Définissons ces différences. 

Soit Q un maillage régulier de pas À donné sur la droite —o < 
<Lr<o: Q—{r;;, =a+ih, i —=0, +1, +2, ...}. Les dif- 
férences premières se définissent pour la fonction de maille y; = 
—= y (r;), x, EQ à l’aide des formules 


Yi — Yi . PS ‘ 
Agir =, AY = Ur, = ET (1) 


et s'appellent respectivement différences progressive et régressive. 
On utilise également la différence centrale 


Ayi=ys = PEER 20,5 (A; + A2) vi. 
Xi 


PER, 
(A 
” 
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Si le maillage est irrégulier, on utilise pour les différences premières 
les notations suivantes: 


= Yt+1 — Y1 y = Visr — V3 (3) 


__ Vt— Ya 
= : 2 


Vz, à Us te 9e Ris x, i ho ©? 
Yo Pr (y- + Yx. i), hi=0.5 (le; + hits). 
x, si 


Il s'ensuit des définitions (1) et (3) les relations suivantes: 


Yr = Ve (4) 
k 
Ux, t— Fe Y2 5 (5) 
ainsi que les égalités 
Yi Vies — itiYx, à = Yi + hiye j (6) 


Les opérateurs de différences A,, A; et A, présentent des stencils 
composés de deux points et sont utilisés pour l’approximation de la 
dérivée première Lu — u’ de la fonction u = u (x) à une variable. 
Les opérateurs A, et A, approximant l'opérateur ZL sur les fonctions 
lisses avec l'erreur © (h), et A; — avec l’erreur © (k°). 

Les différences d'ordre n se définissent comme des fonctions de 
mailles obtenues par calcul de la différence première de la fonction 
constituant une différence d'ordre 7 — 1. Donnons quelques exem- 
ples de différences secondes : 


Ve it V3, i 1 
VE = 5 (Wei — 2yi + Yiti)s 
Yo ne : 4 1 
Joe = pe (Yi-e — 2yi + Vis), 


1 1 
Ve = nr Waiai US, ra ES en )= 


—— ( Vie Ut Wir | 
7” hi CTP hi $ 
utilisées lors de l’approximation de la dérivée seconde Lu = u” 
de la fonction u = u (x). Dans le cas d’un maillage régulier l'erreur 
d'approximation vaut O (hk°). Les opérateurs de différences corres- 
pondants possèdent un stencil triponctuel. Dans l'approximation de 
la dérivée d'ordre 4 Lu — ulŸ on se sert de la différence d'ordre 


1 
JEcxxi = 73 Wi 9 —4yi + 6yi—4yiy: + Yise). De façon ana- 
Jogue, dans l’approximation des dérivées d'ordre nr on recourt aux 
différences d’ordre 7. 


Il n'est pas très difficile de déterminer les différences dans le 
cas des fonctions de mailles à plusieurs variables. 
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Pour transformer les expressions renfermant les différences des 
fonctions de mailles on doit recourir aux formules de dérivation 
au sens de différences finies d’un produit de fonctions de mailles 
et à celles de sommation par parties. Ces formules sont analogues 
aux formules du calcul différentiel. 

1) Formules de dérivation de produit au sens de différences finies. 
En utilisant les définitions des différences (3), il est aisé de vérifier 
qu'on a les identités: 


(uv)= = UE Vin US = UE Vi live = 
= US VIH Us hu Ux à 
(UV), = Us, ie + Ur, = UV + Ur, = 
= Ux, ii + Ur, + hitius, UPREE 
(uv): = US int UjUS = US Vitlinle = 
= us its + us ve à 
Re à (4), (5), cette dernière identité peut tré récrite sous 
a forme 


(uv) ;=us ai+ 
2) Formules de sommation par a En multipliant (7) par 
fiiet en sommant le rapport obtenu en i dem + 1 àn—1,on obtient: 


n—1 
2. AE hi = = UnUn — Um+i0m+1 = 


fume + 
n—-1 n— 1 
_ \ 
A vil + OÙ Uiaave lire 
i=m+i imm+i , 


Profitant de (6), on obtient la relation vm+41 = Um + m+iVx. m = 
= Um + him 4e mi qu'on 1 porte dans l'égalité trouvée plus haut. 
Il vient finalement 
n—1 es 
UnÙUn — Umt+iUm — > u£ Lili + À Z Ui4iuz 
i=m+i É. im 
La substitution de l’indice de sommation i’ — i — 1 dans la seconde 
somme du deuxième membre fournit la formule suivante de som- 
mation par parties: 


hi+s- 


x, i+i 


n—1 
_ Ÿ 
D ue Vi; = a LA hi + UnUn — Um+ilm- (8} 
i=m+i im+i 


En utilisant (6), on obtient sans peine à partir de (8) encore une 
formule de es par parties 
n—1 
5 U= Via = — À VTT ES Bi + Un-iUn — UmUme (9} 


i=m+i i=m 
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De la formule (8) il s'ensuit que la fonction ; doit être définie pour 
m+1<i<n,et la fonction v; pour m < i < n. Soit maintenant 
y; une fonction de maille définie pour m<i<n. La fonction 
u; = y= , est alors définie pour m+1<i<n. En portant u; 
dans 6) va obtient l'identité suivante: 

n 


5 | prie] Vi hi = — > YU QUE hi + yz nn — Yx, mm: (10) 
i=sm +1 ixm+i d : 
On a le 
Lemme 1. Soit donnée sur un maillage irrégulier quelconque 
à = {ri, i=0,1,...,N, xo —=0, zx — Il} une fonction de 


maille y, s'annulant pour i = 0, i = N. Cette fonction implique 
l'égalité 

N=1 

à Y=z Vila = — D CAMLTE 


Le lemme 1 s'ensuit de façon Par de l'identité (10). 
Gorollaire Si w est un maillage régulier, yo—=yn=0 et 
N 


y: Æ0, alors k: UE gh=— Du h < 0. 


L'étude des formules de différences finies s'arrête à ce point. 
D'autres formules seront examinées au chapitre V. 

Les identités obtenues sont utilisées non seulement pour la 
transformation des expressions aux différences finies. Elles sont 
souvent appliquées, par exemple, pour le calcul de différentes som- 


mes et séries finies. 

n—i 
Donnons un exemple. Il s’agit de calculer la somme S, — > ia, 
a = 1. Introduisons les _fonctions de mailles suivantes données 
sur un maillage régulier © — {r; = i, i—0,1....,N,h=1): 
Vi u; — (a — a")/(a—1). (11) 
Sur le maillage impliqué la formule de sommation par parties (8) 

pour toutes fonctions de mailles prend la forme (m = 0) 


n—1 
D Us ii = — 2 Live . F UnUn — UV. 
=i 
Compte. tenu de ce que ous Le fonctions (11) se vérifient les 
relations vo=ur—=0, v-,=1, u,. = a, il vient 
= Î n n 
… ME a'—a? _a (n (a—1)—a)+a 
Sn = à NE SE a—1 (a— 1)? ; 
1= = 


La somme cherchée est trouvée. 
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3. Les équations de mailles et aux différences finies. Soit y; — y(i} 
la fonction de maille d’un argument discret i. De son côté, la valeur 
de la fonction de maille y (i) constitue un ensemble discret. On 
peut sur cet ensemble définir la fonction de maille qui, une fois 
égalée à zéro. fournit l’équation de la fonction de maille y (i), appelée 
équation de maille. L'équation aux différences est un cas particulier 
de l'équation de maille. L'objet de nos études se portera essentielle- 
ment sur les équations aux différences. 

On obtient des équations de mailles en approximant sur un 
maillage les équations intégrales et différentielles. 

Donnons tout d’abord des exemples d’approximations au sens 
de différences finies des équations différentielles ordinaires. 

C'est ainsi que les équations différentielles du premier ordre: 


= — f (x). x > 0. sont remplacées par des équations aux différences 
d'ordre un nn = f(x), 2 = il, i = 0, 1. ... ou y;4, — 


= y; + hf (x;). où L est le pas du maillage © = {r; = ih, i — 
= 0,1,...}. La fonction cherchée est la fonction de maille y, — 
= y (i). 

Dans l’approximation au sens de différences finies de l'équation 
du deuxième ordre _ = f (x) on obtient une équation aux diffé- 
rences d’ordre deux yj+1 — 2ys + Yi = Qu qu = fi, fi = f (æi). 
zx; = ih. Si l’approximation est réalisée sur un stencil triponctuel 
(Zi-1, Ti. Zi+1) d'une équation de forme générale (ku’)’ + ru’ — 
— qu = f (x), on obtient une équation aux différences d'ordre deux 
aux coefficients variables de la forme a;y;., — c;y; + b; yii1= 
— —qp;, i = 0, 1, .... où a;, ci, b;, œç; sont des fonctions de mailles: 
données, tandis que y; est la fonction de maille cherchée. 

L'’approximation sur maillage d’une équation du quatrième 
ordre (ku”)" = f (x) aboutit à une équation aux différences d'ordre 
quatre; sa forme est: 


Ayo + ay + Ciÿi + DVyras + DE Yise = Qi. 


Pour l’approximation au sens de différences finies des dérivées 
u’, u”, u” on peut utiliser des stencils possédant un grand nombre 
de nœuds. On aboutit ainsi à des équations aux différences d’un 
ordre plus élevé. 

L'équation linéaire associée à la fonction de maille y (i) (fonc- 
tion de l'argument entier i) 


dy) +aGy(t+1)+...+an D y(+m)=f{(), (12) 


où & (i) Æ 0, am (i) 5 0 et f (i) une fonction de maïlle donnée, est. 
appelée équation aux différences d'ordre m. 


$ 1] ÉQUATIONS DE MAILLES. NOTIONS GBNBRALES 31 


Si (12) ne contient pas y (i) mais contient y (à + 1), la substi- 
tution de la variable indépendante i’ à i + 1 transforme cette équa- 
tion en l'équation d’ordre m — 1. 

C’est en quoi réside une des différences des équations de mailles 
vis-à-vis des équations différentielles. où la substitution de Ja 
variable indépendante n'engendre pas de changement d'ordre dans. 
l'équation. 

Soit Fi, y(i), y(i+1),.... y(i—+ m)) une fonction de 
maille non linéaire. Alors F (i, y (à), y (i + 1), .... y (i + m)) = 
= 0 est une équation aux différences non linéaire d'ordre m, si F 
dépend explicitement de y (:) et y (i + m). 

Pour faciliter la comparaison avec les équations différentielles, 
introduisons les différences de pois les fonctions de mailles: 
AYi = Visa — Yi My: = À (Ayi), ..., AHy, = A(Aky;), k = 


On peut alors récrire (12) sous la forme 
Go (ë) y () + a () Ays +... + @m (à) Ayi = fi, (12 


« 


OÙ Am (i) = Am (i) 0. De plus, le coefficient a, associé à yo est. 
également différent de zéro. 

L'équation aux différences (12’) est l’analogue formel de l’équa- 
tion différentielle d'ordre m: 


Go + GA —— = = +. ce Em TT Et + Am _ = f(x), 


OÙ Am 0, ax—= ax (x), k—0, 1, ..., m. Soit un maillage w— 
={z;=ih,i=0,1,...} En posant 


Yi+1 — Yi 
Yri = Ù Uxx, 1 = (Yx)x, {9 LE Yr…. . x, À: 
k tois 
de manière que y) — (y-1),, k > 1, y: — y (i), on exprimeræ 


y (i + k)en fonction de y (i), ya 5 pis, ainsi, par exemple. 


y ( + 3) = y (i) + Shi Ryan + yat 
L'équation (12) s’écrira alors sous la forme 


@oÿ (ë) + au (i) Yx(Ë) + +. + CRT Lust (i) + amys (i) = fi, 


OÙ Am = Am < 0 et ao 0. L'analogie avec l’équation différentielle 
d'ordre m est ici évidente. 

De façon analogue se détermine l'équation aux différences asso- 
ciée à la fonction de maille y,,;, — y (à. ie) à deux arguments dis- 
crets et, en général, à un nombre quelconque d’ arguments. Par 
exemple, le schéma pentaponctuel «croix» de l'équation de 
ô?u tu 


Poisson Au — oi oi mi — 


—f (m1, x) sur maillage © — {z; — 
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. (1h, ioho), lo lo —= 0, 4, à .} a la forme 


y (it, d)—2y (he b)+y(h+t, le) 
hj 


ÿ (lis do — 1) —2y (érs de) H y (bis de +1) 6 
D SE RUE an EEs uen || 
et constitue une équation aux différences d’ordre deux par rapport 
à chacun des arguments discrets i, et ie. 
On obtient une équation de maille de forme générale en approxi- 
1 


mant l'équation intégrale u (x) = | K (zx, s)u(s)ds+f(x), 0< 
0 

<r<AÂsur maillage © = {x; = ih, i = 0.1. .... N, hN — 1}. 

Substituons à l'intégrale la somme 


j N 
| K(z, s)u(s)ds & h D ayK (x, jh) u (jh), 
0 


j=0 


où a, est un coefficient de quadrature, et à la place de l'équation 
intégrale écrivons l'équation de maille 


N 
= à ak (ih, jh) y5+fi, i=0, PE | À 
2= 


où la sommation s'effectue par rapport à tous les nœuds du maillage 
w, l’inconnue étant la fonction y;. 
L'équation de maille peut s’écrire sous la forme 


N 
2 ans=fr i=0,1,...,N. (13) 
j= 


Elle renferme toutes les valeurs yo, ÿ1, . . .. y de la fonction de 
maille. On peut l’assimiler à une équation aux différences d'ordre NW 
égal au nombre de nœuds du maillage moins un. 

L'équation aux différences (12) d'ordre m est un cas spécial de 
l'équation de maille correspondant au cas où la matrice (c;;) ne 
possède des éléments non nuls que sur les diagonales m parallèles 
à la principale diagonale. 

Dans le cas général il est sous-entendu que ài est non seulement 
l'indice i— 0, 1,... mais aussi le multiindice. c.-à-d. le vecteur 
i— (i, ie, . . .. ip) aux composantes entières à, — 0, 1, 2, ..., 
a — 1, 2,.... p, avec i € w, où © est le maillage. 

L'équation de maille du type linéaire a la forme 


D cuys=fn iEo, (14) 


je 


$ 1] ÉQUATIONS DE MAILLES. NOTIONS GÊNERALES 33 


où la sommation s'effectue en tous les nœuds du maillage ©, f: 
étant la fonction de maille donnée et y; la fonction de maille cher- 
chée. 

Si l’on numérote tous les nœuds du maillage, on peut alors écrire 
y; = y (i), où i est le numéro de nœud, à = 0, 1, 2. ..., N. L'équa- 
tion de maille (14) acquerra dans ce cas la forme (13). 

Il va de soi que c ’est un système d'équations algébriques linéaires 
d'ordre N + 1 à matrice (c;;). Donc, tout système d'équations algé- 
briques linéaires peut être traité comme une équation de maille et 
inversement. 

Si y (i) est une fonction de maille vectorielle, on dit alors qu’on 
a affaire à une équation de maille (discrète) vectorielle d'ordre m. 

Soit F (i, Yo, Y1e - - -, YN) une fonction donnée (en général, 
non linéaire) de N - 2 arguments à, Yo, Ya, - . ., y. En l'égalant 
à zéro, on obtient l'équation de maille non linéaire # (i, Yo, Yi, - .. 

à x) = 0, i=0. f, , N, dont la solution est appelée 
fonction de maille y (i) transformant cette équation en une identité. 

Etudions la fonction de maille #(i) = F (à, yo. Y1, + - +, Yx), 
i = 0. À, N. On voit que la fonction F définit un certain 
opérateur de maille (discret) qui transforme la fonction de maille 
y (i) en fonction de maille .# (i). 

Si F est une fonction linéaire, on obtient l'équation (14) qui, 
apparemment, peut être écrite sous forme opératorielle Ay = f, où 
À est un opérateur linéaire à matrice (c;;) et y un vecteur dans l’es- 
pace des fonctions de mailles. 

Si les coefficients c;; ne dépendent pas de j, (14) est appelé équation 
de maille à coefficients constants. 

Bien que dans ce livre l'attention soit essentiellement pointée 
sur la résolution numérique des équations aux différences obtenues 
par approximation au sens de différences finies d'équations diffe- 
rentielles du type elliptique, les méthodes itératives s “appliquent 
à toute équation de maille linéaire, c’est-à-dire à tout système d’équa- 
tions algébriques linéaires. Aussi les éléments théoriques sur les 
méthodes itératives exposées dans cet ouvrage sont-ils de nature 
générale. Le caractère spécifique des équations de mailles est l’ordre 
élevé de ce système, l'ordre de l'équation augmentant avec le res- 
serrement des mailles (le nombre d'inconnues est égal au nombre N 


de nœuds du maillage, V = 0 (5 | au cas de p composantes, h étant 


le pas du maillage). 

&. Problème de Cauchy et problèmes aux limites pour équations 
aux différences. Donnons quelques exemples supplémentaires d’équa- 
tions aux différences en nous arrêtant sur la position des problèmes 
pour les équations aux différences. 

Notons que les exemples les plus simples d'équations aux diffé- 
rences d'ordre un sont les formules pour les termes de progressions 


3—-01162 
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arithmétique et géométrique: 
Yi+a = Yi Hd Yiya = qui, = 0, 1, ... 


La solution de l’équation du premier ordre peut être obtenue si 
sont données les conditions initiales pour à = 0 (problème de Cauchy). 

La solution y (à + m) de l'équation aux différences d’ordre m 
est complètement déterminée par les valeurs y (i) définies en m 
points quelconques disposés successivement io, êo + 1, .- . ., io + 
+ m — 1. Et de fait, puisque a, (i) + 0, de (12) on tire y (i + m) — 
= ba y(i+m—1)+...+b(iÿ y(i) + œ(i). En posant 
successivement ë = io, éo + 1, . .., on obtient les valeurs y (i) 
pour à >. De façon analogue, en exprimant sur la base de (12) 
y (i) en fonction de y (à + 1), . .., y (i + m) et en posant successi- 
vement à = io — À, io — 2, ..., on aboutit à y (i) pour i < is — 
— 1. S'il s’agit dans l'équation (12) de déterminer y (i) pour à > 0. 
il suffit de définir la valeur en m nœuds (conditions initiales) y (0) — 
= Yo, Y (1) = y -.., y(m—1) = y. 

En joignant ces conditions à l’équation (12), on obtient le pro- 
blème de Cauchy ou le problème de conditions initiales pour l’équa- 
tion aux différences d’ordre m. 

Pour les équations du premier ordre (m = 1), il suffit, comme 
on l’a vu, de fixer une condition initiale. 

On obtient les équations aux différences non linéaires quand on 
résout des équations différentielles non linéaires. Voyons par exemple 
l'équation différentielle 


fu), z>0, u(0)=p 


(problème de Cauchy). En lui substituant le schéma d’Euler (schéma 
explicite), on obtient l’équation aux différences d'ordre un y;4, = 
— Yi + hf (zi, Yi); L > 0, Yo — I: 

Si à la dérivée du/dx on substitue pour x = x; = ik la différence 
régressive, on obtient l'équation aux différences non linéaire d'ordre 
un en Yi: Yi = Yi + hf (ti, Yi), i >> O, Yo — M- Pour déterminer 
yi il faut résoudre l'équation non linéaire @ (y;) = y; — hf (x;. y;) = 
— Yi-re 

Etudions maintenant un exemple d’équation aux différences 
d'ordre deux. Posons qu'il s’agit de calculer les intégrales 


x 


D (q= | SRE dy, k=0,1,2,... 


cos Ÿ— cos p 
0 


Notons avant tout que Z,(œ@) = 0, Z, (œ) = x. Transformons 
l'expression [cos (4 + 1) p — cos (4 + 1) @] + [cos (4 — 1) p — 
— cos (k — 1) pl = 2 cos kb cos pd — 2 cos kp cos p = 2 (cos kb — 
— cos kp) cos + 2 (cos D — cos p) cos hp. Une fois celle-ci uti- 


$ 1] ÉQUATIONS DE MAILLES. NOTIONS GENBRALES 35 


lisée, il vient 


Las (P) + Za-1 (g) = 2 cos pJ, (p) +2 | cos kb di — 2 cos pJ, (p), 


Or À 


k>1. 


Le calcul des intégrales 7, (®) se réduit donc à la résolution du 
problème de Cauchy pour le cas d’une équation aux différences 
d'ordre deux 


T4 (p)—2cos gli (p)+1::,(p)=0, k21, I(p)=0, AE 
(15) 


Examinons encore un exemple. Il s’agit de trouver la solution 
d’un problème aux limites pour un système d'équations différentielles 
ordinaires d'ordre un 


= Au+f (x), 0<zx<!, (16) 


Bu = pu, pour x=0, Cu—=m, pour x=1. u(x) = (u, (x), 
Uo (x), . . ., ua, (x)) est ici une fonction-vecteur de dimension À, 
A = À (x) une matrice carrée de dimension M X M, B et C des 
matrices rectangulaires de dimension M, X M et M, X AM res- 
pectivement, M, + M, = M. Les vecteurs f (x), d, u, sont donnés 
et ont pour dimension M, M, et M, respectivement. 

En introduisant sur le segment 0 < x < L un maillage régulier 
© = {z; = ih, i—0,1,...,N, h = LUN} et en définissant sur 
ce dernier la fonction de maille vectorielle Ÿ; — (y (i), ya (à), . .. 
... Ynr ()), accordons avec le problème (16) le schéma aux diffé- 
rences du type le plus simple 


Yi —(E +RA;)Yi=F, 0O<Ki<N—1, 
BY, — Mi CYx» — Mo; 


où F;, = hf (x;). C'est un exemple d'équation aux différences linéaire 
vectorielle d'ordre un à A7, conditions pour à = 0 et M, conditions 
pour à = N. On a ainsi pour un système d'équations aux différences 
d'ordre un le problème aux limites. 

Pour les équations du second ordre les problèmes aux limites 
sont les plus typiques. Voyons, par exemple, le premier problème 
aux limites 


(17) 


u 


mr q(a)u=— f(x), O<z<I, u(0)=y, 
u(l)=u g(:)20. 


Choisissons comme maillage © = {r; = ih,i—0,1,..., N,h— 
— l/N} et posons au problème (18) en conséquence le problème aux 


3% 


(18) 
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limites au sens de différences finies 
Ya à Yi = — Qi O<Li<N, Yo=h: Yx=b (19) 
où di = q{zi), p; = f (x;:) pour des gq (zx), f (x) lisses. Ce problème 


constitue un cas particulier du problème aux limites pour une équa- 
tion aux différences d'ordre deux 


—Giÿin + Ciÿi — biÿin = pu 1<i< N—1, 
Yo = Mir YA RH 


avec a; = b; = Â/h°, c; = d; + 2/h*. 
Le problème de différences (20) peut être écrit sous la forme 


AY =F, (21) 


(20) 


to 


OÙ Ÿ — (y. Ya, +. ., Ynx-1) est un vecteur inconnu, F — (os + 


+ à Us Pos ee es Pan-es Pa-i + rue) un vecteur connu de dimen- 
sion Ÿ — 1, #4 une matrice carrée tridiagonale de la forme 
Cy —b, 0 (3 RER 0 0 0 
—@s Ca —b 0 ..…. 0 0 0 
0 —a; C3 —03 .... 0 0 0 
0 0 0 Dés Cx_s —bns 0 
0 0 0 0 —ax-2 Cx-2 —ÙÜn-2 
0 0 0 D: six 0 — AN CN-1 
(22) 


On voit aussitôt que le problème aux limites pour l'équation aux 
différences d'ordre deux (20) constitue un système d'équations algé- 
briques linéaires d'aspect spécial. Si le problème de Cauchy pour une 
équation aux différences d'ordre deux a toujours une solution, le 
premier problème aux limites (20) n’admet une solution pour toute 
partie droite qu’au cas où la matrice #4 du système (21) n’est pas 
dégénérée. 

Les problèmes aux limites pour des équations aux différences 
d'ordre m aboutissent à des systèmes d'équations algébriques linéai- 
res avec matrice présentant au plus m + 1 éléments non nuls sur 
chaque ligne. 

Avec l’approximation des équations aux dérivées partielles on 
aboutit également à un système d’équations algébriques discrètes 
ou ordinaires avec matrice spéciale. Comme le nombre d'’inconnues 
dans un tel système est généralement égal à celui de nœuds du mail- 
lage, il arrive qu'on se heurte en pratique à des systèmes d’un ordre 
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très élevé (à des dizaines et même des centaines de mille d’inconnues). 
Les autres particularités de ces systèmes sont la raréfaction de la 
matrice et la structure en bandes, c’est-à-dire une disposition spéciale 
des éléments non nuls. Ces particularités facilitent, d’une part, la 
résolution des problèmes mentionnés, mais d’autre part exigent des 
méthodes de résolution spéciales qui tiendraient compte des caractè- 
res spécifiques du problème. Aussi n'est-il pas étonnant que les 
méthodes classiques de l'algèbre linéaire se révèlent souvent ineffi- 
caces dans le cas des équations aux différences et que de plus il 
n'existe même pas de méthode universelle qui puisse être appliquée 
efficacement à la résolution de n'importe quelle équation aux diffé- 
rences. 

On utilise actuellement deux types de méthodes de résolution 
des systèmes d'équations algébriques linéaires: 1) les méthodes 
directes ; 2) les méthodes itératives ou les méthodes d’approximations 
successives. Habituellement, les méthodes directes sont utilisées 
à la résolution d’une classe assez étroite d'équations de mailles 
mais elles permettent d'aboutir à la solution par des calculs relati- 
vement peu laborieux. Les méthodes itératives permettent de résou- 
dre des équations plus compliquées et souvent comportent en guise 
d'étape principale de l’algorithme des méthodes directes de réso- 
lution d'équations aux différences spéciales. Le fait que les équations 
aux différences sont insuffisamment conditionnées implique une 
mise au point de processus itératifs à convergence rapide avec dégage- 
ment du domaine d'efficacité de chaque méthode. 

En maintes occasions, par exemple pour des équations linéaires 
à coefficients constants relativement à la fonction de maille d’un 
argument, la solution peut être obtenue sous forme fermée. Ces 
méthodes de résolution des équations de mailles seront l’objet d'étude 
au $ 3 du présent chapitre. 


$ 2. Théorie générale des équations aux différences linéaires 


1. Propriétés des solutions de l’équation homogène. On étudiera 
dans ce paragraphe la théorie générale des équations aux différences 
d'ordre m à coefficients variables 


Am ()y(i+m) +... + ao (i) y (ù = fi, 


OÙ Am(ë) et ao (ë) sont différents de zéro pour tout i. Passons d’abord 
à l'étude de l'équation homogène 


am (y G+m)+... + (y Z'aG)yG+H=0 (1) 


Admettons que les coefficients a, (i), # = 0, 1, .... m possèdent 
pour toutes les valeurs considérées de à des valeurs finies. 
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Chaque solution particulière de l’équation (1) est déterminée 
par les valeurs de la fonction y (i) dans m points variables, mais se 
disposant successivement io, io + 1, - . ., io + m — 1. 


Théorème 1. Siv (i), ve (i), ..., v) (i) sont solutions de 
l'équation (1), la fonction 


y (i) = cuvn (à) + Cove (à) + . - . + CpUp (à), (2) 


OÙ Cys Cor + + +» Ch Sont des constantes quelconques, est également solu- 
tion de l'équation (1). 


En effet, en vertu de la condition posée par le théorème, on a 
l'égalité 


D aGu(it+Æ=0, 1=1,2,...,p. (3) 
Portons (2) dans (1): 
m nm P 
D atyGi+k)= 2 ai) À cv, (+) 
h=0 k=0 læmi 


et modifions l’ordre de sommation dans le second membre de 
l'égalité. Profitant de (3), il vient 


m P m 
SE mt)y(Gi+k)= Da D ali)u(it+k)=0 
Rem0 Immi Rem 


et, par conséquent, la fonction y (i), définie par (2), est également 
solution de l’équation (1). Le théorème est démontré. 
Introduisons la notation A; (v,, ..., v,) pour le déterminant 


mG) mG+1) .…. mi+p—t) 
aitu vu v)=| ve) WG+D . vi(i+p—1) 


Up(i) UVUp(i+1) ... vit p—1) 
On a le lemme 2. 


Lemme 2. Soient ui (i), Us (i), . . ., Um (i) les solutions de 
l'équation (1). Le déterminant À; (v,, . . ., Un) est soit identiquement 
nul en i, soit différent de zéro pour toutes les valeurs possibles de i. 


En effet, vu que v, (i), . .., Un (i) sont solutions de l’équation 
(1), les égalités suivantes se vérifient: 


Din +a(iuGi+1)+...+ami1 Du Gi +m—1) = 
— —m (i) V1 (à + mjs 


do (i) Le (à) + a (iv Gi +1)+... + ami () ve (i + m—1) — 
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= —m (i) Lo 6 + mi 


do (à) Um (à) + ax (ë) Um (à + 1) +. de Ou Che): = 
—= —Qm (i) Um (i + m). 
En résolvant ce système en a, (i) pour un à fixé à l’aide de la 
règle de Cramer, il vient 
ao(i) As (Us, ..., Um) = 
Vfitm) wfi+1) ... v(itm—1) 
= — Am (i) vo (i+ m) Uo (i +1) Vo(it m—1) 


Umi+m) Umti+1i) ... va(itm—1) 
Après permutation respective des colonnes du déterminant dans 
le second membre de l'égalité obtenue on obtient la relation 
ao (i) Ai (01, - -., Um) = (—1)" am (à) Ai4a (is + + +, Um). Comme 
&o (à) et an (i) ne sont pas nuls pour les valeurs possibles de à, il s’en- 
suit le lemme énoncé. 

Introduisons maintenant la notion de solutions linéairement 
indépendantes de l'équation (1). Les fonctions de mailles v, (i), 
Us (i), - - +, Um (i) sont dites solutions linéairement indépendantes de 
l'équation (1) si: 1) elles admettent des valeurs finies et vérifient 
l'équation (1); 2) la relation 

Can (à) + Cole (à) +... + CmUm (i) = 0 (4) 
pour toutes constantes c1, Ce, . . ., Cm Simultanément non nulles 
ne se vérifie pas au moins pour un seul i. 

Pour les solutions linéairement indépendantes se vérifie le 

lemme suivant: 


Lemme 3. Siv, (i), ve (i), . . ., Um (t) sont solutions linéaire- 
ment indépendantes de l'équation (1), le déterminant À; (uv, . .., Un) 
est alors non nul pour toutes les valeurs possibles de i. Inversement, si 
dans les solutions de l'équation (1) le déterminant A; (u,, . . ., Um) 
est différent de zéro au moins pour une des valeurs de i, v, (i), . . ., Um (i) 
sont alors des solutions linéairement indépendantes de l'équation (1). 

Vu le lemme 2, le déterminant A; (1, ..., Un) est soit identique- 
ment nul, soit différent de zéro pour tous les i. Soient v, (i), 

- + + Um (ë) les solutions linéairement indépendantes de l’équation 
(1) et admettons que A; (11, . .- ., Um) = 0. Voyons le système 
d'équations algébriques 
CU (Go) + CaUe (io) + + + + + CmVm (io) = 0. 
cv (o + g Li Cala Go + d. Less Gb (io + 1) = 0. (5) 
cv (éd + m — 4) + Cela (è + m — 1) + + CmUm (io + 

+ m—1) =0. 
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Etant donné que le déterminant de ce système Ai, CE TELE 
est, par hypothèse, nul, il existe une solution de ce système Cy, Co, -.. 
+ + + Cm différente de zéro. Donc pour les c;, Ce, . . . Cm trouvés 
on a l'égalité (4) pour à — ÿo, io + 14, . .., io + m — 1. Montrons 
maintenant que l'égalité (4) a lieu également pour à — is + m. 
A cette fin, en prenant l'équation (1) pour L = 1, 2, ..., m 


PE a (io) Le (io + k) = 0 


multiplions-la par c, et sommons les égalités pour L = 1, 2, ..., m. 
Tenant compte de l'égalité (5), on obtient 


m m—i1 m 
0 = @m (éo) À uv (Go + m) + 2 ax (io) à avr (io + k) = 


= Am (io) 2 ciU1 (io + M). 


On a ainsi démontré la vérité de l'égalité (4) pour i = io + m. 
En raisonnant toujours de la sorte, on obtient que pour les €, ce, ... 
-; Cm trouvés plus haut la relation (4) se vérifie pour tous les 
i > io possibles. De façon analogue se démontre l'exactitude de 
(4) pour i < is. Donc (4) aux cy, Co, . . ., Cm non nuls se vérifie 
pour tous les i, ce qui contredit l’indépendance linéaire de v, (i), 

-» Um (i). Aussi l'hypothèse de ce que le déterminant A; (v,. ... 

.; Um) est identiquement nul en à est erronée. 

Passons maintenant à la démonstration de la seconde partie du 
lemme 3. Supposons que le déterminant A; (11, . ... v,) est, pour 
un à = io, différent de zéro. Admettons aussi que vi (ë), Ua (i), 

... Um (ë) est un système de solutions linéairement indépendantes 

de l'équation (1). Cela signifie qu’il se trouvera des constantes 
C1 Co+ + + +; Cm Simultanément non nulles pour lesquelles la relation 
(4) soit une identité en i. Ecrivons alors (4) pour à = io, io + 1, 
.... io + m — 1 sous forme (5), de plus en raison de l'hypothèse 
du lemme, le déterminant de ce système A;, (1, . . ., vn) est non 
nul. Tous les c;, c+, . .., Cm doivent donc être nuls. On aboutit 
à une contradiction. Le lemme est démontré. 


2. Théorèmes sur quelques solutions de l’équation linéaire. Ésquis- 
sons d’abord la démonstration du théorème de la solution générale 
de l'équation linéaire homogène (1). 


Théorème 2. Si wii), Us (i), . . ., Um (à) sont solutions 
linéairement indépendantes de l'équation (1), la solution générale de 
cette équation prend alors la forme 


y (à) = on (à) + CoUo (à) + . + + + CmUm (à); (6) 


OÙ Cj, Coy - « + Cm Sont des constantes arbitraires. 
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En effet, en vertu du théorème 1 la fonction y (i) définie par 1& 
formule (6) est solution de l'équation (1). Montrons maintenant que 
toutes les solutions de l'équation (1) sont contenues dans l’ensemble 
des fonctions y (i). Soit uw (i) une solution quelconque de l'équation 
(1). Elle est complètement définie si sont données les valeurs initiales 
aux m points: u (io), u (io + 1), . .., u (io + m — 1). Choisissons 
parmi l’ensemble des fonctions de la forme (6) celle qui possède 
les mêmes valeurs initiales. ]1 suffit, pour ce faire. de trouver les 
constantes C1, Co, + - .; Cm pour lesquelles'se vérifient les m égalités 


Cia (êo) + CoUo (og) + - + - + CmUm (io) = U (io). 
ar (0 gs a + Cole Gi ge 1) Ts + CmÜm (io + 1) = u (io + 1), 


La 


NP ET TT 
RON TT 


Vu que vw (i), Ue (à), . . ., Um (à) sont des solutions linéairement 
indépendantes de (1), en vertu du lemme 3, le déterminant de ce 
système Ai, (rs + -., Um) est donc différent de zéro. En résolvant 
ce système par rapport à Cye Coy + + «+ Cm- ON obtient la fonction 
y (i) présentant les mêmes valeurs initiales que w (i). Mais comme 
les valeurs initiales définissent de façon univoque la solution de 
l'équation (1), on a y(i) = u (i). Le théorème est démontré. 
Examinons maintenant la solution d’une équation inhomcgtne 


Am ()y(i+m) +... + ai) y (i) = f (). (7) 
On a le théorème 3. 


Théorème 3. La solution générale de l'équation (i) se pré- 
sente sous forme de somme de sa solution particulière et de la solution 
générale de l'équation linéaire homogène (1). 


En effet, montrons que toute solution de l'équation (7) peut être 
représentée sous l’aspect 


y (i)=y (i)+y (à), (8) 


où y (i) est une certaine solution de l'équation (7). tandis que m (é) 
est la solution générale de l'équation homogène (1). Soit 


Am ()Y + m) +... + 00 () ÿ G) = f (G). (9) 


En portant (8) dans (7) et compte tenu de (9), on obtient pour y (i) 


l'équation am (i) y (à + m) +... + aoy (i) = 0. Donc y (i) est la 
solution générale de l’équation homogène (1). Le théorème est dé- 
montré. 
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Corollaire 1. II s'ensuit des théorèmes 2 et 3 que la solution 
générale de l'équation inhomogène (1) a la forme 


y () = ÿ @) + cu (0) +... + CmUm (à), (10) 


où y (i) est la solution particulière de l'équation (7), uv, (i), ve (i),... 
«+ Um (à) les solutions linéairement indépendantes de l'équation 
homogène (1), c1, . . ., Cm les constantes arbitraires. 


Corollaire 2. Utilisant le lemme 3, on peut énoncer le 
corollaire 1 sous une autre forme: la solution de l'équation (7) a la 
forme (10) pour laquelle les solutions particulières v, (i), . . ., Um (i) 
de l'équation homogène sont telles que À; (t1, . . ., Um) # 0 au moins 
pour une valeur de i. 


Corollaire 3. Si Le second membre f (i) de l'équation (7) 
est la somme de deux fonctions f (i) — f{4) (i) + f®) (i), La solution 
particulière de l'équation (7) peut alors être représentée sous forme de 
y () = y (i) + Y® (i), où y@(i) est solution particulière de 
l'équation (1), dont la partie droite est fa) (i), avec &« = 1, 2. 


3. Méthode de variation des constantes. Les théorèmes démontrés 
plus haut esquissent la structure de la solution générale de l’équation 
aux différences linéaire inhomogène (7). Abordons maintenant les 
questions suivantes: 1) comment construire les solutions linéaire- 
ment indépendantes d’une équation homogène; 2) comment obtenir 
la solution particulière d'une équation inhomogène; 3) comment, 
en utilisant la solution générale de l’équation inhomogène, peut-on 
aboutir à une solution unique de l’équation (7) qui satisfait aux 
conditions complémentaires. 

Etudions d’abord un procédé réalisable de construction de solu- 
tions linéairement indépendantes d’une équation homogène. Etant 
donné que la solution particulière d’une équation linéaire d'ordre m 
se définit complètement par la fixation des valeurs initiales en m 
points. par exemple, à = ig, io + 1, - - ., io + m — 1, on peut, 
en partant du lemme 3, construire les solutions cherchées de la façon 
suivante. Soit À la matrice non dégénérée 


Gi di2 CRC im 
A—=| 21 A2 + Am 
Ami m2 ee mm 


Construisons m solutions de l'équation (1) v, (é), vue (ë), . . ., Um (à) 
définies par les valeurs initiales 


Viliotk—1)= am 1l,k=1,2,...,m. (11) 


Dans ce cas A, (U1, - - ., Um) = det À = 0. Donc le problème de 
construction des fonctions cherchées uv, (i), . .., Un (i) est résolu. 
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Examinons maintenant la question d'isolation de la solution 
unique de la famille de solutions (10). Il s'ensuit de (10) qu’il faut 
pour cela définir m conditions exactement sur la fonction y (i), sur 
la base desquelles on définit les constantes cy, Co, + . ., Cme 

Dans le cas du problème de Cauchy, c’est-à-dire quand sont don- 
nées les conditions initiales y (io) = b1, y (io + 1) = b2, . .. 
... Y (Go +Mm—1) = b», la détermination des constantes c:, 
Coy + + + Cm S effectue sans peine. De (10) on obtient un système 
d'équations algébriques linéaires relativement à c, co, .. 


Un (éo) C1 + Va (bo) Ca + - «+ + Um (io) Cm —= b1 — Y (io), 
Ur (o + 1) C1 + Vo (io + 1) +... + Um (io + 1) Cm = 
= b;—ÿlio+1), (412 


Do +m—1)a + uw io +m—1Â)c +... 
+ Um Go + Mm—1) cm = bm — Y (io + m— ii). 


Comme le déterminant de ce système A;, (w1, . . ., vn) est différent 
de zéro, ce système ne possède qu'une seule solution c1, Co, . . ., Cm 
qui détermine complètement la solution unique de l'équation in- 
homogène (7). 

Au cas du problème aux limites pour lequel les m conditions sup- 
plémentaires imposées à y (i) sont données de façon quelconque 
par rapport aux points successifs, on aboutit de nouveau au système 
d'équations algébriques linéaires en ci, Co, . . ., Cm. Mais dans ce 
cas la solution de ce système ne s’obtiendra qu'à la condition de 
nouvelles hypothèses relativement aux coefficients de l'équation 
aux différences. 

Voyons maintenant la question de la solution des équations (12). 
Puisqu’en vertu de (11) la matrice du système (12) est 4”, en choi- 
sissant en guise de À la matrice unité on obtient la solution du sys- 
tème (12) sous forme explicite: cy = by — y (io + l1— 1), l = 
= 1, 2,..., m. Il est apparemment rationnel de choisir une telle 
solution parmi les solutions particulières de l’équation inhomogène 
(7) pour laquelle % (io) = ÿ (io +1) =...—=7Y (io + m—1) = 0. 
On aura alors ce, = by, L—= 1, 2, ..., m. 

À ce choix de la matrice À correspondent les valeurs initiales de 
Ur (à), + - ., Um (ë) suivantes: 


Vifiot+li—1)=1, wfio+k—1)—=0, k=1,2,...,m, 
KE L=1;:2,; ::., m. 
Occupons-nous maintenant de la recherche des solutions particu- 


lières de l'équation inhomogène si sont connues m solutions linéaire- 
ment indépendantes de l’équation homogène. Exposons le procédé 
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de recherche de la solution particulière par variation des consiantes 
dans la solution générale de l'équation homogène. 

On a montré auparavant que la solution générale de l'équation 
homogène (1) a l’aspect suivant: y (i) = cavi (i) + . . . + cmtm (à), 
où 1, (i), . . .. Um (à) est la solution linéairement indépendante de 
l'équation (1) et c1, ce, . . ., cn les constantes arbitraires. Admettons 
maintenant que C1. Co, - . ., Cm Sont des fonctions de à et posons le 
problème de leur choix de manière que la fonction 


y (i) = c1 (ë) ua () +. + + Cm (à) Um À) (13) 
soit une solution particulière de l’équation inhomogène (7). Notons 
que chaque fonction c, (i) se définit à la précision jusqu'à la cons- 
tante près, vu que v, (i) est la solution de l'équation homogène: 
Am ui +im)+...+a(ivi(i = 0, 1=1,2,...,m. (14) 
Introduisons la notation suivante: 


dy CAS [u(i+k)—a(ilu(it+k), k=0,1,...,m. 


Portant (13) dans (7), exécutant les transformations identiques dans 
l'expression obtenue et tenant dé de (14), il vient 
S 


16) = À ax () 56 +0 = & an () À a +2) v += 
) an (i) du (i) + Ÿ ag (i) ÿ cu (i) vi (i+ k) — 
k=0 k=0 l=1 
= ati d(i) + Dal) al(ijut(i+k]= 
k=0 l=i ke=0 


m m 
= 2; où (E) de (5) = 2; an (i) du(E), 
car do (i) = 0. La relation obtenue se vérifie pour tous les à si l’on 
pose 
de) =0, k=1,2,...,m—1, dh(i) = f()/an(i). (15) 
Bref, le problème de la construction des fonctions c;(i), ce (i), 
+. Cm (i) se réduit à leur détermination à partir des conditions 
(15) qui doivent se réaliser identiquement en i. 
Transformons le système d’équations (15). Posons b, (i) — 
= CG(i+1)— ci), 1=1,2,..., m. De ja définition de d, (i) 
on obtient pour k4 = 1, 2,...,m: 


dy(i)— dy (+1) -2 or (+ k)— 0 (à)] v (i+k) — 


= à [a Gi+k)—ati+1)]u (i+k) 2 bifi)viti+k). 
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En y portant (15) et compte tenu de l'égalité do (i) = 0, on obtient 
le système d'équations algébriques linéaires relativement à b, (i) 
pour un à fixé: 

b, (ë) uv, ( + 1) + ba (i) ve (i + 1) +... + by () Un ( +1) = 0, 
ba (ë) va (à + 2) + be (ve ( +2) +... + bn (i) Um (à + 2) T6, 


b(iju(itm) +b(iu(itm)+... + bai) vn(i+m)= f () 


am (it) * 
Le déterminant du système (16) est égal à A4 (1. Lo. . . ., Um) et 
est différent de zéro en raison des indépendances linéaires u1. ve, . . 
.. Um. Aussi le système (16) n’a-t-il qu’une solution unique 


; : . . ) Zi à 
bi(i)= cr (+1) — ci (i) =(—1) ETS l=1,...,m, (17) 


OÙ Z'(i)= A4 (Us Vos. Um) et 
ii) = 


Va (ii) ... ua Gi+1) vis (i+1) ... vn(i+1) 
Va (i+2) ... vini(i+2) visa (è-H2) ... Um (i +2) 


va(itm—1) .…. Ur (it m—AÂ)vrss(i+ m—1) ... 

... Umti+m—i) 
autrement dit, Z, (i) s'obtient à partir du déterminant Z(i) par 
élimination de la Z-ième colonne et de la dernière ligne. 

Les égalités (17) sont des équations aux différences du premier 
ordre relativement aux fonctions cy (i), L = 1, 2, ..., m. Vu que 
ci (i) peut être défini à la précision de la constante près, on obtient 
à partir de (17) la représentation explicite de c, (i): 


—1 
mat FU) Zi 
af) = > (—1) +" Oe, l—1,2,...,m. 
j=io 


En portant cette expression dans (13) et en changeant l’ordre de la 
sommation dans la représentation obtenue, on obtient pour la solu- 


tion particulière y (i) de l'équation inhomogène (7) la formule sui- 
vante : 


y (i) = À ca (ë) vi (i) = 


i—1 m 
= 2 (0) 2 C0 Sr Go GI (S (D am (D = 
i—1 
= à Gi, jf), 


J=t0 
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m 
ve. 1 FT 
CÉD= Sac à (— 14 Za (7) va (à). (18) 
Notons que la somme figurant dans (18) se calcule aisément 
2 (— 1)" D (5) vx (ë) = 


v,(j+1) V2 (j +1) sc.  Um(j +1) 
V4 (j +2) Uz (j +2) +. Um(i+2) 


fi+m—1) vfjtm—1) ... vu(jtm—1)| 
V4 (i) Va (i) .. Um (à) 
Cette somme est nulle pour j=i—1, i—2,...,i— m +1. 


Donc la solution particulière de l'équation (7) a la représentation 
suivante 


V(j+1) ... Um (i+1) 


U(i+m—1) ... vm(j+m—1) 


LT GE) nt) | 10 à 
OR 040 ee 04m [et 


Um(f+1)  ... Un(i+m) 


où & est quelconque, tandis que pour ë = io, io + 1, - - ., io + 
+ m— 1, on a y(i) = 0. 

Pour une équation du premier ordre (m = 1) la formule (19) 
prend la forme suivante: 


i—1 
vO= D Er Tr Vo =0. (20) 
3=io 


4. Exemples. Examinons quelques exemples illustrant l’appli- 
cation de la théorie générale. Supposons qu'il s’agit de trouver la 
solution générale de l'équation du premier ordre 


y(i+1)—eiy(i) =6Gitei rt. (21) 
Cherchons d’abord la solution de l'équation homogène 
y (i + 1) — ety(i) = 0. (22) 
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A partir de (22) on obtient successivement 


Li 
20 
yi+i)=eiy(i) = ei Dy(i—1)— ...=e *=1 y(1) = 
En posant ici y (1) = 1, on trouve la solution particulière v, (i} 
de l’équation homogène (22) sous la forme v, (i) —=e'(-1. La solu- 
tion générale de l’équation homogène a donc la forme y (i) — ce‘ tit), 
où cest une constante arbitraire. 


Construisons maintenant la solution particulière de l'équation 
inhomogène (21) sur la base de la formule (20). De (20) il vient 


i—1 ve Gk? h2+R i—1 
= eiti-l eX° À 
= nn _ Gt) N' 2 
y (i) SE: D. eh (k+1) 4 — 6e LJ k . 
R=iQ k=io 


Vu que à, peut être choisi quelconque, en posant ici à = 1, on 
obtient y (i) = à (à — 1)(2i — 1)e(i-9, Ensuite, en vertu du théo- 
rème 3, la solution générale de l'équation (21) s'écrit sous la forme 


y(i)=y(i)+ y (i)= {ei (à —1) (2i—1)] efdi-v, 


où c est une constante arbitraire. Le problème est résolu. 
Cherchons maintenant la solution générale de l'équation du 
second ordre 


de () y ( +2) + & (Gi) y G +1) + @& () y () = f G), (23} 
oui — 0, 1,2; .::,;: 
de (= —it+1,a()=afi+1)=Ë+it+i, 
a (à) = —ao (i) — as (i) = —2 (À + 1), (24) 
fi) = 2 (EE — 3i + 1) = 2 [20 (i) — & (ù)]. 
Vu que les coefficients a. (i) et a, (i) sont différents de zéro, pour 
trouver la solution générale de l'équation (23) on peut appliquer la 
théorie générale. 
Construisons d’abord les solutions linéairement indépendantes 


de l’équation homogène. Sur la base de (24) elle peut être écrite sous 
la forme: 


de (à) y (i + 2) — [as (à) + ae (G + 1)] y ( + 1) + 
+ de ( +1)y(i) —0 


ou 
de (i) [y (+2) —y(i+1)]—a (i+1) [y (i +1) — 
— y{(i] = 0. (25) 
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Les solutions particulières v, (i) et v,. (i) de l'équation homogene 
(25) seront isolées par les conditions suivantes: v, (0) = v, (1) = 1, 
Va (0) = 0, v, (1) = 3. Puisque le déterminant 


v,(0) vi (1) 
v2(0) v2(1) 


en vertu du lemme 3 les fonctions v, (i) et v. (i) seront des solutions 
linéairement indépendantes de l'équation (25). 

Cherchons la forme explicite de v, (i) et v. (i). Il s'ensuit directe- 
ment de (25) que v, (i) = 1. Construisons v. (i). De (25) on obtient 
Successivement 


A (Lis Ve) = =3#Æ0, 


g (+9) —y (+1) = [y (+1) y (GI = 
= tu (y = = ÉD (y (4) 5 (ON. 


Compte tenu des valeurs initiales de v. (i), on obtient de ce qui 
précède 

Vo (à Lu 1) — Va (à) == SU (à) — 3 (i° — i + 1). (26) 
En sommant les parties gauche et droite de (26) en i de zéro à À — 1, 
il vient 

k= 1 

Ua (k) = v2 (0) + 3 2 (2—it1)=k(k2—3k+5). 
Bref, les solutions particulières de l'équation homogène (25) sont 
trouvées 

U (A)= 1, ve (k) = k(k° — 3k + 5), (27) 

et la solution générale de (25) prend la forme y (k) = c1 + cok (k° — 
— 3k + 5). 


Construisons maintenant la solution particulière de l'équation 
inhomogène (23). Portant (24) et (27) dans la formule (19), il vient 


i-—2 
= 9 V2 0 ve +0, 1) 
De RE a) — 


— Ve (k+i 


4 | : 2R+1 2R 
45 [ue (i) — ve (k + 1)] a 1: (28) 


‘On a utilisé ici l'égalité (26). 
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Calculons l'expression obtenue. En notant 


: 2k 
v(k)=v(i)—v2(k+1), u()= Gr: 
écrivons (28) de la façon suivante: 
i-2 
= D tu (k+ 1) —u (k)] v (A). 
k=0 


Appliquons maintenant la formule de sommation par parties (voir (8) 
$ 4) pour le cas d’un maillage régulier de pas À — 1. On a 
i-1 
_ | 
pG)= — + Su (k) [o(E)—v(k—1)] + 
k=0 


+ qu (1) v (1) —u (0) v (— HI. 


Vu qu’en raison de (26). de la condition v, (0) = 0 et de la défini- 
tion des fonctions v (k) et u (k) on a 


0 (k) — v (k— 1) = ve (k) — 02 (k + 1) = —3a: (À). 
ui — 1) = ve (i) — ve (i) = 0. 
0 (—1) = ve (à) — va (0) = ve (é), 
il s'ensuit que 
i-1 
= D, Due (= 21 — Ti (ir — Bi +5). 
k=0 


On a donc trouvé la solution particulière de (23). En vertu du 
théorème 3 la solution générale de l’équation inhomogène d'ordre 
deux (23) a la forme 


y ()= y () + y = D A1 — à (2 — Bi + 5) + c3 + of (82 — Bi + 5) = 
— c++ ci (i2—3i+5), 


Le = 1 sn à 
OÙ Cy—Cy—1, C2=C2—7 Sont des constantes arbitraires. Le pro- 
blème est résolu. 


8 3. Solution des équations linéaires 
à coefficients constants 


1. Equation caractéristique. Cas de racines simples. Etudions 
maintenant une classe importante d'équations aux différences, les 
équations linéaires à coefficients constants. Pour les équations de 


4—01162 
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cette classe le problème de la recherche des solutions linéairement 
indépendantes d'équations homogènes adéquates se résout de façon 
assez simple. Or, comnre il a été montré plus haut, c'est à quoi abou- 
tit le problème de recherche de la solution de l'équation aux diffé- 
rences inhomogène. 

Recherchons les solutions linéairement indépendantes des équa- 
tions linéaires homogènes à coefficients constants d'ordre m 


Amy + mm) + amy È +m—1) +... + ao (i) = 0. (1) 


Cherchons les solutions particulières (1) sous forme vw (i) — g', où 
le nombre gq doit être défini. En substituant vw (i) à y (i) dans ({), 
on obtient l'équation 


di (amd + Am a9" À +... + ag + ao) = Ù. 


Comme on ne recherche pas la solution identiquement nulle de (1), 
en simplifiant par g', on obtient de la dernière expression l'équation 
pour g: 


Am" + Am19 +... + &g + a = 0. (2) 


L'équation (2) s'appelle équation caractéristique de (1). Les racines 
de l'équation (2) 1, Qe, + - .; {m peuvent être soit simples soit mul- 
tiples. Examinons séparément chaque cas éventuel. 

Soient des racines simples. Montrons que les fonctions 


Vs (i)= qi, Va (i) = q;, +. Um(i) = (3) 


sont des solutions linéairement indépendantes de (1). 

En effet, en vertu du lemme 3 il suffit de montrer qu’au moins 
pour un à le déterminant A; (ü,, ve, ..., vm) 0. En posant 
i = 0, il vient | 

. 1 Î PRE | 
QG D --. D 


| Q» : . mn-1 q: (1 ER 7m 
dois vmæ 7 OUT PR ele @  …. 
1 Qm Tan qu! gt qu nn qm= 
1 2 


et, par conséquent, A, (1, . . ., Um) est le déterminant de Vander- 
monde. Il est différent de zéro, vu que tous les g; sont différents. 
Donc les fonctions (3) sont en fait des solutions de (1) linéairement 
indépendantes et, c’est pourquoi, la solution générale de l’équation 
homogène (1) peut être écrite -sous la forme 


y (i) = C19{ + c29$ +... + Cmgi, (4) 
OÙ C1, Coy +. + Cm Sont des constantes arbitraires. 


Si les racines Qi, Qe, -: : ; Qm Sont réelles, la solution réelle y (i) 
s’explicite par le choix des constantes c,, ©», . .., Cm sous forme de 


$ 3] SOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 91 


nombres réels. Etudions maintenant le problème de l’explicitation 
de la solution réelle au cas où, parmi les racines, il y a des racines 
complexes. 

Soit g, = p (cos y + i* sin q), (ë* — V —1) — la racine com- 
plexe de l'équation caractéristique (2). Il existe alors une racine 
Qs = p (cos p — i* sin p) conjuguée à g,. Etudions la partie de la 
solution générale (4) constituée par la combinaison linéaire de gi 
et gi: 


y (ë) = cngi, + cg = pi L(cA + 4) cos ig + i* (c, — c,) sin ipl. 


La fonction y (i) aura des valeurs réelles si les constantes c, et c, 
seront des nombres conjugués complexes. En posant c, = 


— 0,5 (c, — i*e.), c, = 0,5 (ce, + i*c.), où c, et c, sont des nombres 
réels quelconques, on obtient y (i) = p! (c, cos ip + c, sin iq). 


2. Cas de racines multiples. Soit maintenant l'équation caracté- 
ristique (2) aux racines g, de multiplicité »,, g. de multiplicité n, 
etc., autrement dit, Q1. +. . . ., g< Sont des racines différentes de 
multiplicité respectivement 7j, Po, . . ., Rs, Ni + ho +...+n, = 
— m. Construisons les solutions linéairement indépendantes de 
l'équation homogène (1). Recourrons au 


Lemme 4. Si g,est la racine de l'équation caractéristique (2) 
possédant la multiplicité nr, alors les égalités 


m 


2, axkgi = 0, p=0,1,...,m—1 (5) 


se vérifient. 


En effet, g, étant la racine de l'équation (2) de multiplicité n4, 
on a les égalités 


à ang} = 0, (6) 


D k(k—1)...(k—s+t)argé=0, s—1,2,...,m—1, (7) 
k=0 


tirées à partir de (2) par s dérivations et multiplication complé- 
mentaire du résultat par g. Montrons que l'égalité (5) est équiva- 
lente à (6), (7). Pour cela, il suffit de démontrer l’équivalence de 
(7) et (5) pour p > 1. 

Vu que P,(k) =k(k— 1)... (k—5s 1) est un polynôme 
du s-ième degré, en multipliant (5) par le coefficient correspondant 
du polynôme P, (k) pour p = 1, 2, .... s et en additionnant les 
égalités ainsi obtenues, on aboutit à la relation (7). 


4 
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Montrons maintenant que de (7) s’ensuivent les égalités (5) 
pour p = 1, 2. ..., ny; — 1. Profitons du développement en kP: 


P 
kP= S k(k—1)...(k—s+i)a, 1<p<Kk, (8) 
1 


où @; — @, (p) sera précisé plus loin. Multiplions la s-ième égalité 
de (7) par &, et sommons en s de 1 à p. En vertu de (8), il vient 


D mn 
— > ds (2 k —1) ...(k—s+1) axg}) = 


m [4 
= D 'agt(X k(—1)...(k—s+t)a)= À axkrgf. 


Il nous reste à argumenter le développement (8). No qu'à 
gauche et à droite dans (8) figurent des polynômes du p-ième degré 
en #. Si l’on pose &«, = 1, les coefficients de degré supérieur de 
seront égaux dans (8) à gauche comme à droite, tandis que les coef- 
ficients de degré inférieur de * seront nuls. Cherchons &;, &o. : 

. &p1 en égalant les valeurs des polynômes en p — 1 points 


différents, par exemple. en posant k — 1, 2, . p—1. Pour 
k=1,onaa = 1. Pouk=n.2< LEn<p—i. il vient 
p n 
nm= ÿon(n—1)...(n—s+i)a,= ÿn(n—1)...(n—s+1)a,— 
s=i ami 
n—1 


=nla+nly ST 
s=1 


Cette expression permet de trouver œn Si Œ, Œos + + > Œn-1 SONt 
déjà déterminés. On obtient ainsi la formule de récurrence suivante 
permettant de trouver les coefficients @, : 


n—i 


An = D ST: n=2,3,...,p—1, &i = 1. 
s= 1 


Le lemme est démontré. 
En utilisant le lemme 4, on trouve m solutions particulières de 
l'équation homogène (1). L'équation 
n 
G+H"= D CP, Cie 


Pin—p)t 
pus0 


étant vérifiée, en multipliant (5) par C4 j"-?g{ et en sommant en p 
de zéro à n < ny — 1. on obtient pour tout j les égalités 


L 


> ax(j+k)"g#+i=0, n=0,1,...,m—1. 
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En les utilisant, on trouve aisément que les solutions particulières 
de l’équation homogène (1) sont des fonctions de mailles 


Dnitne+...+ny_ tnt 1 (J) = j"qÿ, OKn<LrI—1, l=1,2; 1 S (9) 


c'est-à-dire que si g, est la racine de l'équation caractéristique de 
multiplicité 77, les fonctions 


CEA LL AEEE ju lé, l=1,2,...,5s 
sont alors solutions de l'équation (1). 
I1 reste à montrer que les fonctions vw, (j), . . .. Um (j). définies 
dans (9), sont des solutions linéairement indépendantes. A cette fin 


calculons le déterminant A, (2, . . .. Um) qui, dans le cas considéré, 
a l’aspect 


log 9 Os OO %: q"! 
Qi 24 2 kq* — (m—1) 
0 qg 2?q; …  K?g*  ...  (m—1}q7 
A (D,:5:0,) = Lo qe M PET DEN o É Ltée en 
2 : 7 
0 œ 2 ... km (m1) qu 


O qu ge. Eteigh (m1) qe 


>] 


Il peut ètre obtenu directement à partir du déterminant de 
Vandermonde 


m-1 
1 zx, À 5e 2 
1 x Z5  ... | m-1 m 
W (x, Los... Zm) Er RER RS : RUES à à = Il (x; — ti) 
Tmi Tm-1 ..  Tm-i i=1 j=i+i 
2 m-1 
L, Ts Ds 7 


de la façon suivante. Prenons à partir de W la dérivée première 
en z, et multiplions-la par x. Désignons le résultat par W,— 


LE Ensuite, calculons 
0%: 


| 9 9W: __. à ô 0W;, ) 
Wi=csge (9e), Wir (rs (a EPA sur etC, 
tant qu'on n'obtienne W,,. Ensuite, calculons W,,42=27n,42 X 
0Wn; 
X 
Ôzx 


et continuons les opérations de dérivation en calcu- 


(J OWa,+2 
lant Wy+3=Zn,+3 ns (zn+3 "+ ) 
ni 


ni+2 


, tant qu’on n’obtienne 
LES | 
Wine etc. On obtient finalement Wn= Win (lis To... Tm)- 
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Posons ici Zi Z2= ... = Zn, Qi Tniti = Eni+2 = ee = Tnjtne = Q2 
etc. On se convainc sans peine que A, {(v,,Uo, ...,Um)—=Wm, tan- 
dis que les calculs élémentaires donnent 


k ! 
[ m'a [1 [I (gg. 


=1 m—=i i=1 )=i+ 


Il s'ensuit que A, (1, . . ., Um) Æ 0, vu que g; gi pour j Æ i, 
et, par suite, les fonctions uv, (j). Le (j), - : ., Um (j), construites plus 
haut, sont des solutions linéairement indépendantes de l'équation 
homogène (1). Dans ce cas la solution générale de l’équation (1) 
s'écrit sous la forme 


à = 
yH=S À 
11 n—0 


j"g}, 


« { . . 
où ct) sont des constantes arbitraires. 


3. Exemples. Examinous les plus simples exemples de recherche 
de la solution générale d’une équation aux différences homogène 
à coefficients constants. 


1. I] s'agit de trouver la solution générale de l'équation 


y +2) — y (à + 1) — 2y(i) = 0. (10) 
Composons l'équation caractéristique qg° — 3 — 2 = 0 et cher- 
chons ses racines q —= 2, g: = —1. Les racines étant simples, la 


solution générale de l'équation (10) prend l'aspect 
y (i) = c12* + Co (—1). 
2. Trouver la solution générale de l'équation d'ordre 4 


y (O + 4) — 2y (j +3) + 3y G + 2) + 2y (G + 1) — 4y (j) = 0. 


(11) 

L'équation caractéristique g* — 2q°+ 3qg°+29—4—0 possède 
deux racines réelles q;—1, g— —1 et deux racines complexes 
conjuguées gq3= 2 (cos ++i sin +) et g,—=2 (cos + —i sin +) | 


i— |/ —1. La solution générale de l'équation (11), prenant des 
valeurs réelles, a donc l'aspect 
dl‘ 


y (= cite (—1) +2 (os cos Fi + sin + j). 
3. Trouver la solution générale de l’équation d'ordre 4 


y ( + 4) — Ty (j +3) + 18y G + 2) — 20y G + 1) + 
+ 8y(j) = 0. (12) 
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L'équation caractéristique 
gi — 19 + 18g° — 20g + 8 = (g — 2} (g — 1) = 0 


possède une racine g = 2 de multiplicité 3 et une racine g, = 1 de 
multiplicité 1. Donc la solution générale de (12) a la forme 


y () = à + 2 (Ca + Caj + Ca”), 


tandis que les solutions particulières linéairement indépendantes 
de (12) sont des fonctions de mailles vw, (j) = 1, ve (j) = 27. v, (jÿ) = 
= j27, v,(j) = j'2. 

4. Trouver la solution générale de l'équation d'ordre 4 


y (j +4) +8y(j+2) + 16y (j) = 0. (13) 
L’équation caractéristique g*+ 8q?+ 16 = (g°+4)2=0 possède 


une racine complexe g, — 2 (cos ++ i sin +) de multiplicité 2 et 

s : : : , JT . _ I , 
une racine qui lui est conjuguée qg> =2 (cos 5 —i sin +); éga- 
lement de multiplicité 2 Aussi la solution générale de l’équa- 
tion (13) qui prend des valeurs réelles, a-t-elle la forme 


y ()=(c1+ coj) cos + j + (cs + cuj) D sin + j. 


Examinons encore deux exemples. Dans l’un on obtiendra la solu- 
tion du problème de Cauchy pour une équation inhomogène de pre- 
mier ordre. dans l'autre la solution du problème aux limites d’une 
équation homogène d'ordre 4. 

». Trouver la solution du problème suivant : 


yG+1)—ay(i) =f(, i20, y(0) = Y: (14) 


où a = const. L’équation caractéristique g — a = Ô possède une 
racine unique g, = a. Aussi la solution générale de l'équation homo- 


gène prend-elle la forme: y (i) = ca*, c — const. La solution parti- 
culière de l'équation inhomogène (14) sera recherchée en utilisant 
la méthode de variation de la constante. La formule (20) du $ 2 
fournit la solution particulière suivante de l'équation (14): 


i—1 i-1 
y)= à a *1f(kh)= À a*f(i—k—1). 
h=0 h=0 


En vertu du théorème 3, la solution générale de l'équation inhomo- 
gène (14) a la forme 


ii 
y(i)= ca + si (i—k—1). 
L hk= 


En posant ici i = 0, on obtient (la somme disparaissant dans ce cas) 
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Yo = ÿY (0) = c. La solution du problème (14) est donc fournie par 
la formule 


= vi+ À af (ik 1), iZ0. 
6. Cherchons maintenant la solution de l'équation d'ordre 4 
yG+2—-yG +1) +26) —-yG—-1)+y6G+2) = 0. 
2<j<N—2. (15) 
satisfaisant aux conditions aux limites suivantes: 
2y (2) — y (1) + y (0) = 2, 
y (3) — y (2) + y (À) — y (0) = 0, 
yIN—3)—y(N—2)+yN—1)—-y(N) =0. 
2y(N—2)—y(N —1) + y (N) = 0. 
L'équation caractéristique 
P—p+2g —g+1—=(g — g +1) (9 +1) = 0. 
correspondant à (15), possède des racines complexes simples 
Qi = COS ++isin—, ge= cos —isin, qs=cos++isin, 
qi, = COS T—isin+, i= V —1. La solution générale de l'équa- 


2 
tion homogène (15), acquérant des valeurs réelles, a donc la forme 


(16) 


y(j)=c, cos + Tj -+ C2 sin + nj + 63 COS = ni +c sin + ñj. (17) 


Dégageons maintenant de la solution générale (17) la solution 
vérifiant les conditions aux limites (16). A cette fin portons (17) 
dans (16) et l’on obtient le système suivant pour les constantes 
C1 Cos Ca et Ci: 


2 
cos Cs + sin TE c er Ca — Cy = 2, 
C! +0:c +0-c3 +0:.c, = 0, 
cos Ci + sin À ce +0-cs+0-c =0: 
_ . (N—2 EUR 
cos 22 c,+ sin ED C2 — (cos 2 + sin _ ] C3 + 
aiN . TN 
+ (cos — — sin +) C, =. 
2 : | x . Nr Nx der 
Le déterminant de ce système vaut —2 sin —— cos -— et est différent 


de zéro si V est pair mais n'est pas multiple de ci 
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Dans ce cas, compte tenu de la parité de V, on obtient c, — 
= Co = 0, cg = Cj = —1. Donc si W est pair et n'est pas multiple. 
de 3, la solution du problème aux limites (15), (16) existe et est. 
fournie par la formule 

y (ji) — — cos + — sin 22. OSj<N. 

Si N est impair ou est multiple de 3, la solution du problème. 
(15), (16) est soit inexistante, soit non unique. Cet exemple constitue: 
une illustration de la différence entre les problèmes aux limites dont 
la solution n’est pas toujours présente et le prohlème de Cauchy pos- 
sédant une solution unique. 


$ 4. Equations de second ordre à coefficients constants 


1. Solution générale de l’équation homogène. Ce paragraphe est 
dévolu aux équations aux différences de second ordre à coefficients 
constants 


doy ( + 2) + y ( + 1) + ao (Ü) = f (), ao. 4e Æ 0. (1) 


Cherchons d’abord la solution générale de l'équation homogène. 
correspondante 


Gey (ÿ + 2) + my (i + 1) + ao () = 0. (2) 


L'équation caractéristique a.9* + ag + a = 0 possède les raci- 
nes 


_ —a+Waf—4ags __—a&—Waf—4008; 
He  Z _ ? Qu = 


Selon la théorie générale des équations aux différences à coeffi- 
cients constants, exposée au $ 3, les solutions linéairement indé 
pendantes de l'équation o sont les fonctions uv, (j) — gq}, Le (j) = gi 
si a? = 4aoa: et vs G) = Q}s Us LU) — jg}? si a — 4aoa2. Dans la suite 
il sera commode d'utiliser d'autres solutions linéairement indé- 
pendantes 


… — 929}— ga 7-7 a, 
Us (j) Qa— Q1 , V2 (j) = Ga— Qi ? (3) 

acquérant pour j = 0et j = 1 su valeurs suivantes : 
V1 (0) = 1, uv (1) = Ue (0) = 0, vw, (1) = 1. (4): 


Il faut apparemment ne te que les fonctions () pour a = 
— 4a’f, sont solutions de l'équation homogène. L’ indépendance: 
linéaire des fonctions (3) construites découle de Ia condition 


Ào (Us Le) 5 O, où 
V1 (0) v, (1) 


Ào (Us, V2) = Vo (0) v> (1) , 
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En passant à la limite dans (3) avec g, tendant vers g,. on obtient 
les fonctions 1 (j) = —(j — 1) g. ve (j) = jgÿ-! qui constituent 
en fait des solutions de l'équation homogène 2). Notons que les 
fonctions v, (j) et v, (j) de (3) prennent des valeurs réelles également 
dans le cas où les racines g, et g, sont complexes. Cela permet de ne 
pas étudier séparément le cas des racines complexes. Bref, la solu- 
tion cénérale de l’équation homogène (2) peut être écrite sous la 
forme 


q2gi— q19j qgi— gj 


y(j) = cas (ji) + cote (j) = c — D vd nt (9) 


où c, et c, sont des constantes arbitraires. Ne otons Re ’en vertu de (4), 


il vient y y (0) — = QG, y() = 0. 
Donnons un exemple. Il s’agit de trouver la solution générale 
de l'équation homogène 


yG +2) — 2zy G +1) + y 6) = 0, (6) 


où x est un paramètre acquérant des valeurs réelles quelconques. 
Dans ce cas on a 


9 1 7 
n=z+Vr-1, q=——, Ga—Q=—2Vz—1. (7) 


Æn portant (7) dans (5), on obtient la solution générale de 
l'équation (6) pour tout x sous la forme 


HV AD (24 AT) 


USER pr 0 
+ Gt V1) —(2+V 251)” 
+ y) @) 
En particulier, si |z|<1, la formule (8) peut être écrite ainsi: 
sin (j — 1) arccos z Sin j arcCcos z 
DID rc (0) + sin arccos z (1) (2) 


‘(Pour obtenir (9). on s’est servi de l’identité x = cos (arccos x)). 
Profitons des résultats obtenus pour la résolution du problème 
posé au point 4. $ 1 sur le calcul d’intégrales 


cos Ÿ— cos qi 


PL‘ 
Do= | RE dv k—0, 1, … 
0 


On a montré alors que ce problème se réduit à la résolution du pro- 
blème de Cauchy pour l'équation 


Li+1 — 2 cos plr + Ir = 0, To = 0, 1 = 7. (10) 


‘Cette équation est un cas particulier de (6) avec x = cos @. Vu que 
Ir | 1, la solution générale de (10) est fournie sous la forme (9), 
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c'est-à-dire 


_ sin (k—1) SiD #® 
nee trans à 


En v portant les données initiales de Z,. on obtient la solution du 


problème posé 
sin k 
CRETE 


En qualité de second exemple examinons la solution du problème 
aux limites 


yG+D—-yO+yG—-1=0 1<j<N—T, (1) 
y (0) —1, y(N) = 0. 
L'équation du problème (11) est également un cas particulier de (6) 


correspondant à la valeur zx = 1/2. La formule (9) fournit la solu- 


tion générale suivante de l'équation (11): 
GE cs sin À) /sin —. 


y (= (0 sin 
Les constantes c, et c, s’obtiennent à partir des conditions aux limi- 
tes de y (j). Si N n'est pas multiple de 3, c, = —1,c, = sin TA (N — 
— 1)/sin + aN, et la solution du problème (11) prend la forme 


y()=sin+(N—j)nisin SN, OSi<N. 


Si N est multiple de 3, il n’y a pas de solution au problème (11). 


2. Polynômes de Tchébychev. Revenons à l'équation (6). Exami- 
nons d'abord le problème de Cauchy suivant: 


y(n +2) — 2zy(n+1)+y(n) =0, nn >0, 
y (0) =1, y) =7z. 
Notons que de (12) il découle 
y (2) = 2xy (1) — y (0) = 2° — 1, 
y (3) = 2xy (2) — y (1) = 42° — 37, 
et. en géneral, y (n) est un polynôme de degré nr en x. Désignons ce 


polynôme par T, (x). En substituant T, (x) à y (n) dans (12), on 
obtient la relation de récurrence à laquelle satisfait ce polynôme 


Tn+2 (x) = 22Tnp (x) — Tr), nr >0, 
To) =1, Tr) =z, —o<r< oo. 


D'autre part. la solution générale de l'équation (12) est fournie 
par la formule (8) pour tout x. Portons dans (8) les valeurs initiales 


(12) 


(13) 
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de y (n), il vient alors 
T. Ge ER TRERV En (14) 


En particulier, si | x | < 1, en posant x = cos (arccos x). on obtient 
T, (x) = cos (n arccos x), |xz|< 1. 
Bref, la solution du problème est trouvée. Cette solution est le 


polynôme T7, (x), qui pour tout x se détermine par la formule (14) 
ou la formule 


cos (n arccos x), |r|<1, 
ref 1 L[(zx+ V1)" + (z+V ri 1)"], 1r1>1. 


Le polynôme T, (x) est appelé polynôme de Tchébycher de première 
espèce de degré n. 
Voyons maintenant un autre problème de Cauchy posé pour l’équa- 
tion (6) 
yin+2)—2zy(n +1)+y(n) =0 n2>0. 
y (0) = 1, y(1) = 2x. 
Ici aussi y (n) est apparemment un polynôme du n-ième degré en x. 
Désignons-le par U, (x). Cherchons la forme explicite de U, (x). 
En portant les valeurs initiales de y (7) dans (8). on obtient pour 
tout x: 
: (rt rt)" —(24+ 231) 
U, (x) = 2 V1 à 
+ G+HV#S5 1) m1) 25 (24 Va)" 
2 V z?—i 
HV (eV) + D 
5 2 z?—i 
En particulier, si | x |<1, alors 


sin (n + 1) arccos z 
U, (x) = sin arccos z 


(15) 


(16) 


(1) 


Le polynôme U, (x) s'appelle polynôme de Tchébychev de seconde espèce 
de degré n et se définit par les formules 


sin (nr + 1) arccos z |x|<1 
sin arccos z ? 


ns 1 
U, (x) = | DV ai Va 


1) (2; y z2—1i) +1], (18) 


[zx 121. 
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A partir de (16) cherchons pour les polynômes U, (r) les relations de 
récurrence suivantes : 


U, + (x) 7 27U, 4 (x) cu U, (x). n > 0. 
Us (zx) = 1, U, (x) = 2x. 


La formule (17) permet d'obtenir au lieu de (8) la représentation 
suivante de la solution générale de l'équation (6): 


y (n) = —aUno (x) + coUn 1 (x). 
Cherchons encore une représentation de la solution générale de 
l'équation (6). Montrons que les fonctions v, (n) = T, (x) et 
ve (n) = U,,- (x) sont des solutions linéairement indépendantes de 


l'équation (6). En effet, il ne suffit que de montrer leur indépendance 
linéaire. Le déterminant 
To(z) T,(x) 1 zx 


or dy (2 Vox] 10 1 


étant différent de zéro, l’assertion est vérifiée. La solution générale 
de l’équation (6) peut donc être représentée sous la forme 
y (n) = c1Tn (x) + CeUn-1 (2), (20) 
où c, et c. sont des constantes arbitraires, tandis que les fonctions 
T, (x) et U, (x) sont définies par les formules (14) et (17) pour des 
r et n quelconques. 
Pour conclure. donnons quelques relations aisément vérifiables, 
traduisant les liaisons entre les polynômes de Tchébychev T, (x) 


et U, (x), de même que les propriétés de ces polynômes. On a les 
formules suivantes : 


Tnt) = Tnt), Un) = —-Ure(x), n2>0, (21) 
Tin (&) = Tin (&)), Uin- (@) = Vi (Ta ()). (22) 


(19) 


= À 


Tan (@&) = 2 (Ta (&)Ÿ — 1, (23) 

Tai (2) — 2Tn (2) = ( — x) Uni (x), (24) 
Un (x) — Un (x) = —Tih (), (25) 
Un + (2) + Uni (à) = 2Ti (x) Un (a). (26) 


A partir de (26). après substitution adéquate des indices à et n, 
il vient 


Un+i-i (à) + Uni (à) = 2Ti (2) Un (x), (27) 
Uni (x) + Unie (2) = 2T ir (à) Un (x). (28) 
En posant dans (26)-(28) i = n, on obtient 
2Tn (x) Un (&) = UÜsn (x) + 1, (29) 
2Ty (4) Un-1 (2) = Urn 1 (), (30) 


Tai &) Une a = Us, (&) — 1. (31) 
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A a tenu compte ici des égalités (21) et de ce que U, (x) = 1. 
U_, (x) = 0. Si l’on pose dans (26) r = O0, il vient 


2Th (x) —_ U, (x) ec U, a (x). (32) 


3. Solution générale de l’équation inhomogène. Construisons 
maintenant la solution générale de l’équation inhomogène ({) 


aey (nr + 2) + ay (n + 1) + ao (n) = f (n). (33) 
En vertu du théorème 3, la solution générale de l’équation (33) 


est la somme y (n) = y (n) + y (n), où y (n) est la solution générale 
de l'équation homogène (2) et y (n) la solution particulière de l’équa- 
tion inhomogène (33). 

On a montré plus haut que les solutions linéairement indépen- 
dantes de l’équation (2) sont les fonctions 


Ye" — 9197 q"— q" 
V4 (n) = De , Ven) = Der : (34) 


quant à la solution y (n), elle est définie par la formule (5): 


y (n) = cit (n) + cave (n). 
Pour la recherche de la solution particulière y (n) de l'équation 
(33), servons-nous de la méthode de variation des constantes exposée 


au point 3, $ 2. La formule (19) du $ 2 fournit la solution y (n) sous 
la forme suivante: 


v1(k+1) v(k+1) 
_ FT oi (k) Ua (k) L 
Fes 
ul (k+1)  v:(k+2) 2 
Ua(k+1) ve (k+2) 
Après des calculs peu laborieux, il vient 
n—-2  n—h—1 n—h—1 


= q q k 
ie ER os ni 
kan, 


et ” _ 
y (ro) = y (no + 1) = 
Par suite, la solution générale de l'équation inhomogène (33) prend 
la forme 
gr n—k—1i 


: e9T — q19: q k) | 
vor) = c TE à c, £ 2 ÉRRIE S 5 — a (35) 


R=no 


où c, et c. sont des constantes arbitraires. 
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Au cas de résolution du problème de Cauchy, c’est-à-dire si l'on 
recherche la solution de l'équation (33) soumise aux conditions 


ÿ (no) = Yo,  Y (ro + 1) = Ya, (36) 


on obtient alors à partir de (35) et (36) la représentation suivante. 
de la solution de ce problème: 


G29f ‘‘—Q192 ”° MR: El 
n) = —— nn 
y (n) = yo — =, + ÿY: T4; + 

n—2 n—h—1 n—hk—1 
g2 11 1 (k) 
———————— . (37 

+ 2 Io— q3 Ga ( ) 
= 


Cherchons maintenant la solution du premier problème aux 
limites d’une équation aux différences d'ordre deux à coefficients 
constants. Îl est commode d'écrire ce problème sous la forme sui- 
vante : 


aey (n +1) + y (n) + ao in —1)=—f{(n), 1<Rr<N — 1. 
y (0) =prs Y(N)= Me. 


Cette écriture diffère de celle de (33) par le déplacement de l’in- 
dice n, aussi, en utilisant (35), obtient-on la formule suivante pour 
la solution générale de l'équation (38): 


(38) 


429% — 4192 go—qÿ go“ —i 
y(n)= a + A SE UN ÉD) 39) 
Ie— q1 {2 — Q1 FRE Go— 1 Go 


Déterminons les constantes c, et c, à partir de la condition obli- 
geant la solution (39) de prendre les valeurs données y (0) = 
et y (N) = pu. pour r = 0 et n = N respectivement. En omettant 
les calculs peu compliqués, on obtient la formule suivante de la 
solution du problème aux limites (38): 

n(gD "—q{ ") go— 97 
fes © Li + F le + 
g2 — 1 92 — 91 


n—1 


a 


Remi 


(aga)A (ad — g9 7) (à — aÀ) LG) 
(qe— q1) (92 — 94) 42 
k S (Dai (24) ft 
- (a—n)(92—9{) Ge 


Notons que la solution du problème aux limites (38) n'existe pas 
qu'au cas où gùŸ = qgŸ, mais QG # qe. 

‘ Examinons maintenant les cas particuliers d'application de læ 
formule (40). Supposons qu'il s'agit de résoudre le premier problème 


(40) 


k=n 
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aux limites pour l'équation 
yn +1)— Z2zy(n) +y(n—1)= —f{n), 1<n L<N —1, 
y (0) — Es  ÿ (N) — Ho. 


On a trouvé plus haut les racines g, et g. de l'équation caractéristique 
correspondant à (41) 


(41) 


q=2z+Vzr—1, g2=2z—Vz2—1—1/q. 


En portant ces valeurs dans (40) et compte tenu de la formule (17) 
établie pour le polynôme U, (x). on obtient la solution du problème 
(41) sous la forme 


n—1 
y(n)= Gent Qu S vi (f@]+ 
Roi 


N=1 
Un- 
+R et D Uvss(df@]. (2) 
Ræœn 
La solution existe et est fournie par la formule (42), si la condition 
x = Cos LS k =1.2,..., N — 1 est remplie. 


Revenons à l'équation (38). Si açae >> 0. la solution (40) de ce 
problème peut être écrite sous une forme plus condensée que (40). 
En effet, écrivons les racines 


1 a 1 1 a — aa. 
= 5 [—@+V ai—4açe2l, q= 7 l— 81 V ai — 4082] 


de l'équation caractéristique correspondant à (38) sous la forme 
suivante 


q=p(rz+Vz—1), g=p(r-Vz—1), (43) 


pp, = (44) 


Portons (43) dans (40). compte tenu de la formule (17). On obtient 
la solution du problème Sa pour le cas où aoae >> 0 sous la forme 


UN-n- Ur k 
D CE UE 


N—1 
Un_1 (2) 1. N-k—1 f (k) 
HT es [te+ D PE Ua (2) LR], 


k=n 
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où p et x sont définis dans (44). La solution du problème (38) pour 
le cas de aoae > 0 existe, si la condition & + 2 V açae cos © (0 
est remplie, k = 1, 2, ..., N—1. 
Etudions maintenant le premier problème aux limites pour une 
équation vectorielle triponctuelle à coefficients constants 
Yon — CYn + You = —Fn 1<nr<N—1, 45 
Yo=Fo Ynx =Fr, cs) 


où Ÿ, et F, sont des vecteurs et C une matrice carrée. Il est aisé 


de s’assurer que la solution générale de l'équation inhomogène (45) 
prend la forme 


Yn= Un (5 C)Ci+Una (+ C) Ce DIE C)Fs, 


où C, et C, sont des vecteurs arbitraires et L (X) est le polynôme 
matriciel de la matrice X, défini suivant les formules de récurrence 
(19). 

Si la matrice C est telle que U,. + C devient une matrice non 


dégénérée, la solution du problème aux limites (45) se détermine 
alors par une formule analogue à la ae (42) 


nuit (re) (+e)fr+ So (+e)ri]e 


+URh (5 C) Una (+ C[ru+ D Una (+ C)Fa]. (46) 


On montrera plus loin qu’au problème (45) se réduit le problème de 
Dirichlet au sens de différences finies pour l'équation de Poisson 
dans un rectangle. 

Remarquons, en guise de conclusion, que la condition de l’exis- 
tence de la solution du problème (45) peut être formulée de la façon 
suivante: la oo ue et se détermine à l’aide de la formule (46) 


si les nombres cos Fe BA; 2; ., N — 1, ne constituent pas 


des valeurs propres de la matrice C. 


$ 5. Problèmes de différences de valeurs propres 


1. Premier problème aux limites de valeurs propres. Dans le 
chapitre IV on abordera l'étude de la méthode de la séparation des 
variables, qui est utilisée à des fins de recherche des solutions aux 
problèmes aux limites discrets pour des équations elliptiques dans 


5—-011682 


66 MÉTHODES DIRECTES DE RESOLUTION DES ÉQUATIONS [CH. I 


un rectangle. Sous ce rapport s'élève la nécessité de représenter les 
fonctions de mailles cherchées sous forme d’un développement en 
fonctions propres du problème discret correspondant. Dans ce para- 
graphe on étudiera les problèmes de différences sur les valeurs pro- 
pres pour le plus simple des opérateurs de différences de second ordre 
donné sur un maillage régulier. 

Formulons le premier problème aux limites. Soit sur le segment 
[0, Z] un maillage régulier © = {x; = ih, i = 0, 1. ..., N,RkN — 
— l} avec pas h. Il s’agit de trouver les valeurs du paramètre À 
(valeurs propres) pour lesquelles on a une solution non triviale 
u (x:) (fonctions propres) du problème de différences suivant : 


y=.+Ay=0, zxEow, y(0)=y(l)=0, (1) 


141) —2y (1 i— 1 : 
pe PCI HO D : y (i) = y (zs). 

Cherchons la solution du problème (1). Pour cela écrivons ({) 
sous forme de problème aux limites pour une équation aux diffé- 
rences d'ordre deux 


2 
yG+1)—2(1—- 2) y(+yG-1=0 1<iEN—1, 

y (0) = y (N)=0. (2) 
Au point 4 du $ 4 on a montré que la solution générale de l'équation 
(2) prend la forme (voir formule (20) du $ 4) y (à) = c1T4 (z) + 
+ CoU;1 (z), où c et c. sont des constantes arbitraires, tandis que z 

désigne ici l'expression 
z = 1 — h°1/2. (3) 


Les constantes c, et c. se déterminent à partir des conditions aux 
limites 
y (0) = a —=0, y(N) = œUx (2) = 0. (4) 

Ici et dans la suite on utilise les formules (15) et (18) du $ 4, où sont 
définis les polynômes de Tchébychev des premiére et seconde espèces, 
de même que les formules (21)-(32) du même paragraphe. 

Comme on se propose de rechercher la solution non triviale de (1), 
on a Ce Æ 0, et à partir de (4) on obtient la condition U ,_, (z) = 0 
qui, une fois satisfaite, nous donne la solution du problème (1) sous 
la forme y; = coÙU;. (2). 

Vu que les nombres z, = cos F, k—1,2,.... N — 1, sont 


des racines du polynôme U |, (z), à partir de (3) on déduit les 
valeurs propres du problème ({) 


ka 4 


= À 2,...,N—1. (5) 


sin? 


À8 = + sin? 
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A chaque valeur propre À, correspond la solution non nulle du 
problème (1) 
Yn (à) = CU; (2x) = Cr Sin = + = Cy Sin Ets R 


OGSISN (o=û sin). (6) 


N 


Déterminons le produit scalaire des fonctions de mailles associées 
à wo de la façon suivante: 
N=—1 


(u, v) = 2 u(i)u(i)h+0,5h [u(0)v(0)+u(N)v(N)]. 


Déterminons maintenant la constante c; de (6) de manière qu 
les fonctions y, (i) aient la norme égale à l'unité. c’est-à-dir 
(Un, Ur) = 1. - _— 

Des calculs élémentaires donnent c, = V2/1 En portant la 
valeur trouvée de c; dans (6). on obtient les fonctions propres u4 (i) 
du problème ({) 


pa (= 7/2 sin 2 J/ sin (7) 
i = 0, 125 AN: k=1, EL. 


Bref, le problème (1) est résolu et la solution est fournie par (5) 
et (7) 

Enumérons les principales propriétés des fonctions propres et 
des valeurs propres du premier problème aux limites (1). 

1) Les fonctions propres sont orthonormées : 


ô Ô Fe L 
(Ur, Um) = Ohms rm = 0, km. 


2) Pour toute fonction de maille f {i) donnée sur les nœuds inter- 
nes du maillage w, c’est-à-dire pour 1 < i < N — 1, on a le déve- 
loppement 


N—1 
fO=+ D qusin, i=1,2...,N-—1, (8) 
Rumi 
où 
N-1 , 
qu= D fGsin Th, k=1,2,...,N—1. (9) 
{mi 


Eclairons cette assertion. Soit f (i) une fonction de maille quelconque 
donnée sur œ (ou sur © et devenant nulle pour i = 0 et i = N). 
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Développons-la en fonctions propres 


N—-1 N=-1 FT 
fO= D fa @= D V/Fhsn tt, (10) 
im 1 k=1 


où jf, est le coefficient de Fourier de la fonction f (i). En multipliant 
scalairement (10) par u» (i) et profitant de l’orthonnrmalité ces 
fonctions propres, on obtient les coefficients de Fourier 


N—1 Ni — : 
Îm= D fais Um)=(f, m)= D V2 sin Eh. 


Remi um À 
La liaison des formules obtenues avec (8)-(9) s'établit aisément 


en remarquant que fm — 162 Pm- 


Le développement de (8), (9) est commode par le fait que pour 
le calcul de l’image Fourier de la fonction f (i), ainsi que pour le 
rétablissement de la fonction primitive d’après son image, il faut 
calculer une somme du même type. L’algorithme du calcul rapide 
des sommes de cette sorte sera étudié au ch. IV. 

3) Pour les valeurs propres sont vérifiées les inégalités suivantes 


Sr Sin = M Ga pr CO, ACRÇN —1. 


2. Second problème aux limites. Etudions maintenant le second 
problème aux limites de valeurs propres 


y +Ay=0, zxEw, ut) 
Æys+Ay=0, z=0, —y+hy=0, =. 
Cherchons la solution du problème (11). En répartissant les 
différences dans (11) suivant les points, on aboutit au problème 
y +1) — 2zy (Gi) +y(i—-1=0, 1<i<N —1, 42) 

y (1) — zy (0) = 0, y (N — 1) — zy (N) = 0, 
où z— 4 — Àh?/2. De la solution générale de l’équation (12) y (i) = 
= CT; (2) + coU; (z) séparons la solution satisfaisant aux condi- 


tions aux limites posées. En utilisant la formule (24) du $ 4, on 
obtient 


y (1) — 2y (0) = 012 + Ce — 2 = Co = 0, cs = 0, 
de même que 


Y(N—1)—zy(N) = a (Txi (2) — 2T x ()) = 
=ai—*#)Uya(z) = 0. 
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Puisque c, 0, il s'ensuit de ce qui précède que 


2, = COS +, k=0, 1,...,N, 


et, par suite, les valeurs propres du problème (12) sont: 


CA ka 4 kxh 
Àk = Sin = sin° I ! k=0, 1: ss. N. (13) 


De plus, à chaque À, correspond une solution non nulle du problè- 
me (11) 


Yr(i) = CT à (22) = Ch cos AE , OSi<N. 


Tirons les constantes c, de la condition (y;, yx) = 1, dont le produit 
scalaire est défini plus haut. Des calculs directs montrent que 


œ=VONR, k=1,92,...,N—1, c—Vill, k=0,N. 


Donc les fonctions propres normées du problème (11) sont les fonc- 
tions 


Un (à) = Li A “2222 1 1SkEN—1, 
à ksi ue: (14) 
M(i)=Y +cos-—— + cos : k=0, N, 


données sur le maillage w. Notons que la fonction propre corres- 
pondant à la solution propre nulle 2,—0 est la constante 
Lo (à) = V 1/1. 

Formulons les propriétés des fonctions propres et des valeurs 
propres du second problème aux limites (11). 

4) Les fonctions propres sont orthonormées: (lux, Um) = Ôxm- 

2) Pour toute fonction de maille f (i) donnée sur w on a le déve- 
loppement 


N 
f@)= D pagucos SE, i=0,1,...,N, (15) 
Rk=0 
où 
es pifli)cosE, k=0, 1,...,N, (16) 
i=0 


4, , 1<i<N—1. 
Pi — 
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Les formules (15) et (16) sont des modifications du dévelop- 
pement traditionnel de f(i) en fonctions propres 4 (i) 


N 
fG@)= 2 fau (à), fn =(f, Un) 


au moyen des substitutions suivantes : 


_ 

qu 1SESN—1, 
fa = 

 Viqn, k—=0, N. 


3) Pour les valeurs propres se vérifient les inégalités 
0=A LA LÀ, OLA N. 


3. Problème aux limites mixte. Voyons maintenant le problème 
de valeurs propres quand à un bout du segment [0, !] est imposée 
la condition aux limites de première espèce et à l'autre, de seconde 
espèce, par exemple : 


y=.+Ay=0, zxEo, 
: (18) 
y (0) = 0, —+ y; + y =0, z= |. 


Un tel problème sera appelé problème aux limites mixte. 
Cherchons la solution du problème (18). Le problème de l’équa- 
tion aux différences d'ordre deux correspondant à (18) a la forme 


y(+1)—2zy (in +y(i—-1)=0, 1<i<N—1, 
y (0) =0, y(N—1)—zy(N) = 0, 


où z — 1 — O,5Ah*. Séparons de la solution générale de cette équa- 


tion 

y () = Ti (2) + coUi (2) 
la solution satisfaisant les conditions aux limites données. En utili- 
sant (25) du $ 4, il vient 

y (0) = c = 0, 

yN—1)—2y(N) = ce (U x. (2) — ZU x-1 (2)) = —ceT x (2) = 0. 
Vu que c,0, on obtient de cette expression Ty (2) —0, où 
Is, k=1, 2,...,N et, par suite, les valeurs 
propres du problème (18) sont les nombres 
4 n2 (2k—1) x 4 in? (2k—1) rh 


M = Si ZN = S Zi Ù 


Zn = COS 


k=1, 2° 32: (1) 
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Les fonctions propres normées du problème (18) qui correspondent 
aux valeurs D PEOPESS À, sont 


| 2k— 1) ni 
ua () = + sin EE 


y La in EIRE, k=1,9,...,N. (20) 


Formulons les propriétés des fonctions propres et des valeurs 
propres du problème aux limites mixte (18). 

1) Les fonctions propres sont orthonormées: (u;, Um) = ôxm- 

2) Pour toute fonction de maille f (i) donnée sur w* = {x; = ik, 
1<i<N} (ou sur w et devenant nulle pour i = 0) se vérifie 
le développement 


= S qusin EU, 12:53: NN (21) 


k=1 


. 
Pa = Ÿ pif G)sin DE, k=1, 2; LE (22) 
i=si 
(p: est déterminé dans (17)). 
3) Pour les valeurs propres se vérifient les inégalités 


8 LA 
TEV9E SE je Sin* ra = MAN = 


cos? 1SkN. 


à 
CRT IN . 
Si pour l'équation (18) la condition aux limites de première espèce 
est imposée au bout droit du segment [0, 2}, c'est-à-dire qu'est 
donné le problème 
y=.+Ay=0, zxEw, 

o | (23) 
Yxtay=0, z=0; y(l)=0, 


les valeurs propres se déterminent alors par la formule (19), tandis 
que les fonctions propres normées sont 


2 2k—1) (N —i 
Ua (i) = 7 Sin EEE Le 1 — 


” 2 .  (2k—1)x (l—z) : 
=y/ Zsin Dr ts, Ets 2, sun. 


On peut formuler la proposition suivante. Pour toute fonction de 
maille f (i) donnée sur w7 = {x; = ih, i=0,1,..., N—1, =ÀN = 
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— l} (ou sur w et devenant nulle pour i = N) se vérifie Le développe- 
ment 


N 
f(N—D=<H DS quein EN, i1,2,...,N, (24) 
Ras 
où 


N 
= D puuf(N—i)sin EE, 4k=1,2,...,N, (25) 
{mi 


(p: est déterminé dans (17)). 
Remarquons que les fonctions propres construites pour le pro- 
blème (23) sont également orthonormées : 


(Ur, Um) = Ôrm- 


4. Problème aux limites périodique. Posons que sur un maillage 
Q = {z; = ih, i = 0, +1, +2, ...}, introduit sur une droite 
— 00 <T z << ©, on recherche une solution périodique non triviale 
de période NV du problème suivant de valeurs propres: 


y=.+Ay=0, zE€Q, 

y(i+N)=yi(i), i=0, +1, Æ2,..., h=uUN. 
Vu Le la solution est périodique, il suffit de la trouver pour i = 
= (0, ., N — 1. En répartissant (26) suivant les points i = 


0. .., N — 1 et tenant compte de ce que y (—1) = y (N — 
— 1), y (0) — y (NW), on obtient le problème suivant: 


yi+1)— 2zy( +y(i—1)=0, OLi<N—1, (27) 
y (0)=y(N), y(-1)=y(W—1), 
où z = 1 — O,5Ah*. 
Cherchons la solution du problème (27). Imposons à la solution 
générale 
y () = Ti (2) + coUi (0) 


les conditions aux limites. Compte tenu des propriétés des polynô- 
mes de Tchébychev, on obtient le système suivant permettant de 
déterminer les constantes ©, et c.: 


Ga (1 —Tx(c)) — coUx (2) = 0, (28) 
C1 (T w-1 (2) — 2) + ce À + Us (2)) = 


Ce système a une solution non nulle seulement et rien que si son 
déterminant est nul. Calculons-le en recourant, à des fins de trans- 


(26) 
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formation, aux formules (25), (29) et (31) du $ 4. On obtient 
A — Tx (2) À + Une (2)) + (Tina () — 2) Una () = 
= 1 +Ux.e (2) — 2U x (2) — Tx (2) + Tr (@) Una (2) — 
—Tx (2) Us (2) = 211—TXx (2) = 0. 
Il en découle que pour z = z;, où 


Te , k=0, 1, ss N—1, (29) 


ZR = COS 


le système (28) possède une solution non nulle. Donc les valeurs 
propres du problème (26) sont 
4 ka ES …_ kth 
= F Fe Sin? ——, 
Cherchons maintenant la solution du système (28). Puisqu'on a les 
égalités 


k=0,1,...,N—1. (30) 


Tua(a)=zm  OGESN —1, 
N —1, k=0, N/2, 
Ux-2 en = | —14, kZ0, N/2, 


N, k—=0 
Unm(z)=4 —N, k=N)2, 
0, k-Æ0, N/2, 


en portant (29) dans (28), on obtient la solution suivante du systè- 
me (28): 

a) pour À — 0 et k — N/2, on a cc, = 0, a = MZ 0; 

b) pour kÆ 0, k = N/2, 0 < k<N — 1, les constantes c, = 
= c{k), ce — cf) sont quelconques, mais ne sont pas nulles simul- 
tanément. De là on obtient que les fonctions 
Ur (i) = c{n) COS ——— ue , k=0, N/2, 


as + c{N) sin re » 1A<ASN—A, 


(31) 
yn (ë) = c{N cos 


0: 2 


sont des solutions du problème (27) correspondant à la valeur propre 
A. Notons qu’au cas où k 0, N7/2 les formules (31) déterminent 


en fait deux fonctions linéairement indépendantes c{*) cos —- 2e et 


c{») sin 2, dont chacune constitue une solution du problème (27} 
et correspond à la valeur propre À4. 
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Construisons maintenant les fonctions propres normées du prob- 
lème (26). Notons que pour les fonctions de mailles périodiques le 
produit scalaire introduit précédemment peut être écrit de la façon 
suivante : 


N=—1 
@, v)3= À u() v()h+0,5k [u (0) v (0) +u (N)v (N)1= 
N=—1 
= D uijv(i)k. 
im0 


Examinons deux cas. Soit d’abord W pair. De (31) on obtient que 
les fonctions propres correspondant à À, et Àxwye sont 


: Eu 2kni N 
Uk (i) = T cos N ‘ k = 0, TZ. (32) 
Ensuite remarquons qu’à partir de (30) s'ensuit l'égalité 
: (N—k) x 4  … 
Àn-k = x sin? FN sin? TN — UT 
N 
k—1, 2, Pr nhp 1 


En choisissant en qualité de fonctions propres, correspondant 
à la valeur propre À;, la fonction 


u (à) = y à cos ; 1<A<— —1 


et la fonction 


ti 


una ()= 2 sin os , 1SESZ-—1, 


correspondant à la valeur 2,,-, = À, on obtient avec (32) le système 
complet des fonctions propres du problème (26). Bref, les valeurs 
propres de À, sont celles définies dans (30), tandis que les fonctions 
propres du problème (26) sont données par les formules 


1 2ksi N 
()=V +cos +, k=0, =, 
| V4 2 2knt N 
px G)= J/ cos + 1SEST—1, (33) 


mn @= y +si ET FHASEEN —1 


au cas de V pair. 

Notons les principales propriétés des fonctions propres et des 
valeurs propres du problème aux limites périodique (26). 

1) Les fonctions propres sont orthonormées. 
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2) Toute fonction de maille f (i) périodique de période W donnée 
sur le maillage Q peut être représentée sous la forme 
N/2 N-1 


2kni 2 … 2(N—k) ni 
f (i) = D) PRPR COS 5 — + D sin ÉMARE , (34) 
ne kæN/2+1 
où 
ES 2kni N 
a= 3 ouf (6 605 À cri, 
N-1 | | (35) 
= D'fGsin IDE, LE HISESN —1, 
im0 
1. k=Z0, N/2, 
= | LV, k=0, NI2. (86) 


Les formules (34)-(36) se déduisent du développement de la 
fonction f (ë) en fonctions propres u} (i): 
N-1 


f (i) = 2 fau (i), fr=(f, Lu) 


avec la substitution f,— 


21 
N Pr- 
3) Pour les valeurs propres se vérifient les inégalités 
0h SMS AN = pr OLEEN —1. 
Voyons maintenant le cas où W est impair. Dans ce cas les va- 
leurs propres du problème (26) se déterminent par les formules (30), 
de plus on a Ào = 0 ainsi que l'égalité À ,_, = An, k = 1, 2, ... 
, (N — 1)/2. 
Les fonctions propres correspondant aux valeurs propres À: 
se déterminent au moyen des formules suivantes: 
. 4. 
Ho (ë) — T° k=—0, 


a (= }/ À cos 2%, iSes Mt, (37) 


ia (= À sin aan, TLEkEN — 1. 


Les fonctions propres (37) sont orthonormées, tandis que les 
valeurs propres À, satisfont aux inégalités 0—À, Az À nN-1 = 
Es 


4 
=— cos" 


TE 57 , 0<k< N—1. En outre, toute fonction de maille 
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f(i) périodique de période N (N étant impair) donnée sur le 
maillage Q peut être représentée sous la forme 


UE 2 © 2(N—k) ni 
f(i)=+ ÿ DkPr COS _ Se à > qu sin <ODE, 
R=0 k=(N+1)/2 
où 

dé 2kni N—1 

qu= D paf (i) cos SES ——., 
4=0 
pes 2 (N—k) ni N+1 

q= D jG)sin it, MTEx<N—1, 


40 


px étant déterminé auparavant. 


CHAPITRE II 


MÉTHODE DE BALAYAGE 


Dans ce chapitre on étudie les différentes variantes de la méthode directe 
de résolution des équations de mailles, la méthode de balayage. On examine 
l'application de la méthode à la résolution des équations scalaires et des équa- 
tions vectorielles. 

Au $ 1 est construite et étudiée la méthode de balayage pour des équations 
scalaires triponctuelles. Le $ 2 est consacré aux différentes variantes de la 
méthode de balayage, on y analyse les balayages en flux, cyclique et non mono- 
tone. Au $ 3 sont étudiées les méthodes des balayages monotone et non monotone 
appliquées à des équations scalaires pentaponctuelles. Dans le $ 4 sont construits 
les algorithmes du balayage matriciel pour des équations vectorielles bi- ct 
triponctuelles, ainsi que la méthode du balayage orthogonal appliquée à des 
équations biponctuelles. 


$ 1. Méthode du balayage pour 
les équations triponctuelles 


1. Algorithme de la méthode. On a exposé au chapitre [I les métho- 
des de résolution des équations à coefficients constants. Le présent 
chapitre est dévolu à la construction des méthodes directes de réso- 
lution des problèmes aux limites appliquées aux équations aux 
différences tri- et pentaponctuelles à coefficients variables, ainsi 
qu'aux équations vectorielles triponctuelles. On y analysera les 
différentes variantes de la méthode du balayage qui est la méthode 
d'élimination de Gauss appliquée à des systèmes spéciaux d’équa- 
tions algébriques linéaires et qui tient compte de la structure en 
bande de la matrice du système. 

Commençons l'étude de la méthode du balayage avec le cas 
d'équations scalaires. Supposons qu’il s’agit de trouver la solution 
du système suivant d'équations triponctuelles : 


Coÿo — DoY1 = fo: L = 0, 
—diÿin À Ciÿi — diYiha = fi, 1<i<N—1;, (1) 
—€Q NY x -1 + CxYx = fn: L — N. 


ou sous forme vectorielle 
AY = F. (2) 
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OÙ Ÿ = (Yo: Y1, + - -, Y N) est le vecteur d’inconnues. F = (fo, f1, ... 
. . + fx) le vecteur des seconds membres, et #4 la matrice carrée 
(N+1)X (NW +1) 


co —b 0 0 0 0 0 0 
— 4 C: — b, 0 0 0 0 0 
0 — o Co — D, (4) 0 0 0 


0 0 0 0 eee —UN-2 Cv) Nue Dy-0 0 
0 0 0 0 .…. 0 — ON-: CN-1 —DdN-; 
(Q 0 0 0 ... O0 0 — AN CN 


à coefficients réels ou complexes. 

Les systèmes de la forme (1) apparaissent au cas d’'approxima- 
tion triponctuelle des problèmes aux limites sur les équations dif- 
férentielles ordinaires d'ordre deux à coefficients constants et varia- 
bles, ainsi que pour la mise en œuvre des schémas aux différences 
pour équations aux dérivées partielles. Dans ce dernier cas on est 
souvent obligé de résoudre non pas l’unique problème (1), mais une 
série de problèmes aux différents seconds membres. le nombre de 
problèmes dans la série pouvant atteindre plusieurs dizaines et 
centaines avec un nombre d’inconnues dans chaque problème égal 
à V Æ 100. Aussi faut-il mettre au point des méthodes économiques 
de résolution des problèmes de la forme (1) dont le nombre d’opéra- 
tions soit proportionnel à celui d'inconnues. Pour le système (1} 
la méthode adéquate est la méthode du balayage. 

La possibilité de construction d’une méthode économique trouve 
son germe dans la spécificité du système (1). La matrice .£4 associée 
à (1) appartient à la classe des matrices raréfiées: des (W + 1)° 
éléments moins de 34 + 1 éléments seulement sont non nuls. 
De plus. elle possède une structure en bande (c'est une matrice 
tridiagonale). Cette disposition régulière des éléments non nuls 
de la matrice permet d'obtenir des formules de calcul très simples 
aboutissant à la solution. 

Abordons la construction de l’algorithme de résolution du systè- 
me (1). Rappelons la suite des opérations mises en œuvre dans la 
méthode d'élimination de Gauss. D'abord, de toutes les équations 
du système (1) on élimine pour i = 1, 2, ..., N, à l'aide de la 
première équation de (1), l’inconnue y,, ensuite, des équations 
transformées, pour à = 2, 3, ..., N, à l'aide de l'équation cor- 
respondant à i — 1, on élimine l’inconnue y,. etc. Finalement on 
obtient une seule équation en y,. À ce point s'achève la marche en 
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sens direct de la méthode. Au cours de la marche en sens inverse 
(par remontée) pour i = N — 1, N —2,..., 0 on obtient y; 
au moyen des Y+, Yito.s . - ., y déjà trouvés et des seconds mem- 
bres transformés. 

En s'inspirant de l’idée de la méthode de Gauss, procédons 
à l’élimination des inconnues de (1). Introduisons les notations en 
posant &1 —= bo/Co, B1 = fo/co. et écrivons (1) sous la forme suivante: 


Yo — Qiÿ1 — Bi; i = 0, 
—Giÿin + Ciÿi— biyin = fs 1<i<N —1, (1°) 
—GxNYy x + CNY N = fx: =“ N. 


Prenons les deux premières équations du système (1) 
Yo — Œaiÿi = Pas —G1Yo + CiYi — Diÿe = fr- 


Multiplions la première équation par a, et additionnons à la seconde. 
On aura (©, — aj@) Ya — bis = f1 + &f1 ou. après division par 
C1 — di. 

bi bp. = fa + @1B1 


— Los —= Lo = ——_—_—_——— — . 
Yi — GoYÿr Pr, Ge cu PT ee 


Toutes les autres équations du système (1’) ne contiennent pas yo, 
aussi à ce point se termine la première phase des opérations d'’éli- 
mination. On aboutit ainsi à un nouveau système « raccourci » 


Yi — Aoÿo = Po, i = 1, 
—Giÿin + Gÿi — biyin = fin 2<i<N —1, (3) 
—QxYÿv1 + CNYx = fn: i = N, 


qui ne contient pas l’inconnue y, et possède une structure analogue 
à (1’). Si ce système est résolu, on obtiendra l’inconnue y, à l’aide 
de la formule y, = &1ÿ, + B.1. Au système (3) on peut appliquer 
de nouveau le procédé décrit d'élimination des inconnues. A la 
seconde phase on éliminera l’inconnue y,, à la troisième l’inconnue 
ye, etc. Par suite, à la L-ième phase on obtiendra le système à incon- 


nues y1, Yi+1) ss YN 


Ye — QritaUr+i — Pit. i — ll, 
—Giÿin + Ciÿi — biÿini = fn LHA<i<N—1, (4) 
—QxYx + CxYx = fx, i-= N, 


et les formules permettant de trouver y; aux numéros i < / — f 


Yi = Œipaÿiga + Big = l—1,1—2,...,0. (5) 
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Les coefficients &; et BP; s’obtiennent évidemment au moyen des 
formules 
b; 
Lits ax ! BPrts = —— 


fit aibi 


CJ— aiQi 


nb, 52; 


En posant dans (4) Z = N — 1, on obtient le système pour y, et 
Y x -1 
Yn-1—QnNYn = Bu, —GnYn1 + CnUn = fn 


à partir duquel on trouve yy = Bn+is Yn-1 = GnUn + B\. 
En joignant ces égalités à (5) (4 = N — 1), on obtient les for- 
mules définitives de la recherche des inconnues 


Yi = Qipaita + Biens i=N—-1,N—2,...,0, 
: (6) 
Un — Bv+1 
où «,; et B; s'’obtiennent au moyen des formules de récurrence 
RER e == bo: 7 
Qt+4 — C1— ai , i=1, 2, ..., N 1, Qi —= Co , (1) 
_ fit ai … _ fo 
Per il; 2; it Pi. (8) 


Bref, les formules (6)-(8) décrivent la méthode de Gauss qui, appli- 
quée au système (1), a reçu une appellation spéciale, celle de la 
méthode du balayage. Les coefficients &; et B; sont appelés coeffi- 
cients de balayage, les formules (7), (8) décrivent la phase du balayage 
en sens direct, la formule (6) la phase du balayage par remontée. Vu 
que les valeurs y, s’obtiennent ici de proche en proche avec le pas- 
sage de à + 1 à i, les formules (6)-(8) sont quelquefois appelées 
formules du balayage à droite. 

Un calcul élémentaire des opérations arithmétiques effectuées 
dans (6)-(8) montre que la mise en œuvre de la méthode du balayage 
exige la réalisation de 3N multiplications, 2N + 1 divisions et 3N 
additions et soustractions. Si l’on s’abstient de distinguer les opéra- 
tions arithmétiques, leur nombre total exigé par la méthode du 
balayage s'élève à Q = 8N + 1. De ce nombre 3W — 2 opérations 
sont nécessaires au calcul de «&; et 5N + 3 opérations à celui de 
B: et y. 

Notons que les coefficients &; sont indépendants du second mem- 
bre du système (1) et ne se déterminent que par les coefficients des 
équations aux différences a;, b;, c;. Aussi s’il s'agit de résoudre une 
série de problèmes (1) présentant des seconds membres différents, 
mais possédant une même matrice .£, on ne calcule les coefficients 
de balayage «&; qu'avec la résolution du premier problème de la série. 
Pour les problèmes suivants, on ne détermine chaque fois que les 
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coefficients B; et la solution y, en utilisant les valeurs de &; trouvées 
auparavant. C'est donc la résolution du seul premier problème de 
la série qui vaut Q = 8N +1 opérations arithmétiques, la résolu- 
tion de chaque problème suivant n'’exigera que 5N + 3 opérations. 

En conclusion, indiquons l’ordre des calculs suivant les formules 
de la méthode du balayage. En commençant par &, et B,, au moyen 
des formules (7) et (8), on détermine et on mémorise les coefficients 


de balayage «; et B;. Ensuite. à l’aide des formules (6). on recherche 
la solution y:. 


2. Méthode des balayages opposés. On a obtenu plus haut les 
formules du balayage à droite permettant de résoudre le syste- 


me (1). De façon analogue on déduit les formules du balayage à gau- 
che : 


ee res N'— F9: 2 Ne 
ë; ct — bis ° l N 1, À Ù , 1, En CN 9 (9) 
bini+ : 
none, i=N—1, N—2, ...,0, =, (10) 
Vis = EtraYi + Mit i=0, 1: ... N —1, Uo = To- (11) 


Les valeurs de y; s’obtiennent ici de proche en proche avec l’accrois- 
sement de l'indice à (de gauche à droite). 

Il s'avère quelquefois commode de combiner les balayages 
à droite et à gauche et l’on obtient ainsi la méthode des balayages 
opposés. Il est rationnel d'utiliser cette méthode lorsqu'il s’agit 
de ne trouver qu'une seule inconnue, par exemple, yn (0 <m< N) 
ou un groupe d'’inconnues se suivant. Cherchons les formules de la 
méthode des balayages opposés. Soit 1 < m < N et les formules 
(7)-(10) donnant &;, @o, - - .; Œm+ Pi: Be, - à  Ên et Ex, En-1-: 

… Em vs vis + + Nm. Ecrivons les formules (6), (11) pour 
la marche par remontée des ‘balayages à droite et à gauche pour 
i — m— 1. On a alors le système 


Ym-1 = EmYÿm + Bm Um — EmYm -1 + Nm) 
à partir duquel on déduit ÿh»: 
_ Nm + mm 


Jm — 1— Emam 


En utilisant y, trouvé au moyen des formules (6), pour i — 
= m—1Â1, m—72,..., 0, on obtient successivement y».-1, Ym-2 + + . 
.... ÿo, et au moyen des formules (11). pour i = m, m +1 
..., N, calculons les Yyy»41; Ym+es + - +, Yn restants. 
6—01162 


? e e e 
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Les formules de la méthode des balayages opposés prennent 
donc la forme: 


b; 


HA Cara ? it, 2,...,m—1, 1 co ? 
7 CE nr 
ivi 0 
ai 2 A 5 
a à iN—1, N—2,....m, Ex = CN ? 
binis . Î 
mr, NA, Nm, ny 
pour le calcul des coefficients de balayage et 
Yi = Qixiÿi+i + Pit, i=bm—i, m— 2, Nes 0; (13) 
Yi+s = BieaYi + Miss, im, m+1,...,N—1, 
__ Nm + EmPm 
ÿm — 1— Emam 


pour déterminer la solution. 

Apparemment, le nombre d'opérations exigé par la recherche 
de la solution du problème (1) à l’aide de la méthode des balayages 
opposés est le même qu’au cas des balayages à gauche ou à droite, 
c’est-à-dire que Q Æ SN. Notons que pour le cas particulier de 
coefficients constants, a; = b; = 1, c; = c pour i = 1, 2, ... 

., N—1 et b, = a, = 0. le nombre d'opérations peut être 
diminué, si V est impair, de la façon suivante. Soit N — 217 —1. 
Posons dans les formules (12). (13) de la méthode des balayages 
opposés m —= Àf. On a alors ËEx-_;41 = @;, à = 1. 2, .... M. Par 
conséquent. le coefficient de balayage ËE; n’est pas à rechercher et les 
formules de la méthode des balayages opposés prendront la forme 


Ha, ? i=4, 2... M1, ay =0, 
Bisi= (fr Bo) Gun it, 2, ..., M1, Bi, 


= (fi Miss) Gnmiss, = N—A, N—2,..., 7, =. 
Yi = Li+aUi+s + Pis i=M—1, M—2,...,0, 
Vita = AnniYi À Miss i=M, M+1,...,N—1, 
OÙ Yu = (ar + GarBar)/(1 — ai). 


3. Justification de la méthode du balayage. On a obtenu plus 
haut les formules de la méthode du balayage sans faire d'hypothèses 
sur les coefficients du système (1). Arrêtons-nous ici sur la question 
des exigences imposées à ces coefficients sous le rapport de la pos- 
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sibilité d'utiliser la méthode à la résolution du problème avec une 
précision suffisante. 

Eclairons la situation. Comme les formules de calcul (6)-(8) 
de la méthode du balayage contiennent des opérations de division, 
il faut garantir que le dénominateur c; — a;a; dans (7). (8) ne de- 
vienne pas nul. On dira que l'algorithme du balayage à droite est 
correct si c; — a;a; = O pour i = 1, 2. ..., N. Ensuite, la solu- 
tion y; s'obtient suivant la formule de récurrence (6). Cette formule 
peut engendrer une accumulation d’erreurs d’arrondi associées aux 
opérations arithmétiques. En effet, supposons que les coefficients 
de balayage a; et B; sont obtenus exacts, mais lors du calcul de y, 
est commise une erreur 8. C'est-à-dire qu’on a abouti à y+ = 
= y, + e&\. La solution y; étant recherchée suivant la formule (6), 
Yi = Qi + Brian i=N—1. N —9,...,0, l'erreur €; — 
— ÿ; — y; vérifiera vraisemblablement l'équation homogène &; — 
= Œipiëisun = N—I1, N —2,..., 0. avec ex donné. Il en 
découle que si tous les «; sont en module supérieurs à l’unité. le 
résultat se soldera par un fort accroissement de l'erreur €, et. si N 
est suffisamment grand. la solution réelle y; différera beaucoup 
de la solution y; cherchée. 

N'ayant pas la possibilité de nous arrêter en plus de détails sur 
les questions abordées de la stabilité des calculs de la méthode et du 
mécanisme de formation de l'instabilité, limitons-nous à la formu- 
lation des exigences habituellement imposées à l’algorithme de la 
méthode du balayage. On exigera que les coefficients de balayage a; 
ne soient pas en module supérieurs à l’unité. Cette condition suffi- 
sante garantit la non-croissance de l'erreur &; dans la situation mode- 
le examinée plus haut. Si la condition | &; | < 1 est satisfaite. 
on dira que l'algorithme du balayage à droite est stable. 

Etablissons les conditions de correction et de stabilité de l’algo- 
rithme (6)-(8). Le lemme suivant renferme des conditions suffisantes 
pour la correction et la stabilité de l'algorithme du balayage à droite. 


Lemme 1. Supposons que les coefficients du système (1) sont 
réels et vérifient les conditions |b5 | 0, Jax | >0. |col>0. 
|Cs | > 0, | a; [> 0, | d; | > 0. 1.2; #2 . N — 1, 

lil>zlæl+lbil. i=1,2,.... N —1, (14) 
[colZ>lbol Icr12>laxl, (15) 

en outre dans l’une au moins des inégalités (14) ou (15) est satisfaite 
l'inégalité stricte. c'est-à-dire que la matrice possède une dominance 
diagonale. Alors pour l'algorithme (6)-(S) de la méthode du balayage 


on a les inégalités c, — a;a; 0. [a |<L1Â, i=1,2,....N, 
garantissant la correction et la stabilité de la méthode. 


Ç* 
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La démonstration du lemme sera faite par induction. Selon les 
conditions du lemme et selon (7) il s'ensuit que 


b 4 
<a = < 1. (16) 


Montrons que de l'inégalité | &; | 1 ( < N — 1) et des condi- 
tions du lemme s’ensuivent les inégalités 


C; — ax 0, | Gi Eee À it LN — 1. (17) 


Alors, compte tenu de (16), on obtient qu'il y a lieu aux inégalités 
[&œ |S1 pour i=1,2,...,N et c; — aa; 0 pour i = 
= 1,2, ..., N — 1. Pour boucler la démonstration du lemme, il 
ne reste qu'à prouver l'inégalité cx; — axanx = 0. Commençons 
par établir la vérité de (17). Soit |æ&; | 1, i < N — 1. Alors 
de (14) 

[c—aml>lal—lailleæl>zlbil+lal(— | l)2> 
et, par suite, c; — a;a; O0. Ensuite, de (7) et (18), il vient 
lbs] | 


b; 
" EE 
lc; — a; >. Ib ù 


CNE 


c'est ce qu'il fallait démontrer. 

I1 reste à montrer que c,; — axax 0. Pour cela utilisons 
l'hypothèse suivant laquelle au moins dans l’une des inégalités (14) 
ou (15) on a une inégalité stricte. Plusieurs cas sont possibles. Si 
[cn 1> lan ll, en vertu du démontré | «y | < 1, il s'ensuit que 
cn — ann 7 0. Si l'inégalité stricte est atteinte dans (14) pour 
un certain és, 1 < io LV — 1, de (18) on tire que [ ci, — ai a, | > 
> | bi, |, et, par suite, on a l'inégalité | &;,+1 | << 1. Il est aisé 
d'établir par induction l'inégalité |æ&; | 1 pour i > is + 1. 
Donc dans ce cas on aura | &œ x | << 1 et, par suite, cy — aan # 0. 
Si [col> 160 |, l'inégalité | &; | << 1 a lieu à partir de i = 1. 
Et l’on obtient de nouveau [ay | 1 et cy — axax 0. Le 
lemme est démontré. 

Remarque 1. Les conditions de correction et de stabilité 
de l'algorithme (6)-(8) postulées dans le lemme 1 ne sont que des 
conditions suffisantes. Ces conditions peuvent être atténuées en 
permettant à certains des coefficients a; ou b; de s'annuler. C'est 
ainsi, par exemple, si pour un certain 1 < m < N — 1 il s'avère 
que Am — 0, le système (1) se divise en deux systèmes: 


CmYm — brYm +1 == Îm: i — m, 
—Gijÿin + Ciÿi — biyisa = fa m+1<i<N — 1, 
—GNYx-1 T CnYn = fx: I =N 
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pour Îles inconnues y», Ym+1: - - -+ Yxy et 
CoYo — DoY1 = fo: i = 0, 
—diÿin + Ciÿi—diin = fi, 1<i<m—2, 
— Am 1m 2 À CmUm = Îm-1 + Om-1Ym 
pour les inconnues Yo, Yi. . Ym-1 À chacun de ces systèmes 


on peut appliquer l” algorithme (6)-(8) si les conditions du lemme 1 
sont remplies pour eux. Mais dans ce cas les formules (6)-(8) peuvent 
être utilisées à la recherche de la solution de tout le système divi- 
sé (1) à la fois, l'algorithme restant correct et stable. 

Remarque 2. Les conditions du lemme 1 garantissent la 
correction et la stabilité des algorithmes des balayages à gauche et 
opposés. Ces conditions sont également requises au cas où le systè- 
me (1) possède des coefficients a;, b; et c; complexes. 

Montrons maintenant qu'avec la satisfaction des conditions du 
lemme 1 le système (1) possède une solution unique pour tout second 
membre. En effet, compte tenu du rapport (7), par multiplication 
directe des matrices on peut montrer que la matrice # du systè- 
me (1) se présente sous forme d’un produit de deux matrices trian- 
gulaires L et U 


A = LU, 
où 
Co  Ù 0 0 (ÿ 0 0 0 
—a À, O0 0 0 0 0 0 
O0 —a A» 0 0 0 0 0 
0 O —a; À; 0 0 0 0 
L = | : ; : | 
0) (0 0 0 Av 0 0 0 
0 0 0 0 — An A y 0 0 
0 0 0 O0 0 — AN, Av 0 
0 0 0 O0 ... oO 0 —ayx Àx 
1 —a O0 0 0 0 0 
O0 1 —a 0 0 O0 0 
0 0 1 —«; 0 0 0 
.U= = 
0 0 0 0 1 —a,., 0 
0 0 0 0 0 1 — AN 
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et A;=c;—a;@, i—=1, 2, ..., N. Vu que 
N 
det # — det LdetU—c, [|] A. 
i=1 


tandis qu'en vertu du lemme 1c, Æ0et À; Æ 0 pour i = 1, 2, ... 
...… N, det #4 = 0. Aussi le système (1), au cas de satisfaction aux 
conditions du lemme 1, a-t-il une solution unique, et cette solution 
peut être obtenue en recourant à la méthode du balayage (6)-(8). 


4. Exemples d’application de la méthode du balayage. Passons en 
revue quelques exemples d’application de la méthode du balayage 
exposée plus haut. 


Exemple 1. Premier problème aux limites. Supposons qu'il 
s’agit de résoudre le problème suivant: 

ku a) —g@um=-f@), 0<r<I 

u(O)=m, uD=p km>a>0, g(&>0. 
Sur le segment 0 < x < ! construisons un à  . . 
conque wo = {x; € [0, LT . N. n =) d 
pas h; = x; — x;i, i = 1,2,. .N et ee à À (19) le ne 
blème aux différences suivant: 


(ay_). ,—diyi= —@qi  1<i<N—1, 


(19) 


(20) 
Yo — Mi: Yx = M2: 
où d; —qi(zx;), @;i — f(xi), tandis que pour a; utilisons la plus 
simple des approximations du coefficient # (x): a; = k (x; — 0,5h;). 
En répartissant la différence divisée figurant dans (20) par points 
1 Yi+1 — Yi Yi Yi-1 

ET 7 7 mais ue mue L 
Où À; = 0,5 (k; + h;.1) est le pas moyen au point x;, on obtient 

que le problème (20) s'écrit sous forme de système 


Coÿo — Boÿ1 = fo: i — 0, 
—Aiÿin + Ciyi—Biyin = fi 1<i<N —1, (17) 
—À xyx-1 + CnYx = fn, i = N. 


Dans ce cas on a 
B; = Ax = 0, Co=Cn=1, Î0 = Lis În = be: fi=@i 


— À = ir. A dp.0 _ 
hi? B, — hi 3 C;=A;+B;<+d,;, 1<i<N : 


(21) 


En vertu du schéma aux différences (20) construit, on a satisfait 
pour les coefficients a; et d; les conditions suivantes: a; > « > 0, 
d; > 0. Aussi, de (21) suit-il que pour (1”) les conditions du lem- 
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me 1 sont remplies et ce problème peut étre résolu par la méthode 
du balayage. 

Exemple 2. Troisième problème aux limites. Voyons main- 
tenant Îles conditions aux limites de troisième espèce: 


kQœu Gt) —q@au() = —-f(@), 0<z<Ii, 
k (0) u° (0) = xiu (0) — pu. (22) 
—k (Du (1) — xou (1) — pe. 
Posons satisfaites les conditions suivantes: k (x) > « > 0, 
gi) >0. x, >0. x > U. en outre si g (rx) = (. x + 5 Æ (0. 


Sur le maillage irrégulier introduit plus haut le ‘problème (22) 
est approximé par le schéma aux différences suivant: 


(ay). .—diyi= — Qu 1<i<N—1, 


L 2 2 ; 
+= Gas. = (do Da TA ki) vo— (Po + 1); i—0, (23) 
2 2 2 : 
— ant ,=(dr+) un—(Pr+r be), i—N, 
où les coefficients a;, d; et y; sont choisis de la façon indiquée dans 
l'exemple 1. En répartissant la différence seconde (ay-): entre les 
points. de même que les différences premières 


__ Vies — Yi _ Yi—Yi-1 
Jr ii hun = ; h; 9 


ramenons (23) à la forme (1”), où 


2a 2an 2 
B=— , Ax = Tr , Co= Bo+do+ x, 


2 2 
CA tie F2 Jo=Po+ bi În = On + ba 


i = TE Bi, Ci=Ai+Bi+di fi=qi 1<i<N—1. 
Ï] est aisé de vérifier que dans ce cas les conditions du lemme 1 sont 
également vérifiées. 

Exemple 3. Schémas aux différences pour l'équation de 
conductibilité thermique. Examinons le premier problème aux limites 
pour le cas de l'équation de conductibilité thermique: 

MTL, O<zr<l, 1>0 

ôt  Or° ? 1 > V, 
u (0, {) = (t), u(l, t) = (t), (24) 
u (z, 0) = Uo (x). 


Introduisons sur le plan (r. t) le maillage w = {(x;, th), x: = 
= ih, i=0,1,...,N,hk=VUN,t, = nt,n =0,1...}de pash 
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dans l’espace et + par rapport au temps. Approximons (24) par le 
schéma aux différences 


mi tU—OuE , 1Si<N—1, 


Yi, s = OV, 


: (25) 
y5 = Mi (fn); yN = Le (fn), Yi=uo(ri), n—=0, 1,..., 


où © est le paramètre réel, y" —y(x;, th), 


1 1 
Je. = pe (is —2Vi His), Yi (Yeti yr). (26) 


Il est connu (voir. par exemple, [9]). que le schéma (25) possède 
l'approximation O(+t + hk*) pour tout ©, O(+1° + h°) pour & = 0,5 
et l’approximation © (1° + hk‘) pour o = 1/2 — h°/(12t). La condi- 
tion de stabilité du schéma (25) suivant les données initiales a la 
forme 

6 > 1/2 — h°/(41). (27) 


Appliquons maintenant la méthode de résolution des équa- 
tions (25) en faisant intervenir yi*. En posant y} déjà connu, 
écrivons (25) sous la forme suivante: 


1 ; : | 
agit gi = 1Ki<N—1, 
1 Hi = HU (ln+4), per = Hz (£n+1) 


où g = Lu +(1-1)y" si o#0. En profitant de (2), 
Zx, i 
ramenons ce schéma à la forme (1”), où Bo = Ax = 0, Co = Cr = 
1 
= 1, Jo = Li (nt), fx = He fans), Ai = Bi = PH Ci= Ai + 


+ B; ++ , fi = @Ë, 1<i<N — 1. Cherchons les conditions 


pour lesquelles le système construit (1”) peut être résolu par la 
méthode du balayage. 11 suit du lemme Î que pour ce faire il faut 
remplir la condition |2/h° + 1/(ot) | > 2/h°. En résolvant cette 
inégalité, on obtient la condition suffisante de l’applicabilité de la 
méthode du balayage © => —h*/(4t). En comparant cette inégalité 
à (27), on obtient que si pour le schéma (25) est vérifiée la condi- 
tion de stabilité (27), on peut, pour la recherche de la solution sur 
la couche supérieure, utiliser la méthode du balayage. 
Exemple 4. ÆEquation non stationnaire de Schrüdinger. 
du  d°u 
a an 
O<z<l,1>0, u(0,t)=u(l,t)—0,u(0, zx)=u(z), i=V —1. 
Cette équation, de même que l'équation de la conductibilité 
thermique (24), admet la construction d’un schéma à deux couches 


Examinons l'équation non stationnaire de Schrüdinger i 
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aux poids 


DU nt ON Cm 2 NS Le (28) 


ya = y} = 0, Yh = Ug (zx), 


où le paramètre © — 69 + io, peut prendre des valeurs dans le plan 
complexe. Le schéma (28) possède une erreur d'’approximation 
O (xt + h°) pour tout ©, pour © -= 0,5 elle est égale à O (1° + h°) 
et pour & — 1/2 — h°i/(12t) l'erreur d’approximation vaut O (t° + 
+ h%). La condition de stabilité d'après les données initiales est. 
de la forme | 


60 = Re o > 0,5. (29): 


Le schéma (28) se réduit généralement au système (1”), les condi- 
tions du lemme 1 prenant la forme suivante: | 2/k° + i/(ot) | > 2/h*. 
En résolvant cette inégalité, on aboutit à ce que la solution du sché- 
ma (28), obtenue sur la couche supérieure par la méthode du balaya- 
ge, est correcte à condition que 0, = Im o > —h*/(4t). 

Par conséquent, dans l’exemple considéré la condition de l’ap- 
plicabilité de la méthode du balayage ne coïncide pas avec celle 
de la stabilité du schéma aux différences relativement aux données. 
initiales. 


$ 2. Variantes de la méthode du balayage 


1. Méthode du balayage en flux. Examinons la variante de la 
méthode du balayage utilisée à la résolution des problèmes de dif- 
férences à coefficients fortement variables. Les exemples de ces. 
problèmes peuvent être empruntés à l’hydrodynamique de la con- 
ductibilité thermique et à l’hydrodynamique magnétique, où les 
coefficients de conductibilités thermique et électrique sont fonction 
des paramètres thermodynamiques du milieu. Au cas de problèmes 
thermiques on peut se heurter à des plages adiabatiques à conducti- 
bilité thermique nulle, ainsi qu'à des plages isothermiques, où la 
conductibilité thermique est infiniment grande. Dans les problèmes 
magnétiques, on rencontre respectivement des bandes à conducti- 
bilité parfaite et des bandes de non-conductibilité électrique. 

Souvent dans ces problèmes il s’agit, en plus de la solution, de 
trouver le flux de chaleur (problème thermique). L'opération de 
résolution des équations aux différences du second ordre au moyen 
de formules ordinaires de la méthode du balayage, auxquelles se 
réduisent les schémas aux différences de ces problèmes. se solde 
par une perte importante en précision. L'utilisation subséquente 
de la dérivation numérique pour le calcul du flux de chaleur conduit 
à un résultat inacceptable. On arrive à parer à ce défaut en recourant. 
à la methode dite méthode du balayage en flux. Les formules de cette 
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méthode du balayage peuvent être obtenues par transformation des 
formules du balayage ordinaire. 
Voyons donc le problème de différences aux limites 


—Qiÿin + Ci — dijiÿin = fn 1<i<N—1, 


Vo — Kaiÿ1 = Mis Yx — KaY x -1 = Le. 


(1) 


« 


où 

Ci = di + diya + di, O0<a;< oo, (2) 

di >0, i=1,2,...,N—1, [x |<1, x |<1. (3) 
Les formules du balayage à droite (voir (6)-(8), $ 1) du problè- 

me (1), compte tenu de (2), prennent la forme 


ÿi= GigiYies +Bies i=N—1, N—2,...,0, y, = Ht#bn 


1—%.0n , 
(4) 
Ge "tt ——, j=1,2,...,N—14, ax, (5) 


&isa dia; (1— ai) ? 


Pin (fitab) ét, i=1,2,...,N-—1, fi=p (6) 


Introduisons une nouvelle fonction de maille inconnue (flux) 
suivant la formule 


wi —a(yi—yir), i=1,2,...N, (1) 
et récrivons (1) sous la forme 
Wita — Wi + diyi = fi, 1<i<N—1, 
Yo — X1Y1 — Li: t — 0, (8) 
—Xoûn + Ax ( — Xe) Yx = Axe, i = N. 


De (7), il vient 
1 


di41 


Yi = Vis + FETES i—=0, 1, se 8 N —1, 


et portons cette expression dans (4). On trouve ainsi la relation 


Dig + Giss (1 —Qits) Vita = Gti = 0, 1, ..., N —1. 
En introduisant les notations 
œ=a(i—a), Bi=ai, i—1, 2,....N, 
récrivons cette relation sous la forme 
wi + œiy; = B;, i—=1,2,...,N. (9) 
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Femarquons que les équations (8), (9) forment un système algé- 
brique comprenant 2N + 1 Le en 2N + 1 inconnues yo. y1. 


. Yn et Wii, Wa. . . La structure de ce système est telle 
qu'il se scinde en deux one indépendants pour les inconnues 
Yo: ve JS: CC UDis Ua. si CET Construisons ces ds 


À partir de (9) exprimons Yi Yi = — (B; — Wi)læ:. i — 1; 2. 
PR er dans les équations du système (8) pour i = 


= 1,2. . , N. On obtient ainsi les équations 
UE dii— ii _. 
DT TETF à UNE UT ET PAR Le Le (10) 
y. —-2N1U—%:)BN an) 
ù (1—%Xs)anx+anxe 


qui, une fois résolues. fournissent successivement tous les w:;. 

Obtenons maintenant les équations pour y;. Pour cela exprimons 
w, sur la base de (9): w; = —a;y; + B;. i = 1. 2. ..., N. et 
portons dans (8) pour i = 1. 2. .... N. On aboutit ainsi aux 
équations 


__  Œt+i — B;41 +; UE 
= ra pin HE, NL N=2,:.:,1 
Yo = #iÿs + Ut: (11) 
Ne X2Bn +anbe 

N° (1—%x2) an +anxe 


servant successivement au calcul de y.. 
Ecrivons les formules de récurrence permettant de déterminer 
a; et B;. Sur la base de (5) et (6), on trouve 


aatdta{—a) nm Fatd (4) 
i=1,2,..., N —1, Œ1 —= A1 (1 — X), 


Pres = arrpies = UE, = 1, 2 .. N—1, 


Œi+y = is (1 —Qi+s) — 


Pi = ail. 
(13) 
Des conditions (2). (3) et des formules (12) il suit que &; > 0. Dans 
ce cas le coefficient &;/(&œ; + d;) dans la formule (10) ne dépasse pas 
l'unité. ce qui garantit la stabilité de l'algorithme lors du calcul 
de w;. Ensuite, puisque des conditions &; > 0 et d; > 0 il suit que 
jt dir + @; + d;. en vertu de (12) l'inégalité œ;iy << @; + d; 
se vérifie. Aussi le coefficient &@;:1/(&; + d;) de la formule (11) est-il 
toujours inférieur à l’unité, ce qui garantit la stabilité lors du calcul 
de y;. Notons que le dénominateur dans les expressions de w, et yy 
est toujours supérieur à Zéro. 
Bref, l'algorithme de la méthode de balayage en flux se décrit 
à l’aide des formules (10)-(13). Notons qu'il est rationnel de se 
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servir des formules de récurrence mentionnées de a; et B; ainsi que 
des expressions de y, et w,, dans le cas où a;11 1. Si a; > 1. 
il est recommandé d'utiliser les formules suivantes qu’on obtient 
à partir de (10)-(13) en divisant le numérateur et le dénominateur 
des fractions par a;.1: 


ne œit+ di fn = fit Bi 

HA 1 Hoi di)/ain ? EH 1 (ar+di)/ais ? 

#2BN/aN + le y. Uz#3)Bv—ave 
1—%:+x0anN/ax ? NO 1—%2+%30N/aN ° 

Calculons le nombre d'opérations arithmétiques qu’il est néces- 

saire d'effectuer pour résoudre (10)-(13). Avec une organisation 
rationnelle des calculs, quand les expressions communes à plusieurs 
formules ne se calculent qu'une fois et les facteurs communs à plu- 
sieurs termes additionnés sont sortis des parenthèses, le nombre 
d'opérations impliquées dans (10)-(13) est égal à Q = 21N - 1. 
Ce nombre dépasse de deux fois celui dépensé pour obtenir. en se 
servant des formules du balayage ordinaire. la solution y; du pro- 
blème (1) et, ensuite, à l’aide de la formule (7). le flux w:;. 


UN — 


2. Méthode du balayage cyclique. Voyons maintenant le système 
suivant : 


—Qiÿinn + Ciÿi — biyiga = fi ii — 0, +1, +2, .. (14) 


dont les coefficients et le second membre sont périodiques de pério- 
de 
di = din, di = bin, CG —=cisx, fi = fit. (15) 

On aboutit aux systèmes du type (14), (15) lors de l'étude. par 
exemple, des schémas aux différences triponctuels promus à la 
recherche des solutions périodiques d'équations différentielles ordi- 
naires du second ordre, ainsi qu’à la recherche de la solution appro- 
chée des équations à dérivées partielles en coordonnées cylindriques 
et sphériques. 

Avec l'accomplissement des conditions (15). la solution du 
système (14), si cette dernière existe, sera aussi périodique de pério- 
de #, c'est-à-dire 

Yi — Yi+x- (16) 


Aussi suffit-il de trouver la solution y;. par exemple, pour i = 
= 0, 1,..., N — 1. On peut alors écrire le problème (14)-(16) 
de la façon suivante: 


—QoYn-1 À CoYo — VoYs —= fo; i — 0, A7) 
— ii + Ciÿi — biYiga = fs 1<i<N—1, 
UN — Yo- (18) 


La condition (18) a été ajoutée au système (17) pour ne pas exclure 
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y, de l’équation du système pour à = N — 1 en lui substituant y. 
Cela permet de conserver une forme unique aux équations (17) 
pour i=1,2,.... N — 1. 

Si l'on introduit les vecteurs d’inconnues Ÿ — (Yo, Y1, + - «> Un 1) 
et du second membre F = (fo, f1, - + -, fn-1), (47) et (18) peuvent 
être écrits sous forme vectorielle #Y = F, où 


Co —D 0 0 ... O0 0 — 4 
— 4; C, —b, Du 0 0 0 

0 — A Co —De ... 0 0 0 

0 0 0 Di Cy-a —0ns 0 

0 0 0 O ... —anx OCn.2 —Dno 
—b,_ 0 (0 0 ... O0 — Any CN-1 


est la matrice du système (17). (18). La présence de coefficients 
ao et b,-, différents de zéro dans (17) ne permet pas de résoudre 
ce système par la méthode du balayage décrite dans le $ 1. Pour la 
recherche de la solution du système (17), (18), construisons la varian- 
te de la méthode du balayage qu'on appelle méthode du balayage 
cyclique. 

La solution du problème (17). (18) sera recherchée sous forme 
d’une combinaison linéaire des fonctions de mailles uw; et v; 


yi= ui +yori,, 0O<Li<N, (19) 
où u; est la solution du problème aux limites triponctuel inhomogène 
—Giüin + Cu —biuin =f, 1<i<N —1, 

Uo =0, u, = 


(20) 


aux conditions aux limites homogènes, tandis que v, est la solution 
du problème aux limites triponctuel homogène 


— Gin + Citi — bivin =0, 1<i<N—1, 
Vo — 1, Ur = | 


(21) 


aux conditions aux limites inhomogenes. 

Voyons à quelle condition y; de (19) est la solution cherchée. 
En multipliant (21) par y, en additionnant à (20) et compte tenu 
de (19). on constate que pour i = 1, 2, ..., N — 1 les équations 
du système (17) sont vérifiées. Des conditions aux limites pour w; 
et v, il suit que la relation (18) est satisfaite. Donc, si y;, déterminé 
au moyen de la formule (19), satisfait, pour i — 0, l'équation du 
système (17), restée inutilisée, le problème est résolu. Portant (19) 
dans cette équation, on obtient 


—Goux-1 — GoYoV x 1 + Coÿo — bou1 — boYol1 = fo. (22) 
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Donc si l’on choisit y, à l’aide de la formule 


— Jo toux -1 + bou (23) 


Co —aQUn-1— bo ? 


Yo 


l'égalité (22) sera vérifiée et, par suite, la solution du problème (17), 
(18) peut être obtenue suivant la formule (19). 

Fixons maintenant l'attention sur la solution des systèmes (20} 
et (21). Ils sont des cas particuliers des systèmes d'équations tri- 
ponctuels pour lesquels a été construite au $ 1 la méthode du balayage. 
Pour (20) et (21), les formules du balayage prennent la forme sui- 
vante : 


U; — Œi+ili+s + Bi» iN—1. N — 2:  . 1, Ur — 0, 
V; —= Aj+ali+) + Vi+i: i= N — 1: N — 2, RL UN — 1, 
(23) 


où les coefficients de balayage «;, B; et y; s'obtiennent au moyen des 
formules suivantes : 


= b; 
+1 — Cj— aa Ù) 


i=1,2, ...,N, æ=0, (25) 


fi tai; , 
Bi+1 — ci — aa 9 i= 1, 2, . 


.. N, B1 = 0, (26} 


Vin, i= 1, ass Ne = 1. (27) 
Transformons (23). De (24) on tire u,_ = aœxuy + By, = B\, 
Uy-1 = Yx + Gx. Portons ces expressions dans (23) et tenons 
compte des conditions (15), (25)-(27) : 


y. —JÎN+#tanbntBnur  __ Buvsitanvuus 
Jo CN—GNAN—anNYN—bnvi 1—YN4i— Nat | 

On a construit l'algorithme de la solution du problème (17), (18) 
qui porte le nom de la méthode du balayage cyclique : 


Go —Dilcy, Pa fi/cs Ya = di/cs, 
b; fi + air aiYi 
M ae ’ Bis = Ci — aa , Viti — Cj—ai@ ’ 
i— 92, 3, e (] N , 
UN.4 — Br; Un = Où +Yn: (28) 


ui Qpqigg Hits Vi = Qi4aViss Vies, 
i= N —2, N —3, ..., 1: 


Yo = Bauer ON 
: 1— Ye — Ans 


’ Yi =Ui + Yoli, 1, 2, RE] N — 1. 
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Un calcul élémentaire montre que pour sa mise en œuvre il faut 
effectuer 6 (NW — 1) multiplications, 5N — 3 additions et soustrac- 
tions et 3N + 1 divisions. Si l’on ne distingue pas entre les opéra- 
tions arithmétiques, leur nombre total s'élève à Q = 14N — 8 
opérations. 

Etudions la question de l’applicabilité et de la stabilité de l’al- 
gorithme (28). On a le 


Lemme 2. Soient les coefficients du système (14), (15) satisfai- 
sant aux conditions 


[a [> O0, [b;1> 0, [cl>lail+ lb; i=1,2,...,N, 
(29) 


et que, de plus, on ait1 < io < N pour lequel] c;, | > l'ai, | + | bi, |. 
Dans ce cas 


C; — aa; Æ O0, la | 1. | @; | + | 1<1, i = 2, 3, ..., N. 
1 — Yxhi — avr 0. 


En effet, comme «;, B; et y; sont des coefficients de balayage 
de la méthode de balayage à droite utilisée à la résolution des problè- 
mes (20) et (21). tandis qu’en vertu de (29) les conditions du lem- 
me {1 sont remplies, il s'ensuit du lemme 1 que les inégalités 

q—aa; 0, [a l|<L1. i—=2,3 ...,N, 0 
la—aul>lal—ialleæl>lbi>0 O0 


sont vraies. 

Ensuite, sur la base des conditions du lemme 2,|a |+— |b, | < 
< |a let, partant, | & | + | Ye | L'1. De là, par induction, on 
obtient les inégalités 


lml+iImi<i, i=2, 3 ...,N, (31) 
car 
bi l+lallvl la; l+1b;l— {as (1— 71%) 
RPM ar Icil—lællæl < 
[asl+lb;l— [alla 
< lcl—læallal <1 


et on aboutit donc à (30). Notons que |c; | > |a; | + |b; | pour 
i — io et. partant. | @; +1 | + [Vin l< 1. Il s'ensuit que pour 
e>io + 1 on a l'inégalité stricte |; | + |y; | 1. Vu que 
1< io <N, ax l + lYvn | <1. 

Il nous reste à montrer que 1 — ÿ,,, — œ\4iv, 0. Sur la 
base de (28) et (31), il vient 


[uv | lax | + [Vs I< 1. 
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ensuite, par induction, démontrons les inégalités [ww |[<1, 1 < 
<i<N—'1, vu qu'en vertu de (31) 


EU | T'@ita Vita | + l'Vita | Gin | + Yi 11. 


En particulier, | v, | < 1. De là, compte tenu de l'inégalité démon- 
trée | @n+1 | + | Yn+1 | 1, on tire que 


11 — Yrh — ana 121 — lYnml— [axmllu | > 
>1—-laxHl— |Ynh | >. 


Le lemme 2 est complètement démontré. 

En conclusion, remarquons que du second membre /; dépend 
le coefficient de balayage f; et, partant, u; et y;. Les coefficients 
de balayage a; et y;, de même que v;, ne dépendent pas de f; et, 
lors de la résolution du seul premier problème de la série, ils sont 
calculés et retenus. Cela permet de résoudre le second problème, 
de même que chaque problème suivant de la série, en Q = 9N — 4 
Opérations. 


3. Méthode du balayage pour des systèmes complexes. Continuons à cons- 
truire les variantes de la méthode du balayage servant à la résolution de systèmes 
d'équations aux différences dont les matrices ne sont pas tridiagonales. Au 
point 2 la méthode du balayage cyclique était utilisée à la résolution de systè- 
mes dont les matrices ne contenaient en dehors des principales diagonales que 
deux éléments non nuls. Voyons maintenant un cas plus général. 

Supposons qu'il s’agit de résoudre le système d'équations suivant: 


N-1 
Coo— D djyj—Voyx = for i=0, 
j=i 
— QiVo— Giÿini + Ciyi—biyisa— Viyn = fn 1<I<N—-AI, (32) 
N=1 
—P\vo— N° gjyj+cnyn=În, i=N. 
2=1 


Le système de la forme (32) apparaît lors de l’approximation des équations 
différentielles ordinaires du second ordre aux cas de conditions aux limites 
liées, de la recherche de solutions satisfaisant aux conditions complémentaires 
du type d'’intégrales, ainsi que dans une série d'autres cas. En particulier, on 
peut écrire sous cette forme tous les systèmes d'équations aux différences étudiés 
plus haut. Par exemple, si l’on pose dans (32) 


d'=by dni= ap d=0, 2<i<N—2, 
p=p=g=0, 1<i<N—1, 
Yo = 0, px—=cy—1, fn —0, 

on obtient le problème (17), (18). 
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Si l'on introduit les vecteurs Y = (yo, Yas + + +» Yn) et F = (for - + +, fn) 
32) peut s'écrire sous forme vectorielle Æ#Y = F, où 


= 
Co — dy —de —d3 ce —dnN-s —dN-2 —dnN-1 —Ÿ 
0 0 C1 —b1 O0 .… 0 0 0  ! —4 
— Pa | — as Ca —Ds : 0 0 0 — Ye 
— Ps { 0 — 3; Ca : 0 0 0 — Ÿs 
SE lunes 
—PN-3 - 0 0 0” 2 CN-s —0N-3 0 | —ŸN-s 
—pv-2 ! 0 O0 O0... —an-s CN-2 —bN-2 | — Ne 
— PN=-1 | () 0 0 ... 0 —EN=-1 CN-1 {ba br 
—N —G1 £a — Es ee — SNS —ESN-2 —SN-1 CN 


On voit que la matrice .# est obtenue en bordant la matrice tridiagonale de 
colonnes et de lignes sur tous les quatre côtés. Notons qu'avec une autre mise 
en ordre des inconnues Ÿ* = (7, Ya, - + .» UN Yo) le système (32) s'écrira 
sous la forme .#* Y* = F*, dont la matrice .#* s'obtient par bordage de la 
même matrice HoReRR, mais cette fois seulement avec deux colonnes à droite 
et deux lignes en bas. 

Passons à l'élaboration de la méthode de résolution du problème (32). 
La solution du problème (2) sera recherchée sous forme d’une combinaison 
linéaire de trois fonctions de mailles u;, v, et w,: 


Yi = UT Yon + ynwn OI N, (33) 
où u, v, et w, sont les solutions des problèmes aux limites triponctuels -uivants: 


ui tomb =fn 1<i<SN—1, } 


up—=0, unx=0; (34) 

— vin toits —bivin = 1<SI<SN —1, } 25 

ve = 1, UN =0; ( ) 
Gui toumi—buvis=Vi, 1<i<N—1, } 


I1 s'ensuit de (33)-(36) que pour 1 < £ < N — 1 les équations du systè- 
me (32) ont une solution. Les conditions aux limites pour u,, v, et w, garantis- 
sent la transformation de (33) en une identité pour &i = 0 et i = N. Donc si 
les problèmes (34)-(36) sont résolus et y, et y, trouvés, la formule (33) fournira 
la solution du problème initial (32). Cherchons d'abord yo et yx. 

On obtient les valeurs de y, et y, en utilisant les équations du système (32) 
pour i = 0 et i = N. En portant dans ces équations y, tiré de (33), on obtient 
le système de deux équations en y et yn: 


N-1 N-1 N-—1 
(co— à d j05) Vo— (o+ D djwy)yN=fo+ À djuy, 


N=1 N=1 N=1 
— (px + 2 83) vo+ (en — 2 eos) vn=in+ À eus. 
2= J= J=1 


7—01162 
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Si le déterminant de ce système 
N=-1 N-1 N-1 N=—1 
A=(co— >) dyvj) (cn— 2 eg) —(Vo+ >) ds) (qw+ D esvs) (37) 
Jun 1 1 jm jm 


est différent de zéro, ce système possède une solution unique 


N=-1 N-1 
Yo — ICE ÿ, s0;) (f+ Y dus) + 
ji j=1 


N-1i N-1 : 
+ (vo+ > ajus) (fn+ > eus) |, (38) 
j=i jm 
N-1 N-1 
yn = + { (ov+ >. sp) (#04 >» dus) + 
| jen j=i 


N-1 N-1 
+ (o— D apv;) (+ eu) |. (39) 
Ji ji 


Examinons maintenant la méthode de résolution des problèmes auxiliaires 
(34)-(36). Etant donné qu'on a affaire ici à des problèmes aux limites ordinaires 
Hour équations triponctuelles, on est en mesure d'utiliser la méthode du balayage 

écrite au & 4. Pour (34)-(36) les formules de l'algorithme du balayage à droite 
prennent la forme suivante: 
Uy = ETES UZEST ne Bit1 1= N — 4; 7, 0, Un — 0, 
Vi — Œjtali+i + Vi i= N — 1; e. 0, UN = 0, (40) 
w, = THEUZENT + Op 1= N — 1, 7 0, Un = 1, 
où E coefficients de balayage &;, B;,, y, et Ô, s’obtiennent sur la base des for- 
mules 


[e À en ES 
{+1 ci 21) ’ Brer Ci CT ? 


i=1,2,..., N—4, œ—0, Bi=0, 


_Ptan  ÿ, = Vita 


VA a : +1 C1 — aa ? 


i= 1, 2, .…., N—1, Yi1=1, Ô, =0. 


Donc pour le problème (32) la méthode du balayage est décrite par les 
formules (33), (37)-(41). 

Examinons maintenant la question de stabilité et de correction de l'algo- 
rithme proposé. En vertu du lemme 1 les conditions 


la1>0, 181>0, lalmlal+ibl, 1<i<N—1 (42) 


sont suffisantes pour garantir la stabilité et la correction de la méthode du 
balayage (40)-{41) mise en œuvre pour la résolution des problèmes auxiliaires 
(34)-(36). On peut montrer que si le système initial (32) possède une solution 
unique, le déterminant À, défini par la formule (37), est alors différent de zéro. 
Dans ce cas les formules (38) et (39), utilisées pour le calcul de y, et yx, sont 
correctes. Formulons le résultat obtenu sous forme de lemme. 


(41) 
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Lemme 3. St le système (32) possède une solution unique et les conditions 
(42) sont remplies, l'algorithme (33), (37)-(41) de la méthode du balayage appliquée 
au problème (32) est correct et stable. | 


Remarquons que la formulation de conditions suffisantes simples et en 
même temps pas trop limitatives de résolution du système (32) constitue un 
problème assez compliqué. Donnons un exemple des conditions garantissant 
à l'algorithme proposé des caractéristiques correctes et stables. Supposons que 
la matrice du système (32) est susceptible de dominance diagonale, c'est-à-dire 
que les conditions 


lol > leil+lbl+lqul+ lb 1<Si<N—1, (43) 
N-1 N-1 

lol > IVol+ D Idil, lent >loxl+ N° lesl, (44) 
J=1 Jæi 


lal>0 IbnI>C 1<i<N—1 leol>0 lexl>0, 
sont remplies de manière qu'au moins dans l'une des inégalités (43) ou (44) 
on ait une inégalité stricte. 
Indiquons les a étapes de la démonstration. On démontre d'abord 
‘on a les inégalités | a | + |yY:1 +161 <1, 1 Li N. Ensuite, on 
émontre les inégalités | v; | + | w, | < 1 pour 1 Li N, or, si dans (43) 
pour au moins un seul i l'inégalité stricte est vérifiée, alors pour tous les 1 < 
<i<AN est satisfaite l'inégalité | v, | + | w, | < 1. On a ensuite 
N-1 N-1 
lco— SN apw|>lcol— D Idgl lol > Ibol+ 
N-1 N-1 


N-1 
+ D A lol) dl > Ibol+ D lol él >[Vo+ Ÿ wjé, 


et de façon analogue 
N-1 N-1 
[en — > euwj|>|en+ > gjv) | , 
j=1 j=1 


et, au moins dans l’une de ces inégalités, on aboutit à une inégalité stricte. 
11 s'ensuit que le déterminant A défini dans (37) n'est pas nul. La stabilité et 
la correction de la méthode du balayage utilisée pour la résolution des problè- 
mes auxiliaires (34)-(36) découlent de (43) 


En guise d'exemple de problème se ramenant à (32), examinons le schéma 
pondéré 


_ enn+i n . 
pri op TT (—O)yE à 1<I<N—1, 


YO —Yr=Hailtn)s YN—Yr =Haltn) (45) 
p—=uo(zi), n=0,1, ..., 1<k<N—À, 


approximant l'équation de la conductibilité thermique aux conditions aux 
limites liées (non locales) 
Ôu _ du 0 L 10 
DE gen os 
(0, t)—u(v(e), t)= pu (1), 


u(l, t)—u(v(t), 1)= be (t), u (x, ()=u,(z), 
7% 


400 MÉTHODE DE BALAYAGE [CH 


où la fonction z = v (t) prend les valeurs de 0 à Z. Notons que dans le schéma (45) 
la courbe z = v (t) est approximée par la ligne brisée z, = v (t,), de sorte que 
les points (r,, {,) constituent des points nodaux du au. 

Le schéma aux différences (45) s'écrit sous forme de système (32) relative- 
ment à y; = y?*? pour les valeurs suivantes des coefficients et du second membre 


(o = 0): 
Co=1s dn—=1 fo—=Uitnei)s Vo=0 dj=0, j HR, 
CN —1, QR=1Â, fN=Ualtna), PN=U 8j =0 jF ko 
q=Vi=0, a=by=1/h3, c=a;+b;+1/(07), 


14 ,n 1 
he +(=—1) v= L =, 2, 0e: NT 


De ces conditions on tire que l'exigence | 2/k° + 1/(07) | > 2/h3 garantit 
la satisfaction des conditions (43), (44). Donc, avec o > —h?/(4t), pour obtenir 
la solution du schéma (45) sur la couche supérieure, on peut appliquer la variante 
de la méthode du balayage décrite ici et qui dans ce cas sera stable et correcte. 


4. Méthode de balayage non monotone. Revenons de nouveau à 


la résolution par la méthode du balayage des équations triponctuel- 
les : 


Coÿo — Doÿ1 = fo, i = 0, 
—Qjÿin À Ciÿi — biYita = fi i—1,2,..., N — 1, (46) 
—GxYÿn-a + CnYn = fn i—N, 


qu'on a élaborée au $ 1. Rappelons que dans l'algorithme du balaya- 
ge à droite (à gauche) les inconnues y; s’obtiennent de proche en 
proche en allant dans le sens du décroissement (accroissement) de 
l'indice i. Dans ce cas y; est exprimé au moyen de l’inconnue voisine. 
Cette structure de l’algorithme sert de fondement à l’appellation 
de la méthode construite de méthode du balayage monotone. 

L'ordre monotone de détermination des inconnues y; par remon- 
tée s'ensuit naturellement de l’ordre d’exclusion des inconnues des 
équations en sens direct. Donc la méthode du balayage monotone 
se réduit à la méthode d'exclusion de Gauss sans choix de l'élément 
principal et avec application à un système spécial d'équations 
algébriques linéaires (46) possédant une matrice tridiagonale. 
On sait qu’une telle variante de la méthode d'exclusion de Gauss 
est correcte au cas où le système d'équations possède une matrice 
à dominance diagonale. En ce qui concerne le système (46) cette 
assertion est démontrée au lemme 1. 

Arrêtons-nous sur la question d'une manière plus détaillée. 
Rappelons qu’au $ 1, point 1, à la /-ème opération d'exclusion des 
inconnues on avait obtenu dans le système (46) un système « rac- 
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courci » 
(ce — aim) Ya — diYrta = fa + air, i = |, 
—Giÿin + Ciÿi — biÿita = Ji, L+HI<Si<N—1A, (47) 


—QxYÿn-1 + CnYn = Îx 


d’inconnues Yy, Yi+is + - -, YnN.e En posant c; — a;a, different de 
zéro, on a transformé la première équation du système (47) en la 
forme 


Yi = GrpaYisa + Bagas ira = by/(cs — ami) (48) 


et on l’a utilisée pour exclure y, de l’équation (47) pour i = L + 1. 
Selon le lemme 1, si la matrice # du système (46) a une dominance 
diagonale, l'inégalité | c; — ax; | > | b, | se vérifie. Donc dans 
la première équation du système (47) le coefficient associé à ys 
est en module supérieur au coefficient associé à ÿy+,. Aussi est-il 
inutile de choisir l'élément principal suivant la ligne, le passage 
à la forme (48) étant correct et la condition de stabilité | œy41 | < 1 
se réalise automatiquement. 

Si, par contre, la dominance diagonale n’a pas lieu, il devient 
impossible de garantir la non-nullité de la quantité c,; — ax. de 
même que la vérité de l'inégalité | &y41 | < 1. Dans ce cas l'algo- 
rithme du balayage monotone peut engendrer une division par zéro 
ou une forte sensibilité aux erreurs d’arrondi, d’où nécessité de 
modifier un tel algorithme. La construction d'un algorithme correct 
de la méthode du balayage pour le système (46) possédant une solu- 
tion unique s’appuie sur le choix de l'élément principal des lignes 
dans la méthode d'élimination de Gauss. Avec un tel algorithme 
l'ordre monotone de détermination des inconnues y; peut être per- 
turbé et c’est pourquoi cette méthode est appelée méthode du balayage 
non monotone. 

Passons à la description de l’algorithme du balayage non mono- 
tone. Supposons qu’au bout de la /-ième opération d'exclusion de 
Gauss avec choix de l'élément principal des lignes, appliquée au 
système (46), on ait abouti au système « raccourci » suivant: 


CYm, = dirt = F, i = 1, (49) 
—AYmy À CitiYita — dirais = D, à = L + 1. (50) 
—Giteÿit1 + Citoÿite — bitoYits = fige i=l+2, (1) 
—Qiÿin À Ciÿi — biYita = fe L+3<i<N—1. (52) 


—GnYn-21 + CNYN = Î An = N, (53). 
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où ml. (Pour ? = 0 dans (49)-(53) il faut poser C = co, À = 
= di, F =fo, D = f, et mo = 0.) 
Décrivons la (2 + 1)-ième opération d'exclusion. La stratégie 
du choix de l'élément principal de la ligne se résout en deux cas: 
a) Si [C|1>1b,|, l’équation (49) se transforme en 


Ym, — Li+sYi+s = Pis: Œiss —=0i/C, ir = F/C, 


avec | &œy+1 | L'1, l'inconnue à indice m, s'obtenant par l'inter- 
médiaire de l’inconnue à indice 2 + 1. Ensuite, avec l'équation 
obtenue on élimine y,, de (50). L'opération fournit l'équation sui- 
vante: 


Cym, —diniir2 = F, i—l+1, (54) 


où sont posés myxi = L + 1, C = cry — Ars, F = O + AB. 
L'équation (51) n'est pas transformée, vu qu'elle contient Ymy: 
mais est récrite sous forme 


— Aym,,, + CiraUi+e — disrÿi+s = D, i=l+2, (09) 


où l’on admet que À = ayyo, O = f142. En joignant (54) et (55) 
à (52), (53), on obtient un nouveau système « raccourci » de la for- 
me (49)-(53), où à L est substitué Z + 1. Sur ce point s’achève la 
([ + 1)-ième opération. 

b) Si [|C|<<|b:]1, (49) se transforme en 


Yi+s — QitiUm, = Pi+ss Qt Clbi, Pris = — Flbi, 


où de nouveau |œy41 | 1, mais cette fois l'inconnue à indice 
1 + 1 se calcule par l'intermédiaire de l’inconnue à indice m4. 
L’équation obtenue est utilisée à des fins d'exclusion de y,+, de (50) 
et (51). Dans ce cas l'équation (50) est transformée en la forme (54), 
OÙ Migy = My C = Cigiits — À, F = D — ciyiBirr, et l'équa- 
tion (51) en la forme (55), où À et ® sont redéfinis selon les formules 
À = Gypewigr, D = fige + GireBiss. Les équations (52), (53) ne 
sont pas transformées, car elles ne contiennent pas y;4,. On obtient 
de nouveau le système de la forme (49)-(53). Il diffère de celui obtenu 
dans le premier cas par les coefficients C et À et les seconds membres 
F et © calculés au moyen d'autres formules. 

Bref, on a décrit une opération d'élimination avec choix de 
l'élément principal. Remarquons que si le système primitif n’est 
pas dégénéré, dans l'équation (49) les coefficients C et b, ne peuven' 
devenir nuls simultanément. Cela garantit la correction des form! 
les permettant d’obtenir les coefficients de balayage @y41 et Bu. 
Vu que tous les &+, calculés sont en module inférieurs à l’unité, le 


calcul des inconnues y; par remontée s'avère stable relativement 
aux erreurs d'arrondi. 
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Avec l'algorithme proposé l’ordre de calcul des inconnues peut 
être de nature non monotone. On est alors obligé de mémoriser 
l'information sur l’inconnue calculée par l'intermédiaire de l’in- 
connue déjà trouvée à l’aide des coefficients @y41 et Br+1 au cours 
des opérations précédentes. Cette information peut être stockée 
sous forme de deux ensembles d'indices entiers 6 et x: 0 — {6;, 
1<Si<N}, x = {x, 1 Li N}, de sorte que les inconnues 
s'obtiennent par les formules y» = @itaUn + Bit M = Gi, 
n=X;;n i=N—1, N —2,..., 0. Les ensembles 6 et x sont 
construits avec la méthode utilisée en sens direct. 

L’algorithme de la méthode du balayage non monotone peut être 
déterminé complètement de la façon suivante. 

1) On fixe les valeurs initiales de C, À, Fet O:C = co, À = &, 
F = fo, ® = f, et l'on pose de façon formelle x, = 0. 

2) On effectue successivement pour à = 0, 4, ..., N — 1, selon 
la situation, les opérations décrites aux points a) ou b): 

a) si [C|Z>Tlbil, ia = bilC, Bis = FIC, C = ci41 — 
pas  : F=OD + Afiyr Gigi = Hi Hip = i +1, À = a;},s, 
“ st 1 C [bi ls œigr = Cdi, Biga = —Flbi, C = cipitisi— 

— À, F =D — cijnpitrs Giga = à + 1, Hip = Xi À = Gipotitr 

D = fige + Gitofiti. 
emarque. Pour i = N — 1, il ne faut plus effectuer la 
redéfinition de À et © aux points a) ou b). 

3) On calcule d’abord l’inconnue y,, où n = x, selon la formule 
Yn = F/C, ensuite, successivement pou i=N—1,N —2,...,0 
on calcule les autres inconnues yyhn = œisiYn + Bit, m = 041, 
R — Kit. 

Remarquons que l'algorithme proposé ici se transforme en un 
algorithme ordinaire du balayage à droite si les conditions du lem- 
me 1 sont remplies. 

Un calcul élémentaire du nombre d'opérations arithmétiques 
impliquant l'obtention de l'algorithme de la méthode du balayage 
non monotone montre qu’au pis aller, quand pour tout à les calculs 
sont exécutés selon les formules du point b), il faut Q = 12N opéra- 
tions. C'est 1,5 fois supérieur au nombre d'opérations exigé par 
l'algorithme du balayage monotone. 

Voyons un exemple d'application de la méthode du balayage 
non monotone. Supposons qu'il s’agit de résoudre le problème de 
différences suivant: 


Via Thin =0, 1<i<N—t, 
Yo — 1, Yn = 0. 
Le problème (56) est un cas particulier du système (46), où fo = 1, 


bb =an =0, c Co = Cn = À, fn = 0, C; = da = db; = 1, fi = 0, 
1<i< N —1. Si N n'est pas multiple de 3, le problème (56) 


(56) 
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admet une solution de la forme (voir point 1, $ 4, ch. I) 


y= sin a N 


u sin Su | OKi<N. (57) 


Les algorithmes des balayages à droite et à gauche appliqués 
à (56) sont incorrects, car lors du calcul des coefficients de balayage, 
«4 pour le balayage à droite et EE, pour le balayage à gauche, on 
est obligé d'effectuer la division par un dénominateur nul c; — 
— Goo OÙ Cy-o — bN-2ëx. Par contre, l’algorithme du balayage 
non monotone permet d'obtenir une solution exacte pour (57). 
Donnons en guise d'illustration (tabl. 1) les valeurs des coefficients 
Gi, Br, ainsi que de 6, et x; pour N = 11. 


Tableau 1 


$ 3. Méthode du balayage pour les équations pentaponctuelles 


1. Algorithme du balayage monotone. On a passé plus haut en 
revue les différentes variantes de la méthode du balayage utilisée 
à des fins de résolution des équations aux différences triponctuelles. 
Comme il a déjà été mentionné, ces équations aux différences sur- 
gissent lors de l’approximation des problèmes aux limites sur les 
équations différentielles de second ordre. 

Pour la recherche de la solution de problèmes aux limites sur 
des équations d’un ordre plus élevé on peut choisir deux procédés. 
Le premier consiste à passer au système d'équations différentielles 
du premier ordre et à construire le schéma aux différences corres- 
pondant. On obtient dans ce cas le problème aux limites sur les 
équations vectorielles biponctuelles. La méthode de résolution de 
ces problèmes sera exposée au $ 4. 

Le second procédé consiste dans l'approximation directe du 
problème différentiel posé. Dans ce cas on aboutit à des équations 
aux différences multiponctuelles. On se heurte le plus souvent aux 
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systèmes d’équations pentaponctuelles de la forme suivante: 
Coÿo — doÿ1 + EoYe = 0: i= 0, (1) 
—DiYo + Caÿa — diÿe + Eis = fa i= 1, (2) 
GiYi-e — dira + Ciÿi — diYi4a FeiYite = fn 2<Li< N — 2, (3) 
GnN-1UnN-s — On-aYnN-2t+ CnNaUN1—dN UN = fn 

i=N—1, (4) 
AnNYN-2 — OnYn-1 + CnYn = fn: i = N. (5) 


Ces formes de systèmes apparaissent lors de l’approximation des 
problèmes aux limites pour les équations différentielles du quatrième 
ordre, ainsi que lors de la construction de schémas aux différences 
pour des équations aux dérivées partielles. La matrice Æ du système 
(1)-(5) est une matrice carrée pentadiagonale de dimension (NW + 1) X 
X (N + 1) et possède au plus 5N — 1 éléments non nuls. 

Pour la résolution du système (1)-(5), recourrons à la méthode 
d'élimination de Gauss. Compte tenu de la structure du système 
(1)-(5), on constate sans peine que les formules d'élimination par 
remontée de la méthode de Gauss sont: 


Yi = ŒipaVita — Pisaite + Vian 0 Li N — 2, (6) 
Yn-1 = CnYn + Ym im N—1. (7) 


La mise en œuvre de (6), (7) oblige à fixer y, ainsi qu'à déterminer 
les coefficients @;, B;, yi- 

Cherchons d’abord les formules pour &;, B;, et y;. En utilisant (6), 
exprimons Y;-1 et Y;- au moyen de y; et y;+1. Il vient 


Via = ii — PiYiga + Yn 1<i<N—1, () 
Yie = (@iGi-n — Pia) Yi — Bimi Vita + Qi aVi + Vin (9) 
pour 2<i<N—Tî. 
En portant (8) et (9) dans (3), il vient 

[cs — Gifia + @i (aim — bi)] y: = (di + Bi (amis — di)] Yi41 — 

— Cjÿige + lfi — Givi — Vi (ii — di)], 2<i<N — 2. 
En comparant cette expression à (6), on voit que si l’on pose 

Xi+s =+ [di + Bi (aimi-s —di)], Pets = TTL 

1 (10} 
HT, Cfa — Givi — Vi (Gitis — di)], 


où A = Cy — Gif; + @i (aix; — bi), les équations du systè- 
me (1)-(5) seront vérifiées pour 2 << i < N — 2. 
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Les relations de récurrence (10) lient œyx1, Biyx et YVi+i à Gi 
Qi-nr Bi Pix, Vi et Yi. Aussi, si &;, B, et y; sont donnés pour i — 
— 4, 2, alors, à l’aide des formules (10), on peut trouver successi- 
vement les coefficients &;, B; et y; pour 3<i<N —1. 

Cherchons &;, B; et y; pour i = 1, 2. De (1) et de (6) on obtient 
directement pour i = 0 


Gi = do/Co, B1 = €o/Cos Yi = fo/Co- (11) 


Ensuite, en portant les valeurs de (8) pour i = 1 dans (2), l’on 
obtient 


(C1 — O1) Ya = (di — dif) Ye — eiYs + fi + diVi- 
Donc (2) sera vérifié si l’on pose 


di — d1B1 bn €] — Hhtbiv (12) 
1 


Bref, en utilisant (10)-(12), on peut trouver @œ;, B; et y; pour 1 << 
<i<N—'1.IÏl reste à déterminer ay, YA et y, entrant dans la 
formule (7). 

Utilisons pour cela les équations (4) et (5). En portant (8) et (9) 
pour i = N — 1 dans (4) et en comparant l'expression obtenue 
avec (7), on trouve que æ, et y, se déterminent selon les formu- 
les (10) pour i = N — 1. Cherchons maintenant y,. A cette fin 
portons (6) pour i = NM — 2 et (7) dans l'équation (5). Il vient 


{cn — axBna + an (Gnana — bn)l un = 


= {x — AnYna — Yn (GnGn1 — 0x) 
ou 
Un — YN+1s 


Où Yn+1 Se détermine selon la formule (10) pour i = N. 

En réunissant les formules obtenues précédemment, écrivons 
l'algorithme du balayage à droite pour le système (1)-(5) sous la 
forme suivante: 

1) selon les formules 


1 e 
= di + bu (amis —d;)], i—=2, 3, ..., N—1, (13) 
d Î 
Œi . DUT A (dy — Bibi), 


1 | 
Vin Vi ivins Vi (aimi-s—h)], i—2, 3, ..., N, (14) 


1 
n=À, Va= 7 (it bivi)s 


Bis = el Au, L —= 1, 2 ... N 9, B, —= €9/Cos (15) 
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A = Ci — ii + œ (amis — bi, 2<i<N, 
A1 = Ci — bi, (16) 


on obtient les coefficients de balayage &;, B; et V:; 


2) les inconnues y; s’obtiennent de proche en proche selon les 
formules 


Yi = QpaYita — PitaVite + Yixas à = N — 2, N —3,.. ur 
Yu = CNYXx + Yu Yan = Yn+i- 


L'algorithme construit sera également appelé algorithme du balayage 
monotone. 

Remarque. On construira sans peine l’algorithme du balaya- 
ge à gauche, de même que l’algorithme des balayages opposés pour 
le système (1)-(5). 

Calculons le nombre d'opérations arithmétiques exigé par l’al- 
gorithme (13)-(17). Pour la mise en œuvre de (13)-(17) il faudra 
8N — 5 additions et soustractions, 8N — 5 multiplications et 3N 
divisions. Abstraction faite du temps mis aux différentes opérations 
arithmétiques par l'ordinateur, le nombre total d'opérations associé 
à l’algorithme proposé vaut Q = 19N — 10. 


2. Justification de la méthode. L'algorithme du balayage (13)-(17) 


élaboré plus haut sera dit correct si, pour tout 2 < i< N, on aura 
l'inégalité 


A = Ci — difin + @ (ami — bi) Æ 0, Ai = G — bi # 0. 


Le lemme suivant fournit les conditions suffisantes de la correction 
de l'algorithme (13)-(17). 


Lemme 4. Soient les coefficients du système (1)-(5) satisfaisant 
aux conditions 


[a |>0, 2<i<N, |bi1>0, 1<i<N, 
ldl=>0, 0<i<N—1, lal>0, 0<i<N—2, 


ainsi qu'aux conditions 


[colZ>ldol+lel lal>zlhl+ldi+leal, 
IcnNiZ>lanl+lbnk Icwial> lan l + ln | + 
+ | du |, (18) 


lal>l&l+libii+idi+larlr 2<i<N—2, 


1C8 MÊTHODE DE BALAYAGE (CH 

avec au moins une inégalité stricte dans l'une des inégalités (18). Dans 

ce cas l'algorithme (13)-(17) est correct et, en outre, on a les inégalités 
lal+IiBilgi, 1<i<N—1 larxl<i. 


En effet, en vertu des conditions du lemme, il s'ensuit de (13) 
et (15) 


d 
la hip enEter + 


| col 
Ensuite, utilisant l'inégalité obtenue 1 — | «, | = | B1 |, on trouve 
l[a—bdmul>lal— [bille l> dl — lol) + 
+ldl+lal>lhil1Bl+ldl+ 
+ lea l> 1 — bi l+lal>0. 
De cette inégalité et de (13)-(15) on obtient la relation 


lol+1p = tibia Ca 


| C3 — bi | 


La suite de la démonstration se fera par induction. Soient satis- 
faites les inégalités 


l'œil + IBial<14, la l+IBi1<1. (19) 
Montrons qu'alors les inégalités 
A = Co — Gifin + @ (amis — bi) Æ0, |œiys | + | Bit | L1 


sont vérifiées. 
Et, de fait, de (18) et de (19) il vient 


FAIZ>lcl— Tao llBis 1 — le ll @ia | | & | — 
— lullbl> le l(— Bi D) + lb: (A — l'œil) — 
— luillmillml+lidii+leal2>|@ll|@al + 
HIDIIBl—-lullairillaæl+idii+iæal2 
> Imllmiil{—-lu)h+ld—-bifil+lal> 
> lmllaiil|Bil+ld—bBil+lialz 
> Id + Bi(amii—b)|+lal>0 i<N—2. (20) 
De là et de (13), (15) on tire 


Las 11 Bree | = BL Gin Test 4, IN —2. 
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Ensuite, pour i = V — 1, on a au lieu de (20) l'estimation 
[Avi l> lan ll @n-e | Bai | + ln | Ba | + 


+ Idvi11> 0. 
De plus, on obtient de là 


lAwal> di + Bn-1 (@nwG@n-e — bn) |, 
et, par suite, 


Lan 1= dns +Bn-1 (an n-2 — dns) | KA. 
Il ne reste qu'à montrer que À,, 0. On aura 
[AvIZ>lcnl— lan lIBnal— lœn 11 &nval | an | — 
—[anllbrki=lcn|—-lanl—!bx1+lanxt(— 
— [Bill +lbnI(—- lan) —lawllavillan | > 
>lcwl—laxi—lbnI+4—]lax 1) À — |Bn-1l lanwl+ 


+ lon 1(—]laxr |). 


En vertu des hypothèses du lemme, on obtient sans peine qu’au 
moins dans l’une des inégalités [c, [> [ar |+1br|,|an | <1, 
on aboutit à une inégalité stricte. [l s'ensuit donc que A, 0. 
Le lemme est démontré. 

Remarque. Il s'ensuit des estimations |æ&; | + |[B;: | <1 
données dans le lemme 4 que si, lors du calcul de y, une erreur est 
commise, cette dernière ne croîtra pas en poursuivant le calcul 
suivant les formules (17). 


3. Variante du balayagc non monotone. Donnons maintenant l'algorithme 
de la méthode du balayage. obtenu si l’on recherche la solution du système 
(1){5) suivant la méthode de Gauss avec choix de l'élément principal de la 
ligne. Cet algorithme sera correct à la seule condition de non-dégénérescence 
de la matrice .# du système (1)-{5). Vu que le procédé de construction de l’algo- 
rithme est analogue à celui décrit au point 4 du $ 2, on se limitera à ne donner 
que la forme définitive de l'algorithme. 

1) On fournit les valeurs initiales: C = co, D = do, B = b,, Q = c, 
S=a, T=b, R=0, A4 =a;, F = fo, D = f;, G= fs, H = f, en posant 
Ko = V, No = 1. 

2) où effectue successivement pour i = 0, 1, ..., N — 2, suivant la 
situation, les opérations décrites aux points a), b) ou c): 

a) s$ |[C|>I1DIet|C|>le,l|, on a alors 


@ti = DIC, Bip = 0, Vip = FC, 
C=Q—Barn D = dirs — Bhisn  F = DO + Byisr 


B=T— Say, Q—Ccips — Ship D = G — Syiyr, 


S = À — Ra;+ T = bits — RBi41 G= H + RYy41 (21) 
R=0, A=Gj44 H = fiss; } 29) 
Op Xe Hi = Ni Mis =it+2; : 
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b) si [DI>IC|let |D|1>lel, on a alors 
Qt = CID, Piyi = —euD, Yigi = —FID, 
C= Qui — B, D = Ori + dipur F = © — Qyita, 
B= Tag —S, Q= Thiyit cite D = TYip + G, 
S= A4 —R, T= Afiyi+ bigss G—= H— AYiyss (23) 
R=O, A=ajys H=fiss | 
Os Ne Ka Xn Niu=it+2; 
)silal>lClet|e|>12D]|, on a alors 
Gti = Dies Bin = Ces Vita = Flers 
C=Q—dipiign D = B — dipibygns F= © + ditiTitrs 
B= T—cyps@ign Q= S — cipebign D = G — CitaVita 
S= A — biistipn TR — bigsbigns G—= H + bigsYignr (25) 
R = —a;;;@is; = — GjyaBisrs H = fi44 — ai4a Via, } 
Ori it Ki = Nb Ni+1 = Xi. 


(24) 


(26) 


Remarque. Pour i>N—3 on peut se dispenser d’effec.uer les 
calculs suivant les formules (22), (24) ou (26), tandis que pour i= N — 2 
on n'effectue pas les calculs suivant les formules (21), (23), (25). 

3) Si|C|>1D|,;ona ax = DIC,yn = FIC, Yx+41 = (© + Byx)/(Q — 
— Ban), 6ù = Xe #n = NN Si D |>IC]I, on a ax = C/D, yx = 
= —FID, Yn+41 = (© — Qyn)/(Qax — B), 0x = nx-1 #x = x 1 

4) On calcule les inconnues y, = Yn+1s Um = ANYn + Yn, Mm= ON, 
n = XN, ensuite, on détermine successivement pour i = NM — 2, N — 3, ..., 
les inconnues restantes y, = @i+iUn — Bi+aVn + Visas M = Giga = Kia 


k = t+1- 
Voious un Sn pe d'application de Ja méthode du balayage non mono- 
tone. Au point 3 du $ 3, ch. I on a résolu le problème aux limites discret suivant : 


Yo — Y1 + 2Ys = 2; t= 0, 

—Yo F Hi — ÿYs + Ys = 0, = 1, 

Ya — Yi + Vi — Via + Vite = 0, 2<I<N—2, (27) 
YN-3 — YN-2 F YNA — Yn = 0, = N—1, 

2YN-2 — Yna + Un = 0, = N. 


Si N est pair et n’est pas multiple de 3, le système (27) possède une solu- 
tion unique 


ye= — cos sin +, OLI<N. (28) 


On se convainc sans peine que l'algorithme du balayage monotone cons- 
truit pour le système (27) est incorrect : lors du calcul des coefficients de balayage 
+, Be et y, on est obligé d'effectuer une division par zéro. Par contre. l'algo- 
rithme du balayage non monotone permet d'obtenir une solution exacte pour (28). 
En guise d'illustration de cet algorithme (tabl. 2), donnons les valeurs des 
coefficients de balayage &;, B, et y;, de même que de 6,, x, et n; pour N = 10. 
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Tableau 2 


1 1 1 1 1 

1 1 1 2 2 
PI 21215 1|—-111]-5|-5|1 

4 2 

Yi 1 1 |—11—2|[—2) 2 3 | —3 0 |—2 1 
6; 2 3 LA 0 5 | 6 î 9 | 8 1 
#} 1 () 1 1 1 | 1 1 8 | 1 ]|10 
y |—1|—1 | 1 11—1|1—1] 1 1|[—1|—1 | 1 


. On voit sur le tableau que les inconnues y, se déterminent dans l'ordre 
suivant: Yo Var Ver Vor Vis Ver Usr Yor Year Vs, Ye, C'est-à-dire suivant un 
ordre non monotone. 


$ 4. Méthode du balayage matriciel 


1. Systèmes d’équations vectorielles. On a précédemment noté 
que l’un des procédés de résolution des problèmes aux limites sur 
les équations différentielles ordinaires d'ordre élevé est leur réduc- 
tion à un système d'équations du premier ordre avec approximation 
subséquente de ce système par un schéma aux différences. On obtient 
ainsi un système d'équations vectoriel biponctuel de conditions aux 
limites de première espèce. Sous forme générale il s’écrit ainsi: 


Pi4aVi4i — QiVi = Fisy, O<Ki<N—1, (1) 
PoVo = For QnxVn = Fn+r 


où V, est le vecteur des inconnues de dimension M, P;4, et @;, 
pour OSi<N—1, des matrices carrées M X M, P, et Qx des 
matrices rectangulaires de dimensions M, X M et M, X M respecti- 
vement, M, + M, = M. Le vecteur F;., pour 0 < i< N — 1 est 
de dimension M, tandis que les vecteurs F, et F,., le sont de M, 
et M, respectivement. 

Notons que l’autre procédé de résolution des équations diffé- 
rentielles mentionnées est leur approximation directe par des sché- 
mas aux différences. On obtiendra alors un système d'équations 
scalaires multiponctuelles. On a déjà étudié les méthodes de résolu- 
tion des équations scalaires tri- et pentaponctuelles au $ 1-3. Mais 
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% 


si l’on procède à l’approximation d’un système d'équations diffé- 
rentielles ordinaires d’ordre élevé, on aboutit alors à un système 
d'équations vectorielles multiponctuelles. Cependant, les systèmes 
d'équations multiponctuelles vectorielles, comme les systèmes 
d'équations multiponctuelles scalaires, peuvent être réduits aux 
systèmes de la forme (1). Et à chaque méthode de résolution de (1) 
correspondra une certaine méthode de résolution du système multi- 
ponctuel initial. Eclairons l’idée de la transformation mentionnée 
sur l'exemple d’un système d'équations pentaponctuelles déjà 
étudié au $ 3 (voir (1)-(5)). Si l’on pose 


Yy —= (Yiyas Yas Yrras Yi-o), 2<Ki<N —1, 
Fiji = hi 0, 0, 0), 2£Li<N—2, 
F2 = (fo fi), Fn = Gn-1: FO 


alors compte tenu des relations identiques entre Ÿ ;., et Ÿ ; le système 
considéré du $ 3 s’écrira sous la forme 


Pi4aYits — QiYi = Fisns 2<i<N — 2, 


(2) 
PeYa = Fo, Qv1Y nv = Fy, 
où 
€; 0 O0 0 d; — C1 b, — €; 
0 1 0 O0 1 0 0 0 
Pin=lo 0410! À=lo 1 0 Oo |” 
0 001 (0 O  —1 0 
2<Li<N—2, 
= 0 €o —do Co Os | — du CN —Ün-1 An 


Dans le cas considéré M, = M: = 2, Le = 4, 

Nonobstant le fait que les équations vectorielles multiponctuelles 
peuvent être ramenées à la forme (1) et qu’on peut ainsi se limiter 
à la construction de la méthode de résolution du seul système (1), 
on examinera séparément la classe des équations vectorielles tri- 
ponctuelles. Et, même davantage, au point 3 on réduira (1) à un 
système d'équations vectorielles triponctuelles et l’on obtiendra 
une méthode de résolution du système (1) constituant une variante 
de la méthode de résolution d'équations triponctuelles. 

Avant de décrire la forme générale des équations triponctuelles, 
donnons un exemple. On montrera que le problème de différences 
pour la plus simple des équations elliptiques se réduit à un système 
d'équations triponctuelles de forme spéciale. 
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Soit un maillage rectangulaire © = {x;; = (ih1, jh) EG, 0 < 
<i<M. OLj<N. Lh = Mh, lb = Nh,} avec frontière 7 
introduit dans le rectangle G = {0< zx, < +. @ = 1, 2}, sur 
lequel il s'agit de trouver la solution du problème de Dirichlet au 
sens de différences finies pour l'équation de Poisson 


tds — (x), z CE, 


(3) 
y(x)=£g(zx), z EY, 


où 
Va = ge LG +1, 7) 24 (, ÿ) + ut — 1, 5), 


Transformons le schéma (3). A cette fin multiplions (3) par (—hi) 
et répartissons entre les points la différence divisée Ya On a avec 
1£<j<N—1: 
pour 2<i<M—2 
= hiq (à, j); 
pour i— 1 
y 10 + [26 5 @ 641, 72 6 D) ]- 
— y (à +1) =Hip(&, j); 
pour i— M—1 


y 1) + [276 D (GA 20 6 D ]- 


où 
PU = PC D +7 € (0. À. 


— ; À 1 N 
PM —1. = (M —1, j) +558 (M, j). 
De plus, pour j = 0, N, il vient 
y (ë, 0) = g (à, 0), y(i, N)=gti N), 1<i<M—1. 
Désignons maintenant par Ÿ, le vecteur de dimension M — 1, 
dont les composantes sont les valeurs de la fonction de maille y (i, j) 
aux nœuds intérieurs du maillage w sur la j-ième ligne: 
Y;= 4j, y)... y(M—1,)j), 0O<j<N, 
8—01162 
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et par F;, le vecteur de dimension M — 1 : 
F; = (hiq (A, jÿ), hip (2, j), ..., hi (M — 2, j), hig (M —1.j)), 
F;={(g(4, 3j), 8(2, j), ..., 8 (M —1, j)), j = 0, N. 


Définissons également la matrice carrée C de dimension (M — 1) X 
X (M — 1) de la façon suivante: 


CV = (Av (1), Av (2), ..., Av (M — 1)), 
V =), v(2),..., v(M —1)), 
où l'opérateur de différences A est 
Av(i)—=2v(i)—hîiv-. (i), 1<i< M —1, 


XX: 


v (0) =v(M)=0. 
On voit sans peine que C est la matrice tridiagonale de la forme 
2(1+a) —a« (® . 0 0 0 
—x 2(1Â+a) —x ... 0 0 0 
0 —xœ 2(1Â+a) .…. 0 0 ÔÛ 
Ce Se anne Dane ee do CD dou ee | 
0 0 0 .. 2(4+a) —« 0 
0 0 0 ….  —&@ 2(1+a) —a 
- 0 (0 0 DR 0 —@4 2(1+4a) 


(4) 
où & — hi/h, C étant une matrice à dominance diagonale, car 
[1+al>la|l, « >0, et, partant, n’est pas dégénérée. 

Sur la base des notations introduites, les relations obtenues plus 
haut peuvent être écrites sous forme de système d'équations vecto- 
rielles triponctuelles 


—Y;1+CY; — Yi =F;, 1<j<N —1. 5 

Yo = Fo, Y, = F\. 9) 
C'est justement le système triponctuel cherché de forme spéciale 
à coefficients constants. 

Le problème (5) est un cas particulier du problème général sui- 
vant : rechercher les vecteurs Y, (0 < j < N) satisfaisant au système 
qui suit: 

EoYo — BoY: —— Fo, ] = 0, 
—A;ÿY;a +CY;— B;Y;n =F;, 1<j<N—1A1 (6) 
. ANT ra +CNY x = Fx, j=N, 
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où Y,;et F; sont des vecteurs de dimension M;, C; représente la 
matrice carrée M, X M;, A; et B; sont les matrices rectangulaires 
de dimension M; X M; et M; X M;,1 respectivement. 

Aux systèmes de forme (6) se réduisent les schémas aux diffé- 
rences d'équations elliptiques d'ordre deux à coefficients variables 
dans un domaine arbitraire au nombre de dimensions quelconque. 
Au cas du domaine bidimensionnel., comme dans l'exemple examiné 
plus haut, le vecteur Ÿ; est formé par les inconnues de la j-ième 


ligne du maillage w, tandis que au cas du domaine tridimensionnel 


il est formé par les inconnues de la j-ième couche du maillage w. 
Dans ce dernier cas C'; sort des matrices tridiagonales par blocs 
avec matrices tridiagonales sur la diagonale principale. 

Pour résoudre le système (6), on définira la méthode du balayage 
matriciel analogue à la méthode du balayage utilisée pour les équa- 
tions triponctuelles scalaires. 


2. Balayage des équations vectorielles triponctuelles. Construi- 
sons la méthode de résolution du système d’équations vectorielles 
triponctuelles (6). Ce système est apparenté au système d'équations 
scalaires triponctuelles, la méthode de résolution duquel a été étu- 
diée au $ 1. Aussi la solution du problème (6) sera-t-elle recherchée 
sous la forme 


Yi = @j+aV jan + Bit = N—1, N—2,...,0, (7 


où &;+, est pour l'instant une matrice rectangulaire indéterminée 
de dimensions M; X M;,,, et B;:1 le vecteur de dimension 
De la formule (7) et des équations du système (6) on tire pour 1 < 
<j<N—1 (comme pour un balayage ordinaire) les relations 
de récurrence servant au calcul des matrices a; et des vecteurs B;. 
À partir de (7) et des équations (6) pour j = 0, N, on obtient les 
valeurs initiales de @&;,, B, et Ÿ ,; qui permettent de passer au calcul 
selon les relations de récurrence. Ecrivons les formules définitives 
de l'algorithme de la méthode proposée qui sera appelée méthode 
du balayage matriciel: 


a+ = (Cyj— Aju;) B5, j=1,2,...,N—1, a = CriB,, 
(8) 

Bi41 = (Cy— Aa) 1 (F; + AB, j=1,2,...,N, 
Bi = Co 'For (9) 

Yi = 41 jrs + Bis J=N—1,N—2,...,0, 


Y x; = B x +1 (10) 
8* 
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On dira que l’algorithme (8)-(10) est correct si les matrices Co 
et C; — Aja; ne sont pas dégénérées pour 1 < j < N. Avant de 
passer à la définition de la stabilité de l’algorithme (8)-(10), rappelons 
quelques connaissances d'algèbre linéaire. 

Soit À une matrice rectangulaire quelconque m X n. 

Soit || x ||, la norme du vecteur x dans l’espace à r dimensions H,. 
La norme de À se définit alors par l'égalité 


AI sup LA, 
xÆ£0 Î x ÎÎn 


La norme À se définit apparemment par la matrice À, ainsi que 


par les normes vectorielles introduites dans FH, et H,. Au cas de 
n 


normes euclidiennes sur Æ, et H,, (||xz | — Ÿ x), il vient || À || = 
i=1 


= V p, où p est la valeur propre maximale en module de la matri- 
ce A*A. 

De la définition de la norme il s'ensuit une relation évidente 
[FAX [bn < I À Nz |. 

Soient données ‘ensuite les matrices À et B de dimensions m X n 
et nr X k respectivement. En introduisant sur H,, H, et H, les 
normes vectorielles et en définissant à l’aide de ces dernières les 
normes des matrices À, B et AB, on obtient les inégalités || AB || < 
< |A 12 I. 

On dira que l'algorithme est stable si l'estimation ||@; || < 1 
est satisfaite pour 1 <j< N (on admet que dans les espaces de 
dimension finie Hy;, auxquels appartiennent les vecteurs Y;, est 


introduite une norme du même type. par exemple la norme eucli- 
dienne). 


Lemme 5. Si C; sont des matrices non dégénérées pour 0 < 
<j< N, tandis que A,et B; sont des matrices non nulles pour 1 < 
<j<N —1, Les conditions 


1 Co Bol SA NCHAX IS 1 NCA; + NCPBS IT. 
1<j<N—1, 


étant satisfaites, avec au moins dans l'une des inégalités une inégalité 
stricte, alors l'algorithme de la méthode du balayage matriciel (8)-(10) 
«st stable et correct. 


Esquissons seulement l’étape principale de la démonstration du 
lemme, laissant au lecteur le soin de l’achever. On s'appuie dans la 
démonstration sur l’assertion connue: si pour la matrice carrée S 
on a l'estimation || S | L qg << 1. il existe alors une matrice inverse 
à E—S avec [| (E — S) 1 < 1/(1 — 9). 
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Supposons maintenant que || &; [| < 1. De là et des conditions 
du lemme il vient 


1 C5" A je; I NCA; KT — HCFR; 1<T. 


Vu que Cÿ'A ;a; est une matrice carrée, il existe donc des matrices 
inverses à £ — Ci'Aja;et à C; — Aja; avec || (E — Ci'Aja) | < 
< 1/[[C;'B; Il. De là et à partir de (8) on obtient immédiatement 


a+ I SI(E — C'Aja) Cr B; || 
< I1(E — Cj'Aja;)"! CB; T. 


La démonstration s'achève par induction. 

Appliquons le lemme 5 au système d'équations vectorielles 
triponctuelles (5) obtenues à partir du problème de Dirichlet discret 
pour l'équation de Poisson sur un rectangle. Le système (5) est un 
cas particulier de (6). où C;=C.B;=A;—E 1<j<N —1, 
Co=Crx=E. Bo = Ax = 0, la matrice carrée C étant définie 
dans (4). Les conditions du lemme 5 prennent la forme [C1 || 0.5 
pour l'exemple considéré. Au cas de nerme euclidienne, en vertu 
de la symétrie de C, on a 
| CT! [| — ee | he (C1) | = TR ON : 


où 24 (C) est la valeur propre de la matrice C. De la définition de C 
il s'ensuit que À, (C) est la valeur propre de l’opérateur A défini 
plus haut 


AU (i) — Anv (à) = (2—Àx)v (à) — have. (i) = 0. 
v(0)=v(M)=0, 1Si<M—1. 


Ce problème se ramène par substitution À, — 2 + hôu, au pro- 
blème de valeurs propres étudié au point 1, 85. ch. Î pour le cas d’un 
opérateur de différences du type le plus simple: Ve, T Ut = 0, 
1<i< M—1,v0(0) = v (M) = 0. Vu que ce problème a pour 
solution la solution égale à 


= À gine 1 0 U — 
Ur — PE sin TT. > 0, k=1, 2, ..., M—1, 
on à À = Àg (C) = 2 + hîpy > 2. La condition [| C-! || & 0,5 est 
donc vérifiée. L'algorithme (8)-(10) étant appliqué à la solution du 
système (5) est correct et stable. 

ExXaminons maintenant la question du volume de l'information inter- 


médiaire mémorisée, ainsi que celle du nombre d'opérations arithmétiques exigé 
pour l'obtention de l'algorithme (8)-(10), en posant, pour simplifier, que dans 
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le système (6) toutes les matrices sont carrées et possèdent les dimensions M X M, 
tandis que tous les vecteurs Y, et F,sont de dimension M. Dans ce cas les coef- 
ficients de balayage «; seront des matrices carrées de dimension M X M et les 
vecteurs B; posséderont la dimension M. 
Pour la mise en œuvre de (8)-{10) on doit mémoriser toutes les matrices a, 
our 1<j < N, tous les vecteurs $; pour 1 < j < N + 1 et la matrice 
C nN — Axa)" servant au calcul de fy,,. Les vecteurs B; peuvent être placés 
à l'endroit réservé aux inconnues de Y ;_,. Mais pour mémoriser toutes les matri- 
ces a; et les matrices (Cx — Axax)"?, il faut retenir M° (N + 1) éléments de 
ces matrices, car habituellement les matrices «; sont pleines et asymétriques. 
Le volume de l'information supplémentaire à retenir est dans ce cas M fois 
supérieur au nombre total d'inconnues du problème qui vaut M (N + 1). 

Apprécions maintenant le nombre d'opérations arithmétiques de l’algorith- 
me (8)-(10), compte tenu du fait que pour la résolution de la série de problè- 
mes (6) aux seconds membres F; différents les matrices de La Mae œ;et la 
matrice (Cr — Anan)! peuvent être calculées une seule fois, tandis que les 
vecteurs f;, et Y; doivent être recalculés pour chaque nouveau problème. 

En général les matrices C; — A;a; sont pour tout j des matrices pleines. 
Aussi pour leur inversion faudra-t-il DCS) opérations arithmétiques. Ensuite, 
la multiplication de (C; — A4;x;)-! par la matrice B; exigera au maximum 
O (MS) opérations. Aussi le calcul de &,,, sur la base de &; donné à l’aide de la 
formule (8) exigera-t-il O (M®) opérations arithmétiques. Le calcul de tous les a; 
et de la matrice (C; — Axax)”! exigera O (MSN) opérations. 

Si la matrice À; est pleine, le calcul de B;:, avec B; donné et (C; — À ;x;)"! 
calculée exigera: 2M°? multiplications et 24°? — M additions. Si À; est une 
matrice diagonale, ce nombre diminue alors et on aura besoin de AM*°-- M 
multiplications et de 2M° — M additions. Donc le calcul de B; pour 2 < j < 
< N + 1 exigera en tout 2M°N multiplications et (2M° — M) N additions. 
En y adjoignant les opérations effectuées pour le calcul de Gr avec C5! donné 
(M® multiplications et M? — M additions) on obtient finalement M°(2N + 
+ 1) nunpiesuon et M°(2N + 1) — M (N + 1) additions. 

Pour obtenir tous les Y; pour 0 < j < N — 1 avec Yx donné, il faudra 
effectuer M2N multiplications et M?N additions. En résumé, pour le calcul de 
B; et de Y'; il faut M° (3N + 1) opérations de multiplication et M°(3N + 1) — 
— M (N + 1) opérations d’addition. Si l’on s'abstient de distinguer ces opéra- 
tions. on aura en tout @ = 6M2N opérations. C’est justement le nombre d’opé- 
rations arithmétiques qu’il faut effectuer pour obtenir la solution de chaque 
nouveau problème de la série. Pour résoudre un problème unique de la forme 
(6) nécessitant également le calcul des matrices de balayage @;, il faut Q — 
= O(MSN + M°N) opérations. 

Soit donnée une série de 7 problèmes de la forme (6). 11 faut alors effectuer 
Qn = O(MSN) + 6nM=N opérations. Dans ce cas le nombre total d'inconnues 
dans la série s'élève à n M (N + 1). Il s'ensuit que pour la recherche d'une 


inconnue il faudra effectuer q = O ( us + 6M opérations arithmétiques. Ainsi 


avec l'accroissement de n le nombre relatif d'opérations exigées pour le calcul 
d’une inconnue diminue en restant toutefois toujours plus grand que 6. C’est 
en quoi diffère pour l'essentiel la méthode du balayage matriciel de la méthode 
du balayage scalaire. où le nombre relatif d'opérations exigées pour le calcul 
d’une inconnue est une quantité finie indépendante du nombre d'’inconnues. 


3. Balayage d’équations vectorielles biponctuelles. Examinons 
maintenant la méthode de résolution des équations vectorielles 
biponctuelles 

P;iViar — QiV; = F;43. OLIS N — 1, (11) 
PoVo = Fo. QxVx = Frs. 
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où le vecteur V; est le vecteur de dimension M. P;.,, et Q; des matri- 
ces carrées M X M pour 0<Li< N — 1, P,; et Q, des matrices 
rectangulaires de dimensions M, X M et M, X M respectivement, 
M, + M, = M. Le vecteur F;,, a pour dimension M avec 0 < 
<i< NV — 1. tandis que F,et F\., ont pour dimension M, et M, 
respectivement. 

Réduisons d’abord le système (11) au système de la forme (6). 
A cette fin représentons les matrices composant (11) de la façon 
suivante : 


Po=llP$|— PSI,  Qw=ll—0Q$ QI, 
pu QE, 
PE] PÈ: Q7 |— 07? 


où P;' et Q pour 0O<i<N sont des matrices de dimensions 
M, X My, k. Ll = 1. 2. En accord avec la représentation (12) posons 


! f 
Vi: = #3! O<i<N, ru ( 2 OUSiSN —1, 
i i+1 


(13) 
Fo=fé, Fn+i=fnsi, 


où vo? et f* sont des vecteurs de dimension M,, k = 1, 2. En utili- 
sant (12) et (13). écrivons le système (11) sous la forme suivante: 


Po vi— PG v2= fo. 
RUE Pin? s=fits 
Pet Pot PF 
vi, +QF 02 =fN+1. 


rs hs rue des nouveaux vecteurs d'inconnues en 
posant 


bogi<n—1 (14) 


v- 
Yo = 0, Yn+ 1= 0? rin=(", |: OSi<N —1, 
i+1 
et des matrices 


Co=P}, Bo=||P$ 10", Cns1=Q$, Anri=|10*1QN I 


11 pi: 012 | @!1 
Q° ‘ 8x =| + | A =| fl 1Si<N—1, 
qi 12 | pi 
Bu] FETES , OSi<N—2. Cn=| Serre Gi De | 
Pia 
OSi< N —1, 


où O! est la matrice nulle de dimensions M, X M1, k, 1 = 1, 2. 
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Dans ces notations le système (14) prendra la forme 


CoYo — BoY = F, à — 0, 
—AÀiYin +CYi- BiYin = Fi 1<i<N, (15) 
—À jhŸx + CvHŸ vu = Fr, i=N +1. 


Bref, le système d'équations vectorielles biponctuelles (11) se réduit 
au système d'équations vectorielles triponctuelles de la forme (15) 
dont la méthode du balayage matriciel a été construite au point 2. 
L’algorithme du balayage matriciel pour (15) prend la forme sui- 
vante : 


is = (Ci — Aa) BB, i=1.2....,N, a = CB, (16) 
By = (Ci — Aju;) 1 (F; + 48. i=1,2..... N +1. 
Bi = C:'F, (17) 
Vi midi Et Pins EnNLN = Th, 5 0! 
Y x+1 = Pre. (18) 


de plus les matrices &, et &æ,,, possèdent les dimensions M, *X M 
et M X M, respectivement, tandis que &; est une matrice carrée de 
dimension Àf X M pour 2 < i < N. Les vecteurs B; ont la dimen- 
sion M pour 2<i<N + 1, quant à B, et B,,: leurs dimensions 
sont M, et M. 

Transformons les formules (16)-(18). Compte tenu de la struc- 
ture des matrices B; on trouve que les matrices &; ont la forme 


22 a2° | 0°! 
12 11 N+1 EH i : 
&y—=|| a, | 0 ||, ana 15 : Qi — ai21oit ‘ 2<Li<N. 
N+1 î 


(19) 


En portant (19) dans (16) et compte tenu de la définition des matri- 
ces ÀA;. B; et Ci, on aboutit aux formules permettant de calculer 
ai° et «°° 


re 


12 
Li 


-{| 
| 


où a° = (P}')-1P}. re en représentant le vecteur B; sous la 
forme 


pi? 
PE 


Re QU —Qii al | pi 


Se en Q:1 12 | 21 
Qi | Pi 


| ISIiSN, (20) 


ff fe. p—( 1) 2Ci<N+1 (21) 
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et portant cette rgres dans (17), il vient 


EM 2,— Qi | PP [1 fi+QEPI _… 
(8) | TE CET PR 13+ 3: Jr 1Ri<N. (22) 
Biz |1QON —QFansall" (fN+1+ ON BV+1), (23) 


où Bi — | PS" |I-f3. 
ortons maintenant (19) et (21) dans (18) en utilisant les nota- 
tions introduites pour Y;. On obtient ainsi les formules suivantes 
permettant de calculer les composantes du vecteur d'inconnues: 
2 22 2, 2 , 2 
Dia airani Bis, i=N, N—1,..., 1, vv—=BX., 24) 
9 LAS” 
vain + fie, i=N, N—1, ….. 0. 


Bref, l’algorithme de la méthode du balayage matriciel pour le système 
d'équations vectorielles biponctuelles (11) se décrit par les formu- 
les (20), (22)-(24). 

Vu que ces formules sont le corollaire de l'algorithme de balayage, 
utilisé à la résolution du système (15), auquel on a réduit le système 
initial d'équations vectorielles biponctuelles (11), les conditions 
suffisantes de correction et de stabilité de l’algorithme obtenu sont. 
celles formulées dans le lemme 5 où il ne faut que substituer N -- 1 
à NV, les matrices C;, A; et B; étant définies plus haut. 

En utilisant l'algorithme des balayages opposés pour le systè- 
me (15), on est en mesure de construire l’algorithme correspondant 
au système initial d'équations vectorielles biponctuelles (11). 


4. Balayage orthogonal pour équations vectorielles biponctuelles. 
Voyons encore une méthode de résolution du système d'équations 
biponctuelles (11) connue sous le nom de méthode du balayage ortho- 
gonal. Cette méthode comprend l’inversion des matrices P; pour 
1<i<N et l'orthogonalisation des matrices orthogonales auxi- 
liaires. 

Recherchons la solution du système (11) sous la forme suivante: 


Vi = BB +Y;, O<i<N, (25} 


où B; pour tout i est une matrice rectangulaire de dimension A7 X Af,, 
tandis que B; et Ÿ; sont des vecteurs de dimensions 47, et A7 respec- 
tivement. 

En définissant B, et Ÿ, à partir de la condition P,B, = U!:, 
PoYo = Fo, où 01° est la matrice nulle de dimension Af, X M, 
on obtient que V, satisfait à la condition P,V, = F,. Cherchons. 
maintenant les formules de récurrence servant à Ja construction 
de proche en proche sur la base de PB, et Ÿ,. des matrices B; et des 
vecteurs Ÿ.. 
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Portons (25) dans (11). Si P;,1 est une matrice non dégénérée, 
il vient alors 


BitaiBisr + Yiys — P;510:B:p; = 


= Pris (Frs + QiYi O<Ki<N—1, 
ou 


Bi4abitr + Viui — Ainsi = XLign O0 iSN —1, (26) 


OÙ Air = PEiQ Bi Xi = Pifi (Fiys + QiY:i). La matrice 
A; à la dimension MX, et le vecteur X;,, la dimension M. 
Définissons B;.,, et Ÿ;., de la façon suivante: 


Ait a B;41Qi+1 Yi = X;41 — Bi41Qi+a (27) 


OÙ Q;+1 et Pi+1 sont la matrice carrée W, X M, et le vecteur de 
dimension W, encore non définis. Portant (27) dans (26) on obtient 


la relation By (Bi4a — Qi41Bi) = BisiQiax, qui devient une 
identité si l’on pose 


Qi4aBi = Pigr — Qi OKi<N —1. (28) 


Bref, si sont données des matrices Q; non dégénérées pour 1 <i<N 
‘et les vecteurs @; pour les mêmes à, on peut avec les formules ( (27) 
obtenir sur la base de B, et Ÿ, toutes les matrices nécessaires B; 
ainsi que les vecteurs Ÿ; pour 1<i< M. 

I] reste à déterminer les vecteurs f;. A partir de (25), pour i = , 
et du système (11), on obtient deux relations V,, = B,By + Y\, 

V, = F,., avec BY, et Y,; connus. De là cherchons pour Br 
l'équation Q ,+B By = Fv+1 — QnŸx à la matrice carrée Q,B, 


de dimension 47, X M,. Cette relation peut s’écrire sous forme 
de (25) 


Q x+1Bx = Bari — Pr+i: (29) 


OÙ Bytr = Fri Pnuei = QNYx, Qui = OnxBx. 

Si la matrice Q +, n'est pas dégénérée, on trouve successive- 
ment à l’aide des formules (28), (29), en partant de B,;4,, tous les 
B; pour O0 <i< NW. La solution du système (11) peut alors être 
obtenue au moven des formules (25). 

Vu l'arbitraire du choix de matrices Q, et de vecteurs q;, les 
formules mentionnées plus haut décrivent plutôt le principe de 
construction de la méthode de résolution du système (11) que l’algo- 
rithme concret. Un choix déterminé de Q; et de y, engendre une 
certaine méthode capable de résoudre (1i). De telles méthodes seront 
toujours appelées balayages, qui dans le sens direct permettent 
de calculer B; et Ÿ; et par remontée de trouver B;, ainsi que la solu- 
tion V;. 
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Arrétons-nous maintenant sur un mode de choix de Q; et de mi. 
Vu que les formules (27) et (28) supposent l'inversion de la matrice 
Q:;+1, cette dernière doit être inversible de manière suffisamment 
simple. 

Dans la méthode de balayage orthogonal étudiée la matrice 
Q:+. et le vecteur p;.. sont impliqués par les exigences : 1) la matrice 
B;+, se construit par orthonormalisation des colonnes de la matrice 
4:+1; 2) le vecteur Ÿ,.,, doit être orthogonal aux colonnes de la 
matrice B;41. 

Ces exigences conduisent aux égalités 


Biy1Big1 = EF,  BihiYin = 0, (29) 


où B%41 est la matrice transposée à B;41, tandis que Æ *# est la matri- 
ce unité de dimension M, x 

Cherchons d’abord |’ EL DIession de @;+1+ De (27) et de (29’), on 
tire 0 — Bi41Yiti = sé BF 4iÀ i4 — B$+1Bi+iPi+ — B'$ 41 +1 
— P;+1. En résumé. le vecteur @;:, est défini: @;:41 = Bir1X in. 

Construisons maintenant les matrices Q;.,, et B;.,,. [1 y a plu- 
sieurs modes d'orthonormalisation des colonnes de la matrice 4;.,,. 
On choisira l’orthonormalisation de Gram-Schmidt. 

Soit la matrice A;.,, de rang M,. Désignons par a, et b, les 
k-ièmes colonnes des matrices À;.,, et B;,, respectivement et par 
(.) le produit scalaire des vecteurs. En guise de b, prenons la colonne 
normée a; 


b, = ailois, oi = V (as. a). (30) 
Cherchons ensuite la colonne b, sous la forme 
nt bn), 2SkEM; (31) 
. À nkOn }; , 


où les coefficients w,4 s'obtiennent à partir de la condition d’ortho- 
gonalité du vecteur b, aux vecteurs b,, b2, . . .. br_1. et our de la 
condition de normalisation de b,: 


TR 

Onk = (b,, ax), n — 1, 2: ..., A1, Oxk — A ax) — 2 (SET 
fn 

(32) 


En vertu de l'hypothèse faite relativement au rang de À;.,, les 
colonnes a, sont linéairement indépendantes pour 1 < # < M, et 
le processus d'orthonormalisation s'effectue sans singularités. 
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1 s'ensuit de (30)-(32) que les matrices 4;4, et B;., sont liées 
par la relation A;41 — B;41Q;31, où Q:;44 est la matrice carrée 
triangulaire supérieure de dimension M, X Àf,; à éléments ow,r 
pou 1<nr<M,,n <k< M, définis dans (30) et (32) et o,r = 
= 0 pour À < n. 

Bref, les formules (30)-(32) déterminent les matrices B;., et Q,.,:. 
Un calcul élémentaire montre que la construction des matrices 
B;i41 et Q:+, peut être réalisée en effectuant MM? + 0,5 (M — M.) 
multiplications, MM — M, additions et soustractions. A/Àf, divi- 
sions et M, extractions de racine carrée. Le processus d'orthonorma- 
lisation doit être réalisé NV fois dans le sens direct de la méthode du 
balayage. Cela exigera O (MN M) opérations arithmétiques et NM, 
extractions de racine carrée. 

ÏIl nous reste à indiquer comment on obtient la matrice B, et le 
vecteur Ÿ,. Posons que les matrices P;., et Q;, sont non dégénérées 
pour 0 << i< N — 1. De plus, admettons que la matrice P!! est. 
non dégénérée, quant à la matrice Q. elle est de rang Àf.. 

Construisons B, et Yo. Soit 


AE |’ 


(Ph): PJ? Los Fo 
ue - Fr 


une matrice rectangulaire de dimension M X M, et le vecteur de 
dimension À/. Vu que la dimension de la matrice carrée unitaire Æ**° 
est M, X XL, le rang de À, vaut M,. La matrice B, se construit 
sur la base de À, par orthonormalisation (30)-(32). tandis que Y, 
est choisi à l’aide de la formule Ÿ, = À, — B,æo sur la base de la 
condition d’orthogonalité aux colonnes de la matrice /?,. ce qui 
donne @ = B5X5- Vu que 


: (PAM: pi? 
Bo= A0" Po4o= 1 Pat 1 — PEN] CES 


= [101 11, 


P5Bo = 0". Ensuite, on a 


PoYo — PoX0 = P5B0%o = Po 0 — Fo. 


Bo et Ÿo ainsi construits vérifient donc les relations imposées : 
PoBo = 0 et P,Y,5 = Fo. 

Remarquons que du fait de la non-dégénérescence de P;,, et Q: 
le rang de la matrice À;.,, coïncide avec celui de B;. En outre, 
en vertu de la non-dégénérescence de Q, le rang de B, coïncide avec 
celui de À, et vaut Af,. Aussi le processus d’orthonormalisation (30)- 
(32) s’effectuera-t-il sans entraves. Ensuite, puisque les rangs des 
matrices Q, et B, valent M:, la matrice carrée Q4,, = Q,B y 
sera non dégénérée, permettant ainsi de trouver le vecteur B,. 


& 
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Donc l'algorithme de la méthode du balayage orthogonal prend 
la forme suivante : 


4) B;Q; E— A ;, L— 0, 1. 2. a+ D N, 


Ai= PrQiuBins 1Si<N, A5= ] EE 


un (33) 


Les matrices B, et Q; pour 0 < i < W se calculent à l’aide des 
formules (30)-(32) et sont mémorisées. On pose Q\4, = Q,B\. 


2) Y;= ZX; — B;w;. p; = BiX;. i = 0, Le N, 
1\=1 
Xi PT (Fi + QinYin), 1<i<N, X,= (87 ki (34) 


On calcule et on mémorise les vecteurs Ÿ; pour 0<i< AN et y 
pour 1<i<N. On pose @\i1 = OxYs. 
3) Q; +18; = Bit: — ®i+1: i=N.N— 1. sut 0, 
Bart = Fr 
V, = Bip; + Y;, OSi< NN. (39) 


Remarque. Vu que les matrices Q; pour 1 <i< AN sont 
des matrices triangulaires supérieures de dimension M, X M, 
pour trouver f, sur la base de B;,, et @;41 il faut O (M°) opérations. 

En guise d'illustration de l'algorithme proposé prenons un 
exemple. Supposons qu'il s'agit de résoudre le problème de diffé- 
rences triponctuel suivant: 


—Yin + Yi Vin =0 1<Li<N—1, (36) 
Yo — 1, Yx = 0. 


Ce problème a été déjà vu au point 4 du $ 2, où, au moyen de la 

méthode du balayage non monotone triponctuel. on a abouti à sa 
solution pour Ÿ non multiples de 3, à savoir 

sin or 

Rx 

ES 
Réduisons le système (36) au système d'équations vectorieiles 
biponctuelles de la forme (11) en posant 


_{ y L 
Vi=(#), 0<i<n-—1. 
On voit sans peine que (36) est équivalent au système suivant: 

Viys —QV;, =0, O<Si<N —72, | 
| PVo — 1, OV Rs — 0. ( 1) 


OKi<N. 


126 MÊTHODE DE BALAYAGE [CH. I 


Tableau 3 


— 
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011 x > 
où P,=111101l, Ow=110111l, @ =| = Le système (37) est 


un cas particulier de (11) avec M,—M;,—1, M —2. 

Pour la résolution de (37) uiilisons l'algorithme du balayage 
orthogonal (33)-(35). Dans l’exemple étudié les matrices B; ont 
la dimension 2 X 1, Q; la dimension 1 X 1. les vecteurs Ÿ; auront 
la dimension 2 et les vecteurs B; et @; la dimension f. 

On a donné au tableau 3 les matrices B; et Q;, ainsi que les 
vecteurs Ÿ;, @; et B; pour N = 11. La méthode du balayage ortho- 
gonal utilisée permet d'obtenir la solution exacte y; du problè- 


me (36). 


5. Balayage des équations triponctuelles à coefficients constants. 
Revenons de nouveau à la méthode du balayage matriciel des équa- 
tions triponctuelles et examinons le cas particulier de ces équations, 
à savoir: 


—ŸY;a1+CY;— Yi = EF 1<j<N —1. 


(38) 
Yo — Fo; Y y» — F,, 
où C est la matrice carrée de dimension M X 1, tandis que Y; 
et F,; sont les vecteurs cherché et donné de dimension Âf. 

On a montré au point 1 qu’au système d'équations triponctuelles 
de la forme (38) se réduit le problème discret de Dirichlet pour 
l'équation de Poisson sur maillage rectangulaire donné dans un 
rectangle, la matrice C étant symétrique et tridiagonale. Ensuite, 
au point 2, $ 4 on a montré que la méthode du balayage matriciel 
présentant pour (38) la forme 


Œj+1 —= (C — æj)"1, j=1,2,..., N —1, a) —= 0. (39) 
B5+1 — Aj+i (F; + B;), j=1,2,..., N—1, pr — Fo. (40) 
Yj = Gj4iŸ jt + Ban, J=N—I1, N—2,...,1, 
Yy=Fx. (41) 
était correcte et stable. On y a également montré que les valeurs 
propres de la matrice C sont supérieures à 2: 
=} (C) = 244 5 sin? D Te > 2. (42) 


Rappelons que dans le cas d'équations ue triponctuelles 
du type général, pour obtenir l'algorithme du balayage matriciel 
il faut O (MSN) opérations arithmétiques pour le calcul des matrices 
a; et O (M°N) opérations pour le calcul des vecteurs de balayage 
B; et l'obtention de la solution Y,;. Pour mémoriser les matrices 
D léine et, en général, non symétriques a; il faut retenir Af° (N -- 1) 
éléments de ces matrices. Diminue-t-on ce nombre si l’on réscut. 
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par la méthode du balayage matriciel le système vectoriel triponctuel 
spécial (38) à coefficients constants ? 

Pour l'exemple considéré, toutes les matrices a; seront symétri- 
ques en vertu de la symétrie de la matrice C, or, bien que C soit 
une matrice tridiagonale, toutes les matrices &;, j > 2, seront 
pleines. Donc on ne peut diminuer. compte tenu de la symétrie 
des matrices &;, que le volume de l'information mémorisée inter- 
médiaire et pas plus que de moitié. L'ordre du nombre d’opérations 
arithmétiques en À et NV ne variera pas. 

Construisons maintenant la modification de l'algorithme (39)- 
(41) qui ne nécessite pas de mémoire auxiliaire pour la mémorisation 
de l'information intermédiaire et se réalise avec O (MN*) opérations 
arithmétiques si le problème (38) est résolu avec la matrice tridiago- 
nale C. 

Cherchons d’abord la forme explicite des matrices de balayage 
a; pour tout j. A cette fin. utilisant (39), exprimons «; en fonction 
de la matrice C. Notant que 


Œ] — 0, Œe — Ci, Œa — (C* — E)"iC, (43) 


cherchons la solution de l’équation aux différences non linéaire (39) 
sous la forme 


&j — 31 (C) Pj-e (C), j2> 2 (44) 


où P;(C) est le polynôme en C de degré j. Récrivons (39) sous la 
forme 


Œj+1 (C — &;) = E, i> 2, 


et portons-y (44). On obtient la relation de récurrence P, (C) = 
= CP; (C) — P;-e (C), j > 2, ou, après le déplacement de l'indice 
d’une unité et compte tenu de (43): 
Pj+1 (C) = CP) (C) — P;j (C), j2>1, 
P,(C)=E, P,(C)=c. 
Bref, les formules (45) déterminent complètement le polynôme P; (C) 
pour tout j > 0. 


Cherchons la solution de (45). Le polynôme algébrique corres- 
pondant vérifie complètement les relations 


Pin) =tP;(@—P;1(), j21, 
P,@=1, P,O=t, 


constitutant le problème de Cauchy pour l’équation aux différences 


triponctuelle à coefficients constants. Au point 2 du $ 4, ch. I, 
on a trouvé la solution de ce problème P;,(t) = UV; (=)  1>90, 


(45) 
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où U; (x) est le polynôme de Tchébychev de seconde espèce de degré j 


sin (+1) arccos zx) 


U; (zx) = sin arccos z , TI, 
PTT shG+DARhD Los 
sh Arch z ’ z 1. 


Donc l'expression explicite des matrices de balayage @; est ainsi 
trouvée : 


eV (+)Ue(+), 122 =. (46) 


Cela nous dispense d'effectuer des calculs, suivant la formule (39), 
des matrices de balayage &;, qui constituent l'essentiel du volume 
des opérations arithmétiques de l'algorithme (39)-(41). En outre, 
il n’est pas nécessaire de mémoriser les matrices &;. 

Voyons maintenant les formules (40) et (41). Elles comprennent 
la multiplication de la matrice &;,, par les vecteurs F; + f; et 
Y;:,. Montrons donc comment il est possible, sans le calcul de «; 
à l’aide de la formule (46), d'obtenir le produit de la matrice a; 
par un vecteur. Il faut pour cela recourir au lemme 6 qu’on formulera 
sans démonstration. 


Lemme 6. Soit un polynôme f,(x) de degré n possédant des 
racines simples. Le rapport du polynôme g,, (x) de degré m au poly- 
nôme f, (x) de degré n > m ne possédant pas de racines communes peut 
être représenté sous forme de somme de n fractions élémentaires 


£m (x) _— S a} — Fm (x) 
AS zu" fn)? 


où :, sont les racines de f, (x), et f, (x) la dérivée du polynôme f, (x). 


En utilisant le lemme G. on obtient le développement en fractions 
U j-a (x) 


Unit)! j>2. Vu que les racines 
1 


simples du rapport œ (x) = 
de U;-, (x) sont 


= cos, k= 1, 2 ..s j—1, 


et 
: Le d  (—1)k=1 
Cia (Zn) =(— De 7 IU;j-1 GNT. 


sin” — 
/ 


1—11116G2 
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en vertu du lemme 6 on a alors pour œ (x) le développement suivant : 


5-1 sin2 T LES 


_ Uj-2 (2) PPALLA SE _ 
PO=T ES — ax du (z cos =) : (47) 


Il s'ensuit de (46) et (47) encore une représentation de la 
matrice &«,; qui sera justement utilisée 


j—1 2 sin? LUS 
j 


kT —1 
Qj — Ÿ an(C—2cos © E) , Ahj — 
h=1 


Î 9 


En utilisant (48), on peut réaliser la multiplication de la matrice @, 


par le vecteur Ÿ suivant l'algorithme: pour k =: 1, 2. .... j — 1 
on résout les équations 
(C—2c0s EE) Vi = ay, (49) 


où ay; est défini dans (48), tandis que le résultat a&;Ÿ s'obtient de 
proche en proche par sommation des vecteurs Ÿ, 
j-1 


ajY —= 2 V,. (50) 


Notons qu’en vertu de (42) la matrice C — 2 cos EE est non 


dégénérée et, de plus, tridiagonale, si la matrice C l'était. Dans 
ce cas chacune des équations (49) se résout en © (M) opérations 
arithmétiques à l’aide de la méthode du balayage triponctuel scalaire 
décrite au $ 1. Donc la résolution de tous les problèmes (49) et le 
calcul de la somme (50) exigent O (Mj) opérations. Comme dans (40) 
et (41) la multiplication de la matrice &; par les vecteurs est effectuée 
pour j = 2, 3. .... N, la méthode modifiée du balayage matriciel 
(40), (41) et (49), (50) vaut O (WMN*) opérations arithmétiques. 

On a donc construit la méthode modifiée du balayage matriciel 
qui permet de trouver la solution du problème discret de Dirichlet 
pour l’équation de Poisson dans le rectangle au moyen de © (MN*:) 
opérations arithmétiques. La diminution du nombre d'opérations 
par rapport à celui exigé par l’algorithme initial (39)-(41) est le 
résultat de la prise en compte de la nature spécifique du problème 
à résoudre. 

On étudiera dans les deux chapitres suivants d’autres méthodes 
directes de résolution du problème mentionné, ainsi que des problè- 
mes de différences semblables qui exigeront un nombre encore plus 
faible d'opérations que la méthode construite ici. 


CIFAPITRE TITI 


MÉTHODE DE RÉDUCTION TOTALE 


On étudie dans ce chapitre la méthode de résolution des équations de mailles 
elliptiques spéciales sur maillage ou méthode de réduction totale. Cette méthode 


directe permet de trouver la solution du problème discret de Dirichlet pour 
l'équation de Poisson dans un rectangle en O (N* log, N) opérations arithméti- 
ques, où N est le nombre de nœuds du maillage suivant chaque direction. 

Au $ 1 sont définis les problèmes aux limites pour équations aux différence- 
dont la résolution peut être effectuée par la méthode de réduction. Au $ 2 ess 
décrit l'algorithme de la méthode pour le cas du premier problème aux limitet 
et au $ 3 sont étudiés des exemples d'application de la méthode. Au $ 4 on a génés 
ralisé la méthode aux cas de conditions aux limites générales. 


$ 1. Rroblèmes aux limites pour les 
équations vectorielles triponctuelles 


{. Position des problèmes aux limites. Au chapitre 11. pour résou- 
dre les équations triponctuelles vectorielles et scalaires. on a construit 
les méthodes des balayages scalaire et matriciel. La méthode du 
balayage matriciel pour équations à coefficients variables est mise 
en œuvre avec O (MSN) opérations arithmétiques, où 4 est le nombre 
d'équations et M la dimension des vecteurs d’inconnues (le nombre 
d’inconnues dans le problème est égal à AN). Pour les classes spé- 
ciales d'équations vectorielles correspondant. par exemple. au 
problème discret de Dirichlet pour l'équation de Poisson dans un 
rectangle on a proposé l'algorithme modifié de la méthode du balaya- 
ge matriciel. Cet algorithme permet de réduire !e nombre d’opéra- 
tions à O (MN*). 

Le présent chapitre est consacré à l’étude subséquente des métho- 
des directes de résolution d'équations vectorielles de type spécial 
auxquelles se réduisent les schémas aux différences construits pour 
les plus simples équations elliptiques. On construira la méthode de 
réduction totale qui permet de résoudre les principaux problèmes 
aux limites en © (MN log, N) opérations arithmétiques. Si l’on 
ne tient pas compte de la faible dépendance logarithmique de . 
le nombre d'opérations exigé par la méthode est proportionnel au 
nombre d’inconnues AN. L'élaboration de cette méthode constitue 
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un apport substanticl au développement des méthodes directes et 
itératives de résolution des équations de mailles. 

Formulons les problèmes aux limites pour les équations vectoriel- 
les triponctuelles dont la solution peut être obtenue par la méthode 
de réduction totale. On examinera les problèmes suivants: 

1) Premier problème aux limites. Trouver la solution de l’équa- 
tion 


Vin + CV Yi = ln 1SjiSN—1, () 
satisfaisant aux valeurs données pour j = 0 et j = N 
Yo — Fo. r ; = F,. (2) 


Y ; est ici le vecteur d'inconnues de numéro j, F; la partie droite 
donnée et € la matrice carrée donnée. 

2) Deuxième et troisième problèmes aux limites. On cherche la 
solution de l'équation (1) qui satisfait aux conditions eux limites 
suivantes pour j = 0 et j = N: 


(C +- 2aF) Yo — 2Y, — Fo, j — 0. 
—2Y rs + (CHE) Yr = Fr, j=N, 


où &« >U. 8 > 0. Pour &« = B = 0, la formule (3) définit les condi- 
tions aux limites de seconde espèce. On examinera également les 
combinaisons des conditions aux limites, par exemple, si pour 
j = 0 ce sont les conditions aux limites de première espèce qui 
sont définies, tandis que pour j = W sont définies les conditions 
de deuxième et troisième espèces. 

3) Problème aux limites périodique. Trouver la solution de l'équa- 
tion —Ÿ; + CY; — Y,,, = FF, constituant une équation périodi- 
que. Ÿ x; = Ÿ;. On suppose que le second membre F; est égale- 
ment périodique, F4; = F;. Ce problème se formule de la façon 
équivalente suivante: trouver la solution de l’équation 


—Yja +CY — Yiy = FE, 1<j<N —1, 
—Yra +CYo— Yi = Fo Yi = Yo. 


(3) 


(4) 


A cette espèce d'équations se réduisent les schémas aux différences 
pour les équations elliptiques en systèmes de coordonnées curvilignes 
orthogonales: cylindriques, polaires et sphériques. 

Outre l'équation vectorielle de base (1) contenant la seule matri- 
ce C, on examinera le premier problème aux limites pour une équa- 
tion plus générale 


—BY;1 + AY, — BY} = F;. 1Lji<N — 1. 
Vy — F5: Te Fe 


(5) 
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aux matrices carrées À et Z. Ces problèmes apparaissent avec la 
résolution du problème discret de Dirichlet de grande précision pour 
l'équation de Poisson dans un rectangle. 

Formulons les exigences envers les matrices C. À et B qui garan- 
tissent l’applicabilité de la méthode de réduction totale à la résolu- 
tion des problèmes (1)-(5)}. Admettons pour les problèmes (1)-(4) 
que pour tout vecteur Ÿ se vérifie l'inégalité (CY. Y) > 2(Y. Y), 
et pour le problème (5) l'inégalité (4Y. Y) > 2 (BY, Y) >. 
On utilise ici le produit scalaire trivial des vecteurs. 


2. Premier problème aux limites. Commençons l'étude de la mé- 
thode de réduction totale par la description des problèmes aux 
limites discrets pour équations elliptiques qui peuvent être écrites 
sous forme d'équations vectorielles spéciales (1)-(5). Soit un maillage 
carré @ = {x;; = (il, jhe) EG OLi<MO0O<Lj<N,h = L/M, 
k: = lL/N)} avec frontière y, introduit dans le rectangle G — 
= {0 Lzr, Ll, &« = 1, 2}, sur lequel il s’agit de trouver la 
solution du problème discret de Dirichlet pour l'équation de Poisson 


Vs TUE = —P (x), - Ew, (6) 
y(x)=£(x), r ET. 


Au $ 4, ch. Il, on a montré que le problème (6) peut être écrit 
sous forme de (1), (2), où Ÿ; est le vecteur de dimension 4] — 1 
et dont les composantes constituent des valeurs de la fonction de 
maille y (i, j) = y (x;;) aux nœuds internes de la j-ième ligne du 


maillage o: 
Yi = (Yy(L,j), y (2,5), -.., y(M—1,jÿ). 0<j<N\. 


C est la matrice carrée de dimension (4 — 1) “= (VW — 1) corres- 
pondant à l'opérateur de différences A, où 


RLr<—h. 


X1X1° (1) 


y = 0, zy=0, Lie 


Le second membre F; est le vecteur de dimension 4 — 1 qui <e 
définit de la façon suivante: 
1) pour j=1,2,..., N —1 


By = GO, D, hp D ee Mig (M 2. D. REG (M — 1. 
(S) 
où 


FL =. ÿ +77 «00, j). 


— | ; | , 
GW —1, j)=p(\—1, j) + 8 (AT, j) ; 
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2) pour j =0, N 
F; = (8 (1. j). & (2. ÿ). ..… & (M — 1. j). (9) 
1 s'ensuit de (7) que pour l'exemple étudié la matrice C est une 
matrice tridiagonale symétrique. 

Examinons un problème de différences plus compliqué qui s’éerit 
également sous forme des équations (1), (2). Sur le maillage © il 
s'agit de trouver la solution de l'équation aux différences de Poisson 

Yan TT Yrx, = — (x). zEw, (10) 


satisfaisant sur les côtés z, —=0 et :r, == /, aux conditions aux limites 
de troisième ou de seconde espèce 


2 2 = 
Fe Vu ban, = AP AU. (11) 
2 | 2 2 

Th Tex, #49 D: Ti = li. (12) 


R2< T2 le — he 


el aux conditions aux limites de première espèce sur les côtés re = U. 
Ze =: y(x) = £g(x), rs =0, Le, 0 Lr LL. Pour que le pro- 
blème posé puisse être écrit sous forme de (1), (2) avec la matrice C 
indépendante de j, il faut supposer remplie la condition 4x4, = const. 

Réduisons ce problème à (1), (2). A cette fin multiplions (10)-(12) 
par (—h°) et répartissons la différence divisée y- <, entre les points 


pour tous les ÿ — 1, 2, ..., N — 1. On obtient les équations sui- 
vantes : 
1) pour i =UÙ 


— y (0 j—0 +2] (145) y 0j — Eve (0, à ]— 
— y (0, j+1)=4kip (0, j): 
2) pour i=1, 2, .... M—I 
—yli j—1) + y, ÿ)—hiye Ge y j +0) = kg (à j): 
3) pour i — M 
: o[ h5 \ . h5 (M. nl 
— y. j—1)+2[ (14) y (A, J) + 5e yz, ( à) | 
—y(M,j+1)=hiq (M, j). 


Posons 

Yi. (y. ii), y (A, 5j), ..., y (M,5)},, O<j<N, 

F, - (q (0. j), këq (1, j), - . ., kg (M — 1, j), h2q (M, j)), (43) 
1<j<N —1, 

F; = {(gt4.j) gl, ..., g(M.j)), j =, N. 
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Dans ces notations les équations obtenues s'écrivent en forme 
de (1), (2), où la matrice carrée C de dimension (M + 1) X (M + 1) 
correspond à l’opérateur de différences A : 


h2 2h; 
| 2 (1+55x1) 1 Ya Ti =U, 
2y —hoy= hi <ri<li—h, (14) 


hè 2h? : 
2(1+- Ex) v+ Ève, Ti = li. 


Ay = 


On a ici de nouveau affaire au cas où C est une matrice tridiagonale. 
En posant sur les côtés z, = 0, L, les conditions aux limites de troi- 
sième espèce (11), (12) au lieu des conditions de première espèce, 
on n’aboutit qu’à une autre définition de l'opérateur A: à la place 
de (7) on a (14). L'aspect des équations (1) et des conditions aux 
limites (2) dans ce cas ne varie pas. Si pour x, = 0 au lieu de la 
condition (11) on a la condition aux limites de première espèce 
y (x) = g (x), pour z, = L, la condition (12) restant la même, le 
problème de différences ainsi posé se réduit aussi à (1). (2). Dans ce 
cas 


Y,= (tj, vi... (M, OLi<N, 


F; = (hé (1, j), kig (2, )), ..., hèo (M — 1, j), he (M, j)), 


il 


où p (1, j) = œ (1, j) + RL (0, j), (M, j) sont les valeurs au 


point correspondant du second membre de q défini dans (12), tandis 
que la matrice carrée C correspond à l'opérateur de différences A, où 


2y — Rays. hat <li—h, 
Ay = 


h 


2 e 15 
2(1+eu)y+LÈv, = si 


et y = 0 pour x = (0. 

Si la condition aux limites de première espèce est posée pour 
Z1 = L, tandis que la condition aux limites de troisième espèce (11) 
l’est pour x, = 0, on a alors dans (1), (2) 


Y, = (y (0, j), y (4,3), ..., y(M—1,j)), 0O<j<N, 
F; = (häq (0, j), hkio (1, j), . . … kg (M — 2, j), Rp (M — 1, j)), 
1<j<N—T1, 
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où p(M—1, j) = (M —1, j) + EM, j), tandis que la matrice € 
correspond à l'opérateur de différences A, où 


(2(1+8x,) 28 


Uxs- ZT; —Ù, 
1 
 2y — hey 


Ay — 
hr <li—h: 


(16) 


X1X:° 


et y = O0 pour nn = h. 

Bref. on a montré que si en direction de zx. sont données les 
conditions aux limites de première espèce et en direction de TZ, UD 
combinaison quelconque des conditions aux limites de première, 
de seconde ou de troisième espèce, les schémas aux différences pour 
l'équation de Poisson dans le rectangle s’écriront alors sous forme 
du premier problème aux limites pour les équations vectorielles 
triponctuelles (1), (2). La matrice C est déterminée à l’aide de l'opé- 
rateur de différences À qui, selon le type des conditions aux limites 
sur les côtés x, — 0 et x, — L, est donné par les formules (7). (14)- 


(16). 


3. Autres problèmes aux limites pour équations aux différences. 
Le type des conditions aux limites pour l’équation (1) se détermine 
complètement par celui de l’équation aux différences (10) sur les 
côtés du rectangle z, = 0 et x, = l+. On a étudié le cas quand sur 
ces côtés ont été données les conditions aux limites de première 
espèce. 

Voyons maintenant d’autres problèmes aux limites de l’équa- 
tion (10) qui se réduisent aux équations vectorielles (1), (3). Suppo- 
sons que sur le rectangle du maillage w, défini plus haut, il s’agit 
de trouver la solution du troisième problème aux limites pour l’équa- 
tion aux différences de Poisson. Le schéma aux différences prend 
la forme suivante: 


VTT = (LT): zE, (17) 
Lyty = xuy—p z=0 (15) 
h; Ya TU x, — hi 19 — Ps 1— V: 

2 

Red Han, gr ul P, hs he, 
2 — ; 
Ve, Te Ve = pr — Pr TU, (19) 


2 . . 
LEP RR % ee re Kyo, Zo=ls RTK —h:. (2U) 
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L'approximation aux coins du maillage à une forme speciale: 
Ve Ve (pu + me) yo. t,=0. 22=0. (21) 
a Ve (+ ee) 0. til. z=0. (22) 
FEV + Yx = (+ 2 rate) y—p. ï—=0. xl (23) 
Run (+ + Re) V0. til, ze. lo (24) 


On admet ici que les conditions x,, = const, & = 1, 2 sont. satis- 


faites. 
Montrons que le problème (17)-(24) se réduit à @, (3). En cffet, 
en désignant par Ÿ, le vecteur de dimension M +1 


Y; = (y (0, j), y (1,7), .... y (M, jÿ), V<Kj<AN 


et en définissant le second membre F; pour j = 1, 2, …. N —1 
selon les formules (13), on obtient à partir de (47) et (18). comme 
au point précédent, l'équation (1) avec matrice C correspondant 

A de (14). Il reste à montrer que les conditions (19)-(24) peuvent. 
être écrites sous forme de conditions aux limites (3). 

Multiplions (19), (21) et (22) par (—hf) et répartissons la diffé- 
rence divisée (y) qui y figure entre les points. Il vient 

1) pour à = 0 


2[ (14%) y (0, 0)—ÉË ve, (0, 0) |+ 
+ 2ho%_oy (0, 0) — 2y (0, 1) = kg (0, 0) ; 
2) pour i=1, 2, ..., M—1 
L2y (, 0)—hiys. (à, 0) + 2h2xy (ë, 0) — 2y (à, 1) = RE (i. 0) ; 
3) pour i= M 
h3 k; | 
2 (1+ x) v(M, 0)+ Eye (M, 0) | + 
+ 2hon-oy (M, 0) — 2y (M, 1) = ki (M. 0). 


Si l’on pose & —=h:%x_+, ces égalités peuvent être écrites sous forme. 


vectorielle 
(C + 2aE) Yo — 2Y1 = Fo. (25). 


où F, = (kg (0, O), hip (1, 0), y (M, U}). 
De façon analogue, à partir de (20), 5 et (24), on obtient l’équa- 


tion 
—2Y x + (C +2PE) Yx = Fx, 
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où on à posé f —,x,, et FF, = (Mig (0. N), kiq (1. N), 
.... ki (7. N)). En résumé. le schéma aux différences (17)-(24) 
est réduit au problème (1). (3). 

Examinons maintenant le cas où sont données quelques combi- 
naisons de conditions aux limites sur les côtés du rectangle G. Comme 
il a été montré plus haut. l'attribution aux côtés x, = 0 et x, = 
de conditions aux limites autres que (18) n’influe que sur la défini- 
tion de la matrice C. Si pour x; — 0 est imposée la condition aux 
limites de première espèce. c'est-à-dire si (19), (21) et (22) sont 
remplacés par y (x) = g (x). x: — 0. on doit alors substituer à (25) 
la condition Ÿ, = F,. où F4 = (g (0. 0). ..., g (MW. 0)). Dans ce 
ças le problème aux limites vectoriel triponctuel prend la forme 


—Y; —- CY; — Y jun = F;. 1<Lj<N — 1. 
Yo = Fi. (26) 
_2Y Lu + (C + 2BE)Y, = Fs 


On aboutit à un système analogue quand sur le côté x: = l, est 
im posée la condition aux limites de première espèce et sur le côté 
+. =: 0 Ja condition aux limites de troisième espèce. Dans ce cas 
le problème aux limites vectoriel prend la forme 


h LCP) = La ds, LSpeN et 5 
(C+20E) Yo —2Y; = Fo, Yx — Fr. 


On à passé en revue les exemples de problèmes aux limites pour 
l'équation aux différences de Poisson dans un rectangle et montré 
qu'il leur correspond les problèmes aux limites vectoriels (1), (2) 
ou (1). (3), ou (26), (27) à matrice tridiagonale C correspondante. 

Aux problèmes aux limites vectoriels mentionnés se réduisent 
‘également les schémas aux différences d'équations elliptiques plus 
compliquées aussi bien en coordonnées cartésiennes que curvilignes 
orthogonales. Donnons des exemples. Dans le système cartésien 
ce sont les problèmes aux limites principaux des équations ellipti- 
ques 


(6) ) +R) LE —e(Dus (9, 7€6, 


dont les coefficients ne dépendent que d’une variable. Dans ce cas 


dans le rectangle G on peut introduire le maillage rectangulaire w 
au pas À, uniforme en direction de x, et aux pas quelconques non 
uniformes en direction de zx. 

Dans le système de coordonnées cylindrique les exemples nous 
sont fournis par les problèmes aux limites pour l'équation de Poisson 
dans un cylindre de révolution fini ou un tube au cas où a lieu une 
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symétrie axiale: 
1 0 ôu ou 
Ro ao fe) 
OSro<r<R, 0<z<lI. 


Dans ce cas on peut introduire en direction de r un maillage 
irrégulier arbitraire et en direction de z un maillage à pas constant .. 
Si en cas de l'équation de Poisson il s'agit de trouver la solution 
à la surface du cylindre. c’est-à-dire si 
1 du du 


le problème de différences correspondant se réduit au problème 
aux limites vectoriel périodique (4), en admettant en direction 
de z un maillage irrégulier quelconque. 

Dans le système de coordonnées polaire, les schémas aux diffé- 
rences admissibles sont les schémas des équations de Poisson dans 
un cercle. un anneau et dans des secteurs circulaire ou annulaire 


1 2 
tr) +zser ft q) (7. 9)€c. 
Pour le cercle et l'anneau, le schéma aux différences se réduit au 
problème périodique (4), tandis que pour les secteurs aux problè- 
mes (1), (2) ou (1), (3). Dans ce cas on peut introduire un maillage 
irrégulier en direction de r. 

À un problème aux limites périodique (4) se réduit également le 
schéma aux différences de l'équation de Poisson donnée sur la surface 
d'une sphère de ravon À: 


‘4 Fe) : ôu 1 du 
Rsin0 490 (sin6 ) + R?sin° 6 6° = —f(ç, 0). 


4. Problème discret de Dirichlet de grand ordre de précision. Voyons 
maintenant l'exemple d'un schéma aux différences qui se réduit 
à l'équation vectorielle (5), plus générale que (1). Ecrivons sur un 
maillage rectangulaire © = {z;; = (il, jh) EG 0O<i<M,0< 
Z<i<N,RM = 1, RN = l} le schéma du problème discret de 
Dirichlet pour l'équation de Poisson de grand ordre de p écision 


h?+RhS 
+ HE 2 y 


x) X1X2X2 


y = — (x), zEw, 


y (x) = g (x), x EY. (28) 


La solution du schéma aux différences (28) avec le choix adé- 
quat du second membre 4 (x) converge avec la vitesse O(h* + h.) 
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vers une solution suffisamment lisse du problème différentiel. si 
h,  h,, et avec la vitesse O(R$), si k; = h, = h. 
Réduisons (286) au problème aux limites d’une équation vecto- 
rielle triponctuelle 
— BY;i+AY,—BY;,,-F,, ISj<N—1, 
Yo=Fy, Yn=Fy. 
Pour cela il faut multiplier (28) par (—;) et répartir la diffé- 


rence divisée (y+ Lune y }- entre les points en utilisant 
X1X1 / XoXa 


(28) 


les notations 
- = (y (1, j), y (2, j), . . ., y (M — 1, j)), 
= (hip (1, j), ko (2, j), - -., ho (M — 2, j), hp (M — 1, j)), 
ISIEN 1, 
où 


PA D=p(, +7 (80, + 8. (0, n). 


EOM—1, = q(M—1, + (e (M, pr MES NE) 
et 
F;= (g(1, ji), g(2, ji), --., g(M—1,j)), j = 0. N. 
Dans ce cas les matrices B et À correspondent aux opérateurs de diffé- 
rences À, et A. où 
Lee 
Auy = y + YU _ : Ri<Ti<li—h, 


Ay = 2y— sin y, <n<h—h, 


x1x1/ 


et y = U pour x, = VU et x, = L,. Ces matrices sont tridiagonales et, 
comme il est aise de le verifier, permutables. 

Le problème aux limites (29) peut être réduit au problème (1), 
(2). A cette fin il faut multiplier chaque équation de (29) à gauche 
par B-{, si la matrice inverse à B existe. Cherchons la condition 
suffisante d'existence de B-*. La matrice inverse à B existera appa- 
remment, si le système d'équations algébriques linéaires 


BY =F (30) 


possède une solution unique pour tout second membre F. 
En vertu de la définition de la matrice B. (30) peut être écrit 
sous forme de schéma aux différences 


Asy = y+ y =, hr <Kli—hs, 
du (31) 
y(0)=y(h)=0. 
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Au $ 1, ch. II on a montré que si pour le schéma (31) sont rem- 
plies les conditions suffisantes de stabilité de la méthode du balayage, 
la solution de l’équation (31) existe et est unique pour tout second 
membre f, cette dernière pouvant être obtenue par la méthode du 
balayage. En répartissant la différence divisée y, entre les 


points. écrivons (31) sous forme des équations scalaires triponctuelles 
— Aiyin + Ciÿi — Biyin = Fi 1<i< M —T1, 
Yo = 0, Ymx = 0, 

où A; —B;— Lans , Ci= EE —1 
Rappelons mue pour (32) les conditions suffisantes de stabilité de 
la méthode du balayage prennent la forme |[C;:| > |A; | + 1B:;|, 
= 1,2, ..., M — 1. A partir de ces conditions il s'ensuit que la 
matrice B possède une matrice inverse au cas où les pas du maillage 
w satisfont à la limitation k, & V 2h,. Une fois cette condition rem- 


plie, . problème (29) peut être réduit au problème (1), (2) avec 
C = B”'A. 


(32) 


$ 2. Méthode de réduction totale 
pour le premier problème aux limites 


{. Procédé d’élimination impair-pair. Passons maintenant à la 
description de la méthode de réduction totale. Commençons par le 
premicr problème aux limites sur les équations vectorielles triponc- 
tuelles 


Ya +CY,— Vin = EF, 1<j<N —1, (1) 
Y, = Fo, Y, = F\. 


L'idée de résolution du problème (1) par la méthode de réduction 
totale réside dans l'élimination de proche en proche des équations (1) 
des inconnues Ÿ,, au départ aux numéros impairs de j, ensuite, des 
équations restantes aux numéros j multiples de 2, puis de 4, etc. 
Chaque opération d'élimination abaisse le nombre d'inconnues et si 
N est la puissance de 2, c’est-à-dire N — 2", finalement, après éli- 
mination, il ne reste qu’une seule équation qui permet de trouver 
Y y7:. La marche par remontée de la méthode consiste dans la recher- 
che de proche en proche des inconnues Ÿ;, d’abord aux numéros j 
multiples de N/4, puis de N/8, N/16, etc. 

La méthode de réduction totale est apparemment une variante 
de la méthode d'élimination de Gauss appliquée au problème (1). 
où l'élimination des inconnues s’effectue dans un ordre déterminé. 
Rappelons qu’à la différence de cette méthode dans la méthode du 
balayage matriciel l'élimination des inconnues cst réalisée dans l’or- 
dre naturel. 
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Soit donc Ÿ = 2", nr >ÜU. Pour des raisons de simplification. 
introduisons les notations suivantes: C9 — C, Fi” = F,, j — 
= 1,2,..., N — 1, qui une fois utilisées permettent d'écrire (1) 
sous la forme 
—Y,, +COY,—r,,, = F9, I1<j)<N—IN = 2". ; 
Yo — F,: Y .. = F\. ( ) 

Etudions la première opération du procédé d'élimination. À ce 
stade, des équations du système (1’), pour ÿj multiple de 2. éliminons 


les inconnues Ÿ ; aux numéros impairs de j. Pour cela écrivons trois 
équations successives de (1°): 


—Y,,+COY,, —ÿ, — F9), 
Yi +COY, —Y;,1= Fr, 

—Y,+HCOY,,, Yo, j- 2, 4, 6, .... N —2. 
Multiplions la seconde équation à gauche par C(® et additionnons les 
trois équations obtenues. Il vient 

—Y,;,+COY, YF, j=2 4, 6,....N —2. : 
Yo= Fo Yn=Fy Ce 


CHE=[CO) —2E, 
FOR, COR FO), 2, 4, 6, ..., N—2. 


4 


Le système (2) ne contient que des inconnues Ÿ ; aux numéros de 
j pairs, le nombre d'’inconnues dans (2) est de N/2 — 1 et si le sys- 
tème est résolu les inconnues Ÿ ; aux numéros impairs, en vertu de 
(1'). peuvent être obtenues à partir des équations 


COY,= FPE Yi =, 8,5... N—1 (3) 


dont les seconds membres sont déjà connus. 

Bref, le problème de départ (1’) est équivalent au système (2) et 
aux équations (3), la structure du système (2) étant analogue au 
système initial. 

Au second stade d’élimination des équations du système « rac- 
courci » (2) on élimine pour ÿ multiples de 4 les inconnues aux numé- 
ros j multiples de 2, mais non multiples de 4. De façon analogue. au 
premier stade on prend trois équations du système (2): 


—Yi+COY ie —Y; = F2, 
GE Y ;j-2+ CHY, = Y ;+2 = F9), 
—Y,HCOY eV Fe, j= 4, 8, 12,..., N—4. 
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la seconde équation est multipliée à gauche par C() et les trois équa- 
tions s’additionnent. On obtient finalement un système de VN/4—1 
équations contenant les inconnues Ÿ; aux numéros de j multiples 


de 4: 
—Y, +COY,—Y,  =Fÿ#, j=4, 8. 12, .... N—1, 
Yo=Fo Yn=Fn; 
les équations COY, = FO +HY,, +Y;,,. j = 2, 6, 10, ... 
.. N—2 permettant de trouver les inconnues aux numéros mul- 
tiples de 2 mais non multiples de 4. et les équations (3) fournissant 


les inconnues aux numéros impairs. Dans ce cas la matrice C() et 
les seconds membres F® s’obtiennent à l’aide des formules 


C2 —[CM]2—2E, 
FE FU, COPO LRU, A 8 12 NA 


Ce procédé d'élimination peut être poursuivi. Au bout de la 
l-ième opération on obtient le système réduit pour des inconnues 
aux numéros multiples de 2!: 


F,u+COY,—Yu=F, j=9, 2.91 3.20, N —0!, 


(4) 
Yo=Fo Yn=Fx, 
et un groupe d’équations 
CR-OY = FPE op + Von. 
j= M1, B.QHA 5.91... MON (1) 
qui. une fois résolus successivement pour *# — !, 1 — 1.. 1. 


permettent d'obtenir les inconnues restantes. Les matrices ca et 
les seconds membres F® s'obtiennent par les formules de récurrence 


CH =[CA-NI _2E, 
FD 2 FE + COPINE FO. (Gi) 
ji=2" 2.2*, 3-2*, AE V 9}, 


pour # = 1, 2, 
Il s'ensuit de G) qu'après la (x — 1)-ième opération d'élimination 
(à = n — 1) il reste une équation en Yon-1 — Ÿ yye: 


COTE Van Yigone = FPE Yo Ya 2 
Yo= Fo Yx=Fx 


avec le second membre connu. En joignant cette équation à (9). on 
ahoutit à ce que toutes les inconnues s’obtiennent de proche en pro- 
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che à partir des équations 
he k—1 
Ce DY, = F HV on + Yon Yo= Fo; Yv=Fx, 


j== 001, 3.04 5.1, .. NA En, n—1,...,1. (7) 
En résumé, les formules (6) et (7) décrivent complètement la métho- 
de de réduction totale. Suivant les formules (6) se transforment les 
seconds membres, tandis que les équations (7) permettent d'obtenir 
la solution du problème initial (1). 

La méthode décrite sera appelée méthode de réduction totale, car 
dans ce cas la diminution successive du nombre des équations dans 
le système est effectuée jusqu’au bout. tant qu’il ne reste qu’une 
équation pour Ÿy/.. Dans la méthode de réduction partielle, qui 
sera étudiée au ch. IV, on n'effectue qu’un abaissement partiel de 
l'ordre du système et le système « raccourci » se résout par une mé- 
thode spéciale. 

2. Transformation du second membre et inversion des matrices. 
Le calcul du second membre F# selon les formules de récurrence (6) 
peut entraîner l’accumulation d’erreurs de calcul au cas où la norme 
de la matrice C®-D est supérieure à l’unité. En outre, les matrices 
C® sont. à proprement parler, des matrices pleines, même si la 
matrice de départ C(® — C était tridiagonale. Or cette circonstance 
stimule fortement l'accroissement du volume des opérations de calcul 
de F% suivant les formules (6). Pour les exemples étudiés au $ 1 la 
norme de la matrice est effectivement beaucoup supérieure à l’unité 
et un tel algorithme de la méthode se caractérisera par une instabili- 
te des calculs. 

Pour obvier à cette difficulté, au lieu des vecteurs F? calculons 
les vecteurs p% qui sont reliés à F® par la relation suivante: 


F{ = Îl C p{#2", (8) 


1 
où l'on posera formellement que U CO —E, de sorte que p{’ = 


= = F9 = == F}. 

Cherchons les relations de récurrence qui satisfont à p%. Pour 
cela portons (8) dans (6). En posant que C® est une matrice non 
dégénérée pour tout Z, à partir de (6) il vient 


Rk—1 R-2 
l re :— 1 k-1) —1) 1 t— 1 
9 Ü CO pt — LL CO (pa, + CODEN pli] 


ou 
2C4-0 p{n) + == PARA QUE Dpt D pti) 


1+2 


k—1° (9) 
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En posant S$7 1 = 2p{0 — pf-®, de (9) on tire que p{* peuvent 
être obtenus successivement suivant les formules suivantes: 


CROSS = ph, + par, PU = 0,5 (pr + 85), 


j+ 2h Fe 
j= 2%, 2.98 3.2 ..., N—%, k—1, 2,...,n—1, (10) 


Pi =F;. 


Les relations de récurrence (10) contiennent une addition des 
vecteurs, une multiplication d’un vecteur par un nombre et une 
inversion de la matrice C-1). 


Il ne reste qu’à éliminer F{* D des équations (7). En portant (8) 
dans (7), on obtient 


h— 2 
CA-0Y, = 9h-1 [l CD PR-DHY _ Ra +, on 


Yo=F; Yr=Fr, (11) 
j= 2%", 3.284, ,,., N—OA, ken, n—1,...,1. 
Il est également nécessaire ici d'inverser les matrices C*-), mais en 
outre dans le second membre de (11) est apparue une multiplication 
de la matrice par un vecteur. Dans l’algorithme étudié plus bas le 
procédé utilisé d’inversion de la matrice C‘*- permet de se débar- 
rasser de la fâcheuse opération de multiplication par un vecteur et 


de réduire la mise en œuvre de (11) à une inversion de matrices et 
une addition de vecteurs. 


Voyons maintenant le problème de l’inversion des matrices 
C®-1) déterminées au moyen des formules de récurrence (6) 


CH [CAMP —2E, k=1,2,..., CO=C. (12) 


Il s'ensuit de (12) que C(* est un polynôme matriciel de puissance 
2* en C avec coefficient unitaire près de la puissance majeure. Au 
moyen des polynômes connus de Tchébychev ce polynôme s'exprime 
de la façon suivante: 


1 
CH=2T (TC), k=0,1,..., (13) 


où T,(x) est le polynôme de Tchébychev de n#-ième degré de pre- 
mière espèce (voir point 2, $ 4, ch. 1): 
cos(narccosz), |z|<1, 
T,, (x) = ——. 
@ { LV + (+ VA D, 12121. 

En effet, en vertu des propriétés du polynôme 7, (x) 

Ton & =2[7 (F —- 1, TG) =7z, 
(13) découle de façon évidente de (12). 
10—01162 
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Ensuite, en utilisant la relation 
h—2 
[272 (a = Ua (2), 


liant les polynômes de Tchébychev de première espèce aux poly- 
nômes de deuxième espèce U, (x), où 


sin ((n<+ 1) arccos zx) Iz| A 
C , <= “1 
U, (x) — LT 


sin (arccos x) 


(EVE (HV), le] 21, 


TE! 2— 
on calcule sans peine le produit des polynômes C( 
k—2 
II C= Ua (5 C). (14) 


k—1 
Bref, les expressions explicites de C® et [| C® sont obtenues. 
0 


l= 
Dans la suite il nous faut utiliser le lemme 6 (voir point 5, $ 4, 
ch. II). Selon le lemme 6, tout rapport de polynômes g,, (x)/fn (x) 
sans racines communes, au cas de z = m, et de racines simples 
În (x) se décompose en fractions élémentaires de la façon suivante: 
n 
Em (x) _ D ai = £m (1) 


fn (æ) T4 ’ RAC 


où x, sont les racines du polynôme f, (x). 

Utilisons le lemme 6 pour la décomposition des rapports 1/7, (x) 
et U,_1 (x)/T, (x) en fractions simples. Les racines du polynôme 
Th (x) sont connues: 

(21— 1) 

2n 
et en ces points le polynôme U,_,(x) prend des valeurs non 
nulles | 

__ Ssin(narccos zy) (—1)t+1 . 
Un-1 (21) = sin (arccos zy) . (2/—1) » 1=1,2. 
| sin On I 

Aussi en utilisant la relation 7,(r)—nU,_,(x) du lemme 6 
obtient-on le développement suivant : 


ZT, = COS 1, Ll=1, 2,...,n, (15) 


... n. 


: 1. tn 
1 : (— 1): SD —— 5 — 16 
RG 2 nG—E (46) 
; ; l=i 
Uni _Q. 
Ts @) = 2 FE) ? (47) 


LR 
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où z, est défini dans (15). Les développements cherchés sont 
trouvés. 


Cherchons maintenant les expressions des matrices [C‘*-!]-1 et 


[CR-0]1 ul C® au moyen de la matrice C. A partir de (13) ‘et 


(14), compte tenu des développements des polynômes algébriques 
(16), (17), il vient 


ait 
(R-1)1-1 — ,[C—2 (21— 1) x GE: 
Cé-rie D aan (0—2eus BED E), 
oh—1 ok-1 


Fs 1 : (21— 1) 1 
[CA-0 7-1 Il CO = —— 2 (C—2c0s EE) | 


Les relations obtenues permettent d'écrire sous la forme sui- 
vante les formules (10): 


Rk=1 
Ce Il Œar, CT) k—  (PŸ ska + PA Von) 
p49= 0,5 (pf- 04 ST), (18) 
pi =F;, 
j= 2, 2.28, 38.28, ...,N—9%, k—1,92,...,n—1, 
ainsi que les formules (11) : 


2h71 
Y;= [ Cia LA + ou, pa (Ÿ 3 oh + Yon), 
Yo=Fo, Yw=Fy (9) 


JDA GORE DDR... NS, 
k=n, n—1Â,...,1, 
avec les notations 


+ 

Ci ny =C—20cos Le E, Œi, R-1 en : sin et à 

' 2R 2k71 2h 

(20) 

En résumé, on a obtenu les formules transformées (18), (19) dé- 
crivant la méthode de résolution de (1) par réduction totale. Ces for- 
mules ne contiennent que des opérations d’addition des vecteurs, 
de multiplication d’un vecteur par un nombre et d’inversion des 
matrices. 

Notons que si C est une matrice tridiagonale, toute matrice 
Ci, r-1 Sera également une matrice tridiagonale. Le problème de 
108 
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l’inversion de ces matrices a été résolu au chapitre II. Ensuite, si 
pour la matrice C est remplie la condition (CY, Y) > 2 (Y, F), il 
s'ensuit alors de (20) que les matrices C, , seront définies positives 
et, par suite, auront des inverses limités. On obtient alors du dévelop- 
pement [C%*-2]-1 que pour tout k > 1 les matrices C*-1 ne sont 
pas dégénérées. Rappelons que cette hypothèse a été utilisée pour 
obtenir les formules (10). 


3. Algorithme de la méthode. Les formules (18), (19) obtenues 
plus haut servent de base au premier algorithme de la méthode. 
Voyons tout d'abord quelles grandeurs intermédiaires et à quel 
moment doivent être calculées et mémorisées à des utilisations ulté- 


rieures. 

L'analyse des formules (19) montre qu'en fixant k pour le calcul 
de Ÿ;, on utilise les vecteurs p#- aux numéros de j = 281 
3-2*-1,,,.., N — 2-1, Tout vecteur p au même numéro j mais à 
numéro L inférieur à 4 — 1 est un vecteur auxiliaire et se mémorise 


NA EEEG 
UEA c 


Fig. 1. 


temporairement. Aussi les vecteurs p?, déterminés à la k-ième 
opération suivant (18), peuvent occuper la place de per”. de même 
que les inconnues Ÿ, calculées avec (19). La méthode n’oblige pas de 
prévoir une mémoire supplémentaire pour l’ordinateur : tous les vec- 
teurs p(* se placent à l'endroit où se placera par la suite Y;. 
Ilustrons sur un exemple l'organisation des calculs dans l’al- 
gorithme étudié. Soit N = 16 (7 = 4). Sur la figure 1 on a indiqué 
la succession des calculs et de mémorisation des vecteurs pt}. 
Le carré en noir signifie que pour la valeur indiquée de l’indice kX 
on mémorise pour l’utilisation ultérieure le vecteur p{*? au numéro 
j correspondant. Et, respectivement, le carré blanc signifie que p# 
est un vecteur auxiliaire et n’est mémorisé à l'endroit indiqué qu’à 
titre temporaire. On indique par des flèches les vecteurs pt*-1 


utilisés pour le calcul de pt. 
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Dans le sens direct, la méthode permet de mémoriser les vecteurs 
p® suivants: 
p® P: pe ps” p:° Ps” p* ps” Ps” 
1 ? e ? 3 ? 4 ? 5 ? 6 ? 2 ? 3 9 ? 
Pior Puis Piss Pisr Pur Pis. 
Ils sont utilisés pour le calcul de Ÿ;, la méthode étant appliquée par 
remontée. 
La figure 2 montre l’ordre suivi pour le calcul des inconnues Ÿ; 
(représentées symboliquement par O). Les flèches indiquent les 


N20200000000070000E 
ÿ 


4, N ® 


Fig. 2. 


Y; obtenus lors des opérations précédentes et les p*-? (représentés 
symboliquement par M) utilisés pour le calcul de Y;, k étant donné. 

Passons maintenant à la description de l’algorithme de la métho- 
de de réduction totale. Dans le sens direct, selon (18), la méthode 
est mise en œuvre de la façon suivante: 

1) On fixe les valeurs pour p® = F;, j = 1, 2, ..., N — 1. 

2) Pour chaque k = 1, 2, ..., n — 1 fixé pour un j = 2*, 
2.928 ,..., N —9* donné, on calcule et l’on mémorise d’abord 
les vecteurs 


P= PAR + PARA (21) 


Ensuite, pour 1—1, 2,...,2*-1 on résout les équations 


Ci, n-101 = Gi, 19. (22) 
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Finalement, par accumulation graduelle des résultats à l'endroit de 
p%"®, on obtient p(® 


PE = 0,5(pAD + on + D + ... + vk-1). (23) 


Par remontée, selon (19), la méthode est mise en œuvre de la façon 
suivante : 

1) On fixe les valeurs de Y, et Y,: Yo = Fo, Yn = F y. 

2) Pour chaque 4 — n, nr —1,..., 1 fixé pour un j = 2*-1, 
DD DDR SON — gh-1 donné, on calcule et l'on mémorise 
les vecteurs 


P=Y;,_on-1+ Y;,ok1, Ÿ — pr). (24) 
Ensuite, pour 2—14, 2, ...,2*-1, on résout les équations 
Ci nat = Ÿ + ui, n-1De (25) 


Finalement, par l'accumulation graduelle des valeurs à l'endroit 
de pf*-1), on trouve le vecteur des inconnues Y; 


Y,— D + Do + ..…. + Ush-1. (26) 


Passons maintenant au calcul du nombre d'opérations arithméti- 
ques que vaut la mise en œuvre de l’algorithme décrit. Soit M la 


dimension du vecteur d’inconnues Ÿ;, q désignant le nombre d'opé- 
rations exigées pour la résolution de l'équation de la forme (22) ou 
(25), le second membre étant donné. Admettons que les quantités 
cu, , ont été déjà trouvées. 

Calculons maintenant le nombre d'opérations arithmétiques Q; 
que coûte la méthode en sens direct. Pour des k et j fixés, le calcul 
du vecteur suivant les formules (21) exige M opérations. Ensuite, 
pour chaque /, le calcul du second membre dans (22) et la résolution 


de l'équation (22) il faut M + q opérations. Aussi pour l'obtention 
de tous les v, faut-il 2*-t (M + q) opérations. Le calcul de p® 
suivant ‘la formule (23) coûte 2*-1 M + M opérations. En résumé, 
pour le calcul de p# pour un k et un j donnés il faut M rh 
+ 2h-1(Q0M + q) opérations. 

Ensuite, pour chaque k fixé il faut calculer p® pour N/2* — 1 


cas différents. Donc le nombre total d’ opérations” Q, que coûte la 
mise en œuvre de la méthode en sens direct vaut 


n—1 


Q= DIM+M+D% (1) = 


k=1 


=(M+0,59 Nn—(M+g)N—M(n—1)+qg. (27) 


$ 2] METHODE DE REDUCTION TOTALE 151 


Calculons maintenant le nombre d'opérations Q@, que coûte la 
mise en œuvre de la méthode par remontée. Pour des k et j fixés le 
calcul suivant les formules (24) exige M opérations, l’obtention de 


tous les vo, avec (25) (2M + q)2“-! opérations et le calcul de ÿ; 
suivant la formule (26) (2*-! — 1)M opérations. Comme le nombre 
de différentes valeurs de j pour lesquelles, pour un k fixé, les opéra- 
tions mentionnées sont effectuées est N/2*, Q, vaut 


Q: = S IM+(2M + g) 214 (2-11) M] = 
k=1 
=(1,5M+0,59) Nn. (28) 


En additionnant (27) et (28), compte tenu de ce que nr = logs N, 
on obtient l'estimation suivante du nombre d'opérations que coûte 
la méthode de réduction totale mise en œuvre suivant l'algorithme 
décrit plus haut 


Q = Qu + Q2 = (,5M + q) N' log: N — (M + g) N — 
— M(n—1)+9g (29) 
Il s'ensuit de (29) que si q = 0 (M), Q = 0 (MN log, N). 


4. Second algorithme de la méthode. L'avantage principal de 
l'algorithme construit réside dans ses exigences minimales envers la 
mémoire de l'ordinateur : il n’exige pas de mémoire supplémentaire 
pour la mémorisation de l’information auxiliaire. Cet avantage 
s’acquiert au prix d’une certaine augmentation du volume des cal- 
culs réitérés des grandeurs intermédiaires. Examinons encore un 
algorithme de la méthode se caractérisant par un moindre volume des 
calculs mais exigeant une mémoire supplémentaire comparable en 
puissance au nombre total d’inconnues dans le problème. 

Pour construire le second algorithme, reprenons les formules (6), (7) 
décrivant la méthode de réduction totale: 


CH =[CR-H]2_2E, 
F9 = Fa + CADRE LR (6") 
J=2, 22, 92% ,NE=N,, ke, 2,2. n=t1, 
Cu-0y, = F0 +Y, na se Yi 
Yo=Fo Yn=Fn, (7) 
J—= 2 Lo D ss NS. Enrn-t 42 


Ici, comme au cas du premier algorithme, les vecteurs F® ne sont 
pas calculés directement et à leur place on détermine les vecteurs 
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p% et g® reliés à FŒ@ par la relation suivante: 
FN) — CR) pr) + qu, 

19, 2-20 9:28, N=2*, E=0: 1... n—1: 
Cherchons les formules de récurrence servant au calcul des vecteurs 
p® et g(®. Vu qu'au lieu du vecteur F® on a introduit deux vec- 
teurs, il y a un certain arbitraire dans la détermination de pl 
et g(%. Choisissons pl? et gŸ de manière à satisfaire à la condition 
initiale F® = F,. Pour ce faire, posons 

pi =0, qÿ—F,, j—=1,2,...,N—1. (31) 
Ensuite, en portant (30) dans (6’), on obtient 
Ch p) + g®) — C-1) [g@- 1) L pé= 1) : + 
+ CE Pp D + pr, ]+ gi, Hg, 

1-2 20% .2uN =) ket,2, 5; n—1 

En choisissant 


(30) 


gÿ9 = 2p99 + qui + gr (32) 
et compte tenu de ce que C+2E—[CÀ-2]2, on en tire 
CAO pp = gi + PÉRAT CD pla + PA Ra (33) 
Ici on admet de nouveau que C(° est une matrice non dégénérée 
pour tout L. 
En posant ST 9 = pt — pt), on obtient de (31)-(33) les 


formules de récurrence suivantes qui permettent de calculer les 
vecteurs p@) et g(%: 


ca-n,$f}- D qu D + pari ne + pA =D. 
0 (34) 
pY) = ph + S } 
dep) Fa 1) au RU 
qg; = — F;, po = O, 
j=0N 228 Pen N = RTL 2... RL 
Il ne reste qu’à éliminer F{*-‘ de la formule (7'). Portant (30) 


dans (7’) et posant 47° = Y,— pf71), on obtient les formules 
suivantes pour le calcul de Y;: 


Cu-14tX- 1) _ gt D + Y,_ 1 + Ÿ ;oh=1 
Yj= pa 0 +280, (35) 
Yo—=Fn Yn=Fn 

j—=2%"1, 8.2h2, 5.082, ,, N—9A, k=n, n—1,...,1. 
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Bref, on a obtenu les formules (34), (35) sur lesquelles s’appuie le 
second algorithme de la méthode de réduction totale. Ces formules 
comprennent des opérations d’addition des vecteurs et d’inversion 
des matrices C(*-1), 

Arrêtons-nous maintenant sur le problème de l’inversion des 
matrices C(*-1. Comme il a été montré plus haut, la matrice C{* 
est un polynôme de degré 2* relativement à la matrice initiale C et 
se détermine à l’aide de la formule (13) au moyen du polynôme de 
Tchébychev de première espèce T, (x): 


1 

k 

COST ,R (+ C) ; 

le coefficient près de la puissance majeure étant l'unité. Vu que les 


racines du polynôme T, (x) sont connues (voir (15)), on peut repré- 
senter C(*) sous forme factorisée 


ok 
Che IT (2e E), k—0, 1,... 


En utilisant les notations (20), on peut écrire la matrice C‘*-! 
sous la forme suivante : 


2 
ds 2l— 1 
Ca-n = IT Cu ru Ci ra=C—20cos EE E. (36) 
l= 


La factorisation (36) permet de résoudre sans peine les équations de 
la forme CÀ-Mr — @ avec le second membre fixé . L'algorithme 
suivant permet de résoudre ce problème par inversion des facteurs 


dans (36): 
Di @s Cinav: =6is Let, 2:: 2 2 


avec o — v,r-1. Cet algorithme sera utilisé pour l’inversion des ma- 
trices C-1), 

Décrivons maintenant le second algorithme de la méthode de 
réduction totale. Dans le sens direct la méthode est mise en œuvre 
sur la base de (34) de la façon suivante: 

1) On fixe les valeurs pour g :q; = F,, j = 1, 2, ... 

ss NT: 

2) La première opération pour 4 = 1 est réalisée séparément sui- 
vant les formules tenant compte des données initiales pf°’ = 0. On 
résout les équations pour p{f” et on calcule gf”: 


(35) 
g(=2ph+g0,+qg(0,, j=2, 4, 6,..., N—2. 
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3) Pour chaque #4 = 2, 3, ..., n — 1 fixé on calcule en mémo- 
risant les vecteurs 


oO) = qi Hé pie 1) 1+ PACE io ),, j—=2, 2.9, 3.9, ..., N—0, 


(38) 

Ensuite, avec 1 = 1, 2, 3, ..., 2h-1 fixé pour chaque j = 2, 
2.9h 3.92% ,.... N —9% on résout les équations 

Caro = vf? (39) 


possédant la même matrice, mais avec La seconds membres diffé- 


rents. On obtient ainsi les vecteurs 2 ? (dans les formules (34) à 
ces vecteurs correspondent S%*7")). Les vecteurs pf* et q{* sont 
calculés à l’aide des formules 


p®) =: pa D + Dax), 
{0 = 2p{+ qu D, + gi D. (40) 
j—2", 2.2. go. EN 2" 
La méthode est mise en œuvre par remontée suivant (35): 
1) On fixe les valeurs pour Y, et Y,:Y, = F,, Y,; = F,. 
2) Pour chaque k = n, n — 1, ..., 2 fixé on calcule en mé- 
morisant les vecteurs 


OT RE Re 


j= 21, 3.21, 5.9ha2, ,,., N— 9H. 5) 

Ensuite, avec 1 = 1, 2, 2k-1 fixé, pour chaque j — 2*-1, 
DORÉ DDR Lis Ne Qh on résout les équations 

Ci, n-109 = 0{- 9, (42) 


Finalement on trouve les vecteurs D(2*70) (dans (35) il leur corres- 
pond les vecteurs #7‘). Ensuite, on calcule Ÿ, suivant la formule 
Yj= ph-0 + of, j=Dht, 8.2H2, 5.91 ., N—0Xt, (43) 
3) L'opération finale de la méthode par remontée consiste, pour 

— 1, à rechercher la solution de l'équation 
CY,= qq +Y,, + Y1:, = 1,3, 5,..., N —1. (44) 
nn sur l'algorithme. Tous les vecteurs 


p$”) redéfinis à l’aide des formules (37) et (40) se disposent à la place 


des p#”), Tous les vecteurs v{° des formules (38), (39), (41), (42), 
les vecteurs g‘® redéfinis suivant les formules (37), (40), de même 


que la solution Y, s’ensuivant de (43) et (44), se placent à l'endroit 
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de g(*-®. Donc cet algorithme exige que la mémoire de l'ordinateur 
1,5 fois plus puissante que le nombre d’inconnues dans le pro- 
blème. 

L'’abaissement du volume des calculs dans l’algorithme étudié 
par rapport à celui exigé par le premier algorithme est dû au fait 
qu'avec la résolution de la série de problèmes (39) et (42) pour des 
j différents avec les mêmes matrices CC: 1-1, tous les calculs ne sont 
effectués que pour le premier problème de la série, la résolution de 
chaque problème suivant comportant un nombre sensiblement infé- 
rieur d'opérations arithmétiques. Donnons le nombre d'opérations 


que coûte le second algorithme en désignant par q le nombre d’opé- 
rations exigées pour la résolution de l’équation de la forme (39) ou 


(42) avec le second membre fixé, et par g le nombre d'opérations exi- 
gées pour la résolution de la même équation, mais avec un autre 


second membre (q < q) 


Le nombre d'opérations effectuées pour la mise en œuvre de la 
méthode dans le sens direct vaut 


om Sur (Hi) + [+ ( Le) je) 


—_3M (5 1) =0,5gNn + (0,59 —1,59-+4,5M) N — 


—GMn—(9—%q+3M), 
et par remontée 


Ge Quai (E- ep) 


k=1 


=0,59Nn+(9—9+2,5M) + q—3M. 
Le nombre total d'opérations que coûte le second algorithme vaut 


Q—=0Q:+0Q2— 
— GN loge N + (1,59 —2,5q + TM) N —6Mn—29+ $g—6M. (45) 


Il s'ensuit de l’estimation (45) que si q =O0(M),g=0(Met 
Q =O (MN log, N), le coefficient près du terme principal 


MN log,N étant ici plus petit que dans l'estimation (29), car q 1 < q. 

Arrêtons-nous brièvement sur une autre particularité du second 
algorithme. Si dans le premier algorithme l’inversion des matrices 
C®-® s'effectuait par inversion des facteurs C, :-, et par l'addition 
subséquente des résultats, dans le second algorithme on procède à 
l’inversion des facteurs de proche en proche et l’on obtient le ré- 
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sultat après inversion du dernier facteur. Sous l'angle du processus 
réel des calculs, qui tient compte des erreurs d’arrondi, l’ordre d’in- 
version des facteurs C; :-, dans le second algorithme est essentiel. 
On se heurtera à une situation analogue au chapitre VI avec l'étude 
de la méthode itérative de Tchébychev. 

On peut recommander l’ordre suivant d’inversion des matrices 
Cr. x-1 Faisons correspondre à la matrice C(*-® le vecteur 6-1 de 
dimension 2*-! et dont les composantes sont des nombres entiers 
allant de 1 à 2*-!. Soit 


Opn-1 = {0,21 (1), Opn-1 (2), -  ., Oon-1 (2*71)}, 


autrement dit, le Z-ième élément du vecteur 8.2-1 est désigné par 
6,2-1 (7). Le nombre 6,4-1 (1) définit l’ordre d’inversion de la matri- 
ce Cr, h-1- 

Le vecteur 6.2-1 se construit par récurrence. Soit 8, — {2, 1}. 
Alors le procédé de doublement de la dimension du vecteur se décrit 
de la façon suivante: 


6, — {Oom (4i— 3) =0, (2i—1), 6: (4i— 2) = 0, (2i—1) + m, 
Oo (4i — 1) = 6,, (2i) + m, 062, (4i) = 6, (2i), 

i—1,2,..., m2}, m=2,4,8,... 
Exemple: 6,4 = {2, 10, 14, 6, 8, 16, 12, 4, 3, 11, 15, 7, 5, 13, 


9, 1} et, par conséquent, la matrice Ce. 16 Sera invertie lors de la 
seizième inversion, tandis que la matrice C,.. ,ç lors de la septième. 


$ 3. Exemples d’application de la méthode 


1. Problème discret de Dirichlet pour l’équation de Poisson dans 
un rectangle. Examinons comment s'applique la méthode de ré- 
duction totale élaborée plus haut à la résolution du problème discret 
de Dirichlet pour l'équation de Poisson dans un rectangle. Comme il 
a été montré auparavant, le problème de différences 


Ve TV = — Pa), zE0, 


donné sur le maillage rectangulaire © = {z; 3 = (Eu, jh), 0 Li< 
<M, OLj<N, hkM = li, RN = 1}, s'écrit sous forme du 
ee problème aux limites pour des équations vectorielles triponc- 
tuelles 


—ŸYja + CV — Yi = EF, 1<j<N —1, ; 
Yo = Fo Y, = F,. (1) 
Yji= YA, j), y(2, j), ..., y (M — 1, j)), 0Sj<N, 
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est ici le vecteur des inconnues dont les composantes sont les valeurs 
de la fonction de maille y (i, j) sur la j-ième ligne du maillage, 


F; = (Lip (1, j), kig (2, j), . ., Ro (M — 2, j), hËe (M — 1, j)), 
F;,={(g(,)j), g(2, jÿ), ..., e(M—1,j), j—=0,N, 
où 


FA, D=p( j)+7e (0, ÿ). 
PO —1, = pM—1, j) +8 (M, j). 


La matrice carrée C correspond à l'opérateur de différences A, où 
Ay = 2y—h;yz hi LT —h, 


x1X1? 
y =0, ZX = 0, L, 
de sorte que 
CY; = (Ay (1, j), Ay (2, j), - -., Ay (M — 1, j)). 


Le problème (1) se prête à la résolution par l’un des deux algorith- 
mes de la méthode de réduction totale. La phase principale de ces 
algorithmes est la résolution des équations du type 


CinaV=r, Cins=C—2cos EÛT E (2) 


avec le second membre fixé F. V est ici le vecteur des inconnues, 
V=(wv({), v(2)....,v(M —1)) de dimension M —1 (pour 
simplifier l’écriture, l’indice de V et de F a été négligé). 
Rappelons que le nombre d’opérations que coûte la résolution du 
problème (1) suivant le premier algorithme est fonction du nombre 


d'opérations qg exigé par la résolution de l'équation (2) (voir (29) 
point 3, $ 2), et suivant le second algorithme, du nombre d'opéra- 
tions supplémentaires qg exigé par la résolution de l'équation (2), 
mais munie d’un autre second membre (voir (45) point 4, $ 2). 
Donnons pour l’exemple considéré le procédé de résolution de 


l'équation (2) et fournissons l'estimation pour q et g. Il s'ensuit de 
la définition de la matrice C que la résolution de l'équation (2) 
équivaut à la recherche de la solution du problème de différences 
suivant : 


21—1 : : 
2 (1— cos EE) 0 nine = f (à), 1<i< M —1, G) 


v (0) = v (M) = 0, 
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où f (i) = f; est l’i-ième composante du vecteur F. En répartissant la 
difference divisée =. entre les points, écrivons (3) sous forme 
d’équation aux différences triponctuelle ordinaire pour des incon- 
nues scalaires v (i) = v;: 
Vin + — Un = bfs 1<i<M —1, r 
Vo = Um = 0, 6) 
— Z : 
où a=2|[1+6 (1—cos ÉD) | : bi. Le probleme (4) est 
2 


un cas spécial de problèmes aux limites triponctuels, dont les métho- 
des de résolution ont été étudiées au chapitre II. On a montré que 
la méthode efficace de résolution des problèmes de la forme (4) est 
la méthode du balayage. Donnons les formules de calculs de la mé- 
thode du balayage appliquées au problème (4): 


@j+1 = 1/(a — &;), i=1,2,..., M — 1, œ = Ù, 
Bit — (of: + B;) Qi i = 1, 2, . .) M — 1, BP —_— 0, 

Vi; —= ŒQit+alVi+] + Bit i = M — 1: M — 2: js 3 1, Vu — 0. 
11 s'ensuit de ces formules que le problème (4) et, partant, l’équa- 


tion (2) peuvent être résolus pour a et b donnés en g = 7 (M — 1} 
opérations. La résolution de l'équation (2) avec un autre second 
membre F n'implique pas un recalcul des coefficients de balayage 


a; et, par suite, le nombre d’opérations supplémentaires qg vaut 


q = 5 (M — 1). Ces opérations serviront au calcul de B; et à la 
recherche de la solution v;. Notons que la méthode du balayage sera 
numériquement stable pour (4), de sorte que la condition suffisante 
de stabilité de la méthode envers les erreurs d’arrondi, ayant la 
forme de a > 2, est remplie. 


En portant g dans l'estimation (29) fournie au point 3, $ 2 du 
nombre d'opérations du premier algorithme, on obtient, en retenant 
les principaux termes, Q® = 9,5 MN log, N — 8MN. Pour le se- 
cond algorithme sur la base de l’estimation (45) du point 4. $ 2, on 
obtient l'estimation suivante du nombre d'opérations: Q = 
Z 5MN log, N + 5MN. En résumé, pour chacun des algorithmes 
considérés le nombre d’opérations de la méthode de réduction totale, 
appliquée à la résolution du problème discret de Dirichlet sur l’équa- 
tion de Poisson dans un rectangle, est une quantité de l’ordre 
de O (MN log, N), le second algorithme comportant moins d’opé- 
rations arithmétiques. Par exemple, pour M = N = 64, on obtient 
Q® &1,4Q® et pour M = N = 128 respectivement Q® = 
& 1,460). 

On ne donnera pas les formules de calculs pour l'algorithme de 
résolution du problème de différences mentionné, car au niveau 
vectoriel elles ont été décrites en détail au $ 2. 
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Au point 2 du $ 1 on a fourni des exemples d’autres problèmes de 
différences aux limites qui se ramènent au problème (1). Ils diffe- 
rent du problème de Dirichlet étudié par le type de conditions aux 
limites sur les côtés du rectangle pour x, = 0 et z, = L,, ce qui con- 
duit à des matrices C différentes. C’est ainsi que pour le problème 
(10)-(12) du point 2, $ 1, aux conditions aux limites de troisième ou 
de deuxième espèce pour z, = 0, /,, l’équation (2) est équivalente 
au problème de différences 

2 (1—cos 292) v—hiv= = f, 1<i<M—1, 


2/x1X1 


l— : : 
2 Dr )y_ Ve = f; i=0, 


h2 ( 
2 (1+ 5x4 — cos EF F, 


2 == 922 
2 (1 + RE cos EE) » + Te VE =}, i= M. 


Ce problème prend dans la forme triponctuelle ordinaire l'aspect 
— Vin + Qi — Vin = bfis, 1<i<M —1, 
Vo — AUX + Mas (5) 


Um = XoUm-1 + Mo 


où 
A US EE 
1 a+ 2h1X-1 ? Xa — a+ 2h14, 7 Ha É a+ 2h1% / 
bfm 


Hz — a+ 2h1%4 ; 
a et b étant définis plus haut. L : 
Vuqua>2etx:1>0,ona0<x, <1 et 0 < x, << 1 et la 
méthode du balayage servant à la résolution du problème (5) sera 
de même stable, quant à l'algorithme de la méthode de réduction 


totale, il exigera dans ce cas O (MN log. N) opérations arithméti- 
ques. 


2. Problème discret de Dirichlet de grand ordre de précision. Au 
point 4, $ 1 le problème discret de Dirichlet pour l'équation de Pois- 
son de grand ordre de précision 


Ri+hi 
VE xs + Vroxe + it : Vrxixoxe Fri. P (x), Z € @, 
y(x)=g(z), ze 


a été ramené au premier problème aux limites pour une équation 
vectorielle triponctuelle non réduite 


—BYjn + AY, — BY =F;,, 1<j<N —1, 6) 
Yo = Fo, Y, = F,. 
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Les matrices carrées B et À de dimension (M — 1) X (M — 1) cor- 
respondent aux opérateurs de différences À, et À, où 


2 
Auy=uy+— Le LEE lt —ha, 


VE»: ? 


Ay = ESA Ri<LTi< Uk: 


X1X1 ? 


et y = 0 pour x, = 0 et x, = Li. h 
On a montré que si la condition k, < V 2h; est remplie, les équa- 
tions (6) se réduisent à la forme standard 
Vin + CY;— Yi =D, 1<j<N —1, 7) 
Yo = Do Yn = Dr, 
où C—=BTA,d, =BTF,1<j<N—1et D, =F, pour j — 


= 0, N. En outre, on a noté que les matrices À et B sont permu- 
tables. 


Pour résoudre (7), utilisons le premier algorithme de la méthode. 
Comme la matrice C::-, peut être transcrite sous la forme 


Ci na =C— 2c0s UT p B-1 (A— 2cos ED 8), 


2h 


les formules (18), (19) du $ 2, définissant le premier algorithme, pren- 
nent l'aspect suivant: 


2 
_ 21— 1 —1 = 
SF P=y Œ, R-1 (4—2cos DE B) B (para + Phsha): 
I=1 
= 0,5 (PF + ST), 
j=2%, 2.2%,...,N—R, k—1.2,...,n—1, 
Bp;" = Fj, 
ph * 
21—1 L = 
,=S (4A—2cos 202 ) BIp{-® + 
lus 1 
+ oui, n4(V; on + Yon), 
Yo= Fo, Y=Fr, 1274, D Note 
k=n, n—1,...,1. 

Pour échapper à l’inversion de la matrice B avec la fixation 
de ps” et à la multiplication de p#” 1 par la matrice B lors 
du calcul de Ÿ,, effectuons les substitutions en posant pf— 
— Bp$”), SW — BSf). Alors compte tenu de la permutabilité des 


: = —1 
matrices À et B et, partant, des matrices (1—2c08 DE B) 
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et PB, les formules écrites précédemment prendront la forme 


(le trait au-dessus de pf” et de S%) est négligé) : 


2h71 
lmi 


p'=0,5(p 04 ST), j= 2h, 2.9h ,.,, N—0* 


pi =F;, 
2h71 
21—1 —i "RE 
Y;,= (4—2 cos EE B) Lp£ Ne 
l=1 


+, n43B(Y; on + Yon), 
Yo — F,, Y r = Fx, ] — VAE 3:21 1 N — PA 
k=n n—1....,1. 


Les formules obtenues entraînent les modifications suivantes dans le 
premier algorithme : la formule (21) du $ 2 est remplacée par 


p=B(phnat pho): 
et, au lieu des équations (22), on résout les équations 
21—1 
(4 —2 cos En B) Di = OU, n-1@ 


avec @ calculé. De façon analogue (24) est remplacé par 
P—=B(Y;_ 1H ŸY;,on1), Ÿ = PS” aa 
et, au lieu de (25), on résout les équations 


(4—2 cos EE B) Di = +, n-1@. 


La phase principale de l'algorithme est donc pour le problème 
considéré la résolution des équations de la forme 


21— 1 
(4- 2cos IE B)V=F (8) 


avec le second membre F fixé. En utilisant la définition des matrices 
A et B à l’aide des opérateurs de différences À et AÀ,, on obtient que 
(8) est équivalent à la solution du problème de différences suivant : 


21—1 a h?+h£ l—1 
2 (1— cos EE) v — (+ + =—— + cos nn =f, 


(9) 
1SiS<M—1, v = vy = 0. 


11—01162 
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En répartissant cette équation entre les points, on obtient le 
premier problème aux limites sur l’équation scalaire triponctuelle 


— Vin + Oi — Vi = bfs, 1<i< M —1, 10 
Vo VV — 0, ( ) 


a=2|[1+6 (1—c0s DE ) |: 


5h£— h?+ (h?+ h2) cos es LL 


Le problème de différences (10) peut être résolu par la méthode du 
balayage qui s’est avérée numériquement stable au cas où la condi- 
tion suffisante | a | > 2 est remplie. Montrons que pour tous k, et 
h, cette condition est satisfaite. En effet, si k,; et h. sont tels que 
l'inégalité 
JL — 

ä cos ET 
R 1)71 ? 


Î 5+cos (UT 


est remplie, alors 0 < b < et, partant, a > 2. Remarquons qu’en 
cas d'égalité dans (11) le & coefficient près de Er dans (9) devient nul 


et v peut être obtenu de (9) suivant la formule "explicite. 
Si (11) n’est pas satisfaite, pour b se vérifie l'estimation 


b<—6/(1—c cos Er), 


et, par suite, a <Z —10. La proposition est démontrée. 

Bref, pour la résolution du problème discret de Dirichlet de grand 
ordre de précision on peut recourir à la méthode de réduction totale 
avec l'estimation O (MN log, N) du nombre d'opérations arithmé- 
tiques. 


[5 


(11) 


& 4. Méthode de réduction totale appliquée 
à d’autres problèmes aux limites 


1. Second problème aux limites. On a étudié plus haut la méthode 
de réduction totale appliquée à la résolution du premier problème 
aux limites pour les équations vectorielles triponctuelles. On abor- 
dera l'étude de la méthode appliquée à des problèmes aux limites 
plus compliqués par l’étude du second problème aux limites. Soit qu’il 
s’agit de trouver la solution du problème suivant: 


CY, — 2Y;, = F;,, Ïj = 0 
Ya + CT — Vin = Es 1<j<N—1. (1) 
—2Y,: +CY,; = F,, = NN. 


où N=2", n >t0. 
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Le procédé d'élimination successive des inconnues dans (1) est 
mis en œuvre de la même façon qu'au cas de conditions aux limites 
de première espèce. À savoir, pour des j pairs on aura les équations 


—Y,., +CUY,— Y;,, = FU. j=2,4,6,...,N—2, (2) 
et pour des j impairs les équations 
COY,=FU+HY,+Y,s j—=1,3,5,...,N—1, (3) 
où, comme précédemment, sont utilisées les notations 
FO FO, LE COPOLRO, CH [CO 
CHOC, FŸ=F, 


Sont restées non transformées seules les équations du système (1} 
pour j = Oet j = N. Eliminons de ces équations les inconnues Ÿ , aux 
numéros j impairs. À cette fin utilisons deux équations voisines. 
Ecrivons les équations pour j = 0 et j = 1: 


COY,—2Y, F8),  —Y,+HCOY,—Y,=Ff). 


Multiplions la première équation à gauche par C® et la seconde 
par 2. additionnons les équations obtenues et il vient 


COY,—2Y,=F), (4) 
où F6) — COS) + 2FÛ). De façon analogue on obtient l'équation 
— 2Yy2+C0Y,=F, (5) 

où Fy =2FK2;+COFY. 


En réunissant (2), (4) et (5), on obtient le système « raccourci ». 
complet d'équations pour des inconnues aux numéros j pairs, ayant. 
une structure analogue à (1): 


COY,— 2Y, = F4), | = 0, 
—Yo+ CO, Yi F0, j=92,4,6,...N—2, 
—Yx:+CHY, = F\, j= à, 


et un groupe d'équations (3) pour des inconnues aux numéros ÿ 
impairs. 

En poursuivant le procédé décrit d'élimination des inconnues, 
après la r-ième opération d'élimination, on obtient le système pour 
Yoet Y\: 

CONY,—2Y = F5), —92Y ,+CMY, = FQ (6) 
119 
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et des équations permettant de déterminer les inconnues restantes : 

ny SA. : 
CA-0Y i— F* Ly _oh=1 + Y oh. (7) 
j—= 21, 8-28, 5.24 ON—DMA, k=n, n—1,...,1, 

où F$" et C‘* se déterminent par récurrence pour 4 = 1,2. ...,n: 
FO) — Cu-0pF(R- D LOF) 
F4 — F;°, FL mr C&- DYy, + Fi. 
j=2", 22%. DD sseN — 2" (8) 
F$ = 2% a + COUDRE, 
CM = [CA-0]2 — 


Bref, il faut résoudre le système (6) et, ensuite, à partir des équa- 
tions (7), obtenir toutes les inconnues restantes. 


Ici comme au cas du second algorithme de la méthode de réduc- 
tion totale, utilisée pour le premier problème aux limites, au lieu 


des vecteurs F{* on déterminera les vecteurs p$"? et q{" associés à 
F4 par la relation 


F} = Cp; +5, (9) 
j—=0,2*, 2.2", 3.2, ..., N—2%,N, k—=0,1,...,n. 
A partir de (8) on obtient, comme auparavant, que p$" et q”, 


pour j # 0, N, peuvent être trouvés suivant les formules 
Cgf 0 = gft-0 + pi pp D 
pa = pan st, 
Q$ = 2pf + qi ka + ok (10) 
j= 2%, 22, NOM, k—1,92,...,n—1, 
g= = F;, p,° = (0. 


Cherchons maintenant les formules pour pf" et q°” 
Portant (9) avec . = (0 dans 0) pour F). il vient 


avec j = 0, N. 


En choisissant .…. TS 2q et compte tenu de l'égalité 


{12) du point 1, $ 2, on obtient l'équation pour pf” 
CR-1) ps) = CAD ph) Lai ED. 
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Bref, les vecteurs pS° et qÿ” peuvent être obtenus à l’aide des 
formules de récurrence suivantes : 


CR-1) se gi” D Hop 1) 


k=1 : 
(/ (R—1) k—1 
ph = pi Es), 
k k kh—1 
qu =9p}+2QUED, k=1,2,...,n, 


g$”) —= F,, py)— — (), 


(11) 


Les formules pour pf? et qŸ? s'obtiennent de façon analogue: 


1 çt-1 (k—1 k—1 
COST = gN + pr 


p\'=p RSS Ces 
gp +9q a, k=1,2,...,n, 


q\ =Fy, pW=0. 


Les formules (10)-(12) permettent donc d’obtenir complètement 
tous les vecteurs pf" et g{”? cherchés. I1 ne reste qu'à éliminer 


F* de (6) et (7). Portant (9) dans (7), on obtient les formules 
suivantes pour le calcul de Y;: 


(12) 


CRD QE DEV oh + Ÿiyon-2 
Yi=pÿ "+1 7, (13) 
J—i2n 1, SeONR DORE sie NN "0h21 
k=n, n—1,..., 1. 


Il ne reste qu’à trouver Ÿ; et Y , à partir de (6). Toutefois, notons 
d’abord que de (11) et (12) pour 4 = n s’ensuivent les égalités 


g9" = ph + qu gpl + 2gU 
c'est-à-dire 
go —gN —2(pù —p\). (44) 
Ensuite, de (9) et (14) on obtient que 
F$) — FT) = CU) (p5"— pY)+ 5 — gW— 
=(C®+2E) (pi —PN)- 


En tenant compte de la formule (12) du point 1, $ 2 on aura finale- 
ment : 


ESF = [C-072 (p99 — pQ)). (15) 
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Profitons de la relation obtenue pour trouver Ÿ, et Ÿ,, à partir de 
(6). En soustrayant de la première équation du système (6) la se- 
conde équation, compte tenu de (15) et de l'égalité (12) du point 1, 
$ 2, on obtient que 


(CM H2E) (Yo—Y x) = [CORP (Yo—Yx) =F5—F$) = 
= ([Ce-0]2 (p5) — p)). 


En admettant que C("-D est une matrice non dégénérée, il vient de 
l'expression précédente 


Yo=Yx + Po —P\. (16) 


En portant Ÿ, trouvé dans la seconde équation du système (9), on 
obtient l'équation permettant de trouver Y ;.: 


BOY = FR +2 (p5 —pi)=BpX" + qN +2p0. 


où B(U = CU) — 2E. Par conséquent, si l’on pose €" = Y ,; — 
— p\”,on est en mesure de trouver Ÿ ,, en résolvant l'équation 


BOUM = g$ +2pe, (Yx = pi +10). (17) 


A partir de (16) on obtient que Y, peut être trouvé suivant la for- 
mule 


Yo= po +0, (18) 


où {( est connu. 

En résumé, les formules (10)-(12), (17) et (18) décrivent la métho- 
de de réduction totale permettant de résoudre le second problème 
aux limites sur les équations vectorielles triponctuelles (1). 

Remarque. Si Ÿ, est donné. c'est-à-dire si au lieu du pro- 
blème (1) on résout le problème 


—Y;}1 +CY, — Y,,, = F,;, 1<j<N—1, 
—2Y + CY = F\, ] — N. rs = F,, 

il n'est pas nécessaire de calculer les vecteurs p{ et q{), et Y, 
comme cela s'ensuit de (6) et (9), s'obtient en résolvant l'équation 
CHR = +2Ye  (Yn=pN'+IN). 

De façon analogue, si Ÿ, est donné, il n’est pas nécessaire de 
calculer les vecteurs p\’ et gX”, tandis que Ÿ, se détermine à par- 

tir de l'équation CES — qg$ +2, Yo = pÿy” + 149". 

Pour terminer la description de la méthode de réduction il faut 
indiquer les procédés d’inversion des matrices C(* et B(") = CM) — 
— 2E. Pour l'inversion des matrices C(*-D on utilise la factorisa- 
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tion obtenue plus haut (voir (36) $ 2) 
ok=1 
C0 = I] Cu nus Cana = C— 2 cos EE E. (19) 
l=1 
Notons qu'en satisfaisant à la condition (CY, Y) > 2(Y, Y), 
toutes les matrices C:,-, Sont non dégénérées et, par suite, la matri- 
ce C*-1 est également non dégénérée. Considérons plus en détail le 
problème de l’inversion de la matrice B("). 
De la définition de B{") et de la relation (12) du point 1, $ 2 
il vient 
BEM) —=CM—2E—=ICM-OPR—A4E = (CM) L2E) (CMD 2E) — 
= [CM-2]2 [CM-0 —2E] = ...—[CM-2CR-9 ,., COJ2 (CH —2E) — 
=([CMm-2Cm-5 .,, COP[CO_—_2E) (COLE) — 


n—1 


| [ C-9]? (C—2E) (C +2E). 
km 


En y portant (19), on obtient la représentation suivante de la matrice: 
12 oh=1 


ge = | Î] Il Ci, n-11° (C—2E) (C + 2E). (20) 


La matrice B(") est ainsi factorisée et l'inversion de B(” peut 
être réalisée de proche en proche par inversion des facteurs. 

Remarque 1. On peut aboutir à une écriture plus conden- 
sée de (20): 


go] (C—2c0s LE E). 


Remarque 2. Il s'ensuit de (20) que la matrice B(® sera 
non dégénérée si la condition (CY, Y) >2(Y, Y) est remplie. Si, 
par contre, il existe un vecteur tel que Ÿ* =£ 0, pour lequel CY* — 
= 2Y*, B() est alors dégénérée et l’application directe de la métho- 
de de réduction totale s'avère impossible. C’est la conséquence de la 
dégénérescence dans le cas considéré de la matrice du système (1). 
En effet, dans ce cas le système homogène (1) a une solution non 
nulle Y;= Ÿ* et, par suite, le système (1) n’est pas résolvable pour 
tout second membre. Si pour le second membre considéré existe une 
solution, elle n’est pas unique et est déterminée à la précision du 
terme Ÿ* près. Une des solutions possibles se dégage au stade de 
l'inversion de la matrice dégénérée B("). La situation mentionnée a 
lieu lors de la résolution du problème de Neumann sur l'équation de 
Poisson dans un rectangle. Ces questions seront traitées en plus de 
détails au chapitre XII consacré à la résolution des équations de 
mailles dégénérées. 
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2. Problème périodique. Les problèmes vectoriels tripouctuels 
périodiques apparaissent avec la résolution des équations ellipti- 
ques par des méthodes des différences finies dans des systèmes des 
coordonnées curvilignes orthogonales : cylindrique, polaire et sphé- 
rique. Au point 3, $ 1 on a donné des exemples de problèmes diffé- 
rentiels dont les schémas aux différences peuvent être réduits au 
problème suivant : rechercher la solution des équations 


Yi +CY;— Yin=F, 1<j<N —1, (21) 
—Y va + CYo— Yi = Fo, j=0, Yy = Y. 


Le problème (21) peut également être résolu à l’aide de la métho- 
de de réduction totale. Etudions la première opération du procédé 
d’élimination des inconnues. Comme auparavant, des équations du 
système (21), pour j = 2, 4, 6, ..., N — 2, éliminons à l’aide des 
deux équations voisines les inconnues Ÿ; aux numéros j impairs. Il 
vient 


—Ÿ,- + C®Yy, = Y +0 == F9), j = 2: 4, 6, CCE N —— 2. (22) 


Il reste à éliminer Ÿ, et Ÿ ,-, des équations (21) pour j = 0. A cette 
fin écrivons les trois équations suivantes du système (21): 


—Y, +CY — Y, =F,, i=1, 
—Y vu + CYo — Yi = Fo j = 0, 
“Ye +CYri—-Yx = Fnas j=N —1, 
multiplions la seconde équation à gauche par C et additionnons les 


trois équations, compte tenu de ce que Ÿ,, = Ÿ,. On obtient fina- 
lement 


Ye +COP — = Ft, Yi = Yo (23) 


où 
FU = FF +<COFO + Fizs, CO —=C, Fÿ} =F,. 

En réunissant (22) et (23), on obtient le système complet d’incon- 

nues Ÿ, aux numéros j pairs, dont la structure est analogue à (21). 


Les inconnues Ÿ , aux numéros j impairs s’obtiennent à partir des équa- 
tions ordinaires 


COY, = FO + Yii+ Yen =, 3, 5, N —1. 


Le procédé d'élimination peut être poursuivi plus loin. Après la 
l-ième opération d’élimination, on obtient le système d'inconnues Y; 
aux numéros j multiples de 2!: 


—Y,u+COY,—Y nu F9, j=2, 2.2, 3.2, ...,N—2/, 
—Y,_au+COY—Yu= Ft, j=0, Yn=Yo 
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et le groupe d'équations 
CROY, = FÉTN LT on + Yison-ts 
J= 2 oi DOM NO el 11.1 


permettant d’obtenir successivement les inconnues restantes. Les 


seconds membres F* s’obtiennent par récurrence pour k = 
1: 2,5: n—1 


F) — FÉX 1) 1+ CD UE 1) 


j+2k"b 
= 24, 2.24, 3.28, .., N—2}, (25} 
FS = Fr + CUP DL FO 4, FOUR, 


Après la (n—1)-ième opération d'élimination, on obtient le système 
en Yo et Yon (Y x = Yo): 
CO-OY—2Y na = FU, 


(26) 
—2Y9+ CMD nn = Fons. 


En résolvant ce système, on trouve Y,, Yon-1 et Yy = Yo, quant 


aux autres inconnues, en vertu de (24), elles seront obtenues après- 
la résolution des équations 


CNY, ee F7 + Ÿ ;_oh-1 + Y 


j+28" 1 
. __9R- : he : ; 
JDE, DDR DR NN, ge) ne... 1: 


Avant de passer à la résolution de (26), cherchons les formules de 


récurrence pour les vecteurs p et gl” associés à F{*? par la rela- 
tion suivante: 


FD = Cp +0), j—0, 27, 2.28, 3.28, ..., N—9X. 
En utilisant les formules de récurrence (25) pour F{*? , il vient 
CADET = g + plis + pions, 
pa = pa SU 
= 2p} + di sh +diyoht (27h 
1=2",, 2:52, 3028 SN k=1:2,:: 1. 
ai =F, p=0, 1-1, 2: N—=1, 
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à partir desquelles on tire p” et qg$" pour j 0, ainsi que les 
formules 


1) ca 1 (R—1 k—1 R—1 
CR 1) S€ Tr + pi M RTE 
k (k—1 Rk—1 
PS = pf ) LS È 


= ph + que + qu is 12:11, 


go =Fy, po =0 


permettant de trouver p{#) et gf). 
Abordons maintenant la résolution du système (26). A partir de 
(27) et (28) pour À = nr — 1, on obtient les relations 


1 1 2 2 
gon = 2poni + ons games 
1) 1 2 _2 
g0 pt + qi + garde, 
à partir desquelles on tire 
(n—1) (n—1) (n—-1) =) 


40 © —Qson1 —2(pPo © —Pon-1 ). (29) 


‘Otons maintenant de la première équation du système (26) la 
seconde équation. On obtient compte tenu de (29) et de l'égalité 
(12) du point 1, $ 2 


{CM-0 2 2E) (Y,— Yon) = 
— [C2] (Yo Yon-1) — F$"7 1) — Fri) — 
= C(M-1) (pÿ" 7" — pOn=i ) se au qi = 
= [CODE (po — para). 


(28) 


En posant par hypothèse que C(*-? est une matrice non dégé- 
nérée, on obtient de cette expression la relation 


Y ant = Y,— p$ DE por 1) (30) 


En portant (30) dans la première équation du système (26), il 
vient 
(CM-N —2E) Yo= F0 =) (PS9 por) — 
= (C1 — 2E) p$” D bg + 2p0n. 
Donc Ÿ, peut être obtenu suivant les formules 
BD QU 0 Loplrer,  BM-1 = CM-N_2E, 


ns (31) 
Yo = po + amy), 
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tandis que Ÿ,n-1 pourra également être déterminé, en vertu de 
(30), de la relation 


Yon = ponci + #01), (32) 


Les autres inconnues s'obtiendront successivement à l'aide des 
formules 


Yy — re: 
Cu-0gf"- D gi” 1) + You + Y ;,oh-1; 
Yj= pi +, (33) 


je OR On NE 
k=n—1, n— 2, a 


En résumé, les formules (27), (28), (31)-(33) décrivent la méthode 
de réduction totale appliquée à la résolution du problème périodique 
(21). Pour l’inversion des matrices C*-1 et B("-1 on utilise les 
factorisations (19), (20), mais dans (20) il faut substituer nr — 1 à n. 

Donnons l'estimation du nombre d'opérations arithmétiques Q 
que coûte la mise en œuvre de la méthode de réduction totale au cas 


© 
d'un problème périodique. Désignons. comme auparavant, par q 
le nombre d'opérations utilisées pour la résolution de l'équation 


Cix-1V = F,et par g celui d'opérations auxiliaires mises en œuvre 
à la résolution de la même équation, mais avec un autre second mem- 
bre F. L’estimation s'obtient à l’aide de la formule 


@ = 9N loge N + (1,5g — 29 + TM) N — 2q + 2g — 14M. 


La comparaison de cette estimation à l'estimation (45) du $ 2, obte- 
nue pour le premier problème aux limites, montre que. pratiquement, 
le problème périodique exige le même nombre d'opérations que le 
premier problème aux limites. 


3. Troisième problème aux limites. 

3.1. Procédé d'élimination des inconnues. Examinons maintenant 
la méthode de réduction totale appliquée à la résolution du troisième 
problème aux limites pour équations vectorielles triponctuelles 


(C + 2xE) Y,—2Y, = Fo, ] = 0, 
—2Ynv1 + (C+2PE)Yr= Fr, j=N. 


En posant que les conditions & > 0, B > 0, a* + B* = 0 sont sa- 
tisfaites, introduisons les notations suivantes | 


CHOC, CŸ=C+HIE. CS =C+H2PRE, F9=F, 
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qui, une fois utilisées, permettent d'écrire (34) sous la forme 


CYo—2Y;= F0, j=0, 
—Yii+COY,—Y =, 1Sj<N—1, (34°) 
—2Y vi + CS Yy— F\, j=N. 


Soit N = 2". Le procédé d'élimination des inconnues pour (34'} 
est mis en œuvre de la mème façon que pour le système (1) qui cor- 
respond au cas de C° = C;” = C® (œ = B = 0). 

Ecrivons le système réduit obtenu après la 7-ième opération du 
procédé d'élimination des inconnues 

CT =, = FA, 2Y5+ CLS De F$, (6°) 
ainsi que les groupes d'équations 
1 _ 
op Y, TT F; + Y;_oh-1 + Y,,on1 
j— 241, 398 NOT, k=n,n—1,...,1 


permettant d'obtenir successivement les inconnues Y;. Les seconds 


membres Ff* s’obtiennent dans ce cas à l’aide de relations de récur- 
rence 


(35) 


F9 FD CDR FE 
j= À, 2:9% ... N—2}*, k=1, 2; ..., n —1, 
FC OF OO), k=1,9,...,n, (37) 


FN =2F Tnt CA TOP, k=1,2,...,n, (38) 


(36) 


tandis que les matrices C%, C%* et C®? suivant les formules: 
CH_Icé "1j" _0# k=1,92,...,n—1, CC, 
CHECA-NCR-N _0E, k=1,9,...,n, C=C+IaE, (39) 
CH CANCER LU _90E, k—1,9,...,n, CM—CH+HIBE. 


A partir du système (6’) on obtient les équations permettant de dé- 
terminer Ÿ, et Y y. De (39) on peut déduire que C{#), C{) et C® 
sont des polynômes matriciels de degré 2* relativement à la même 
matrice C. Ils sont donc permutables. Aussi à partir de (6’) obtient- 
on les équations 


GOT Et), COY, = FY +2) (40) 
ainsi que des équations qui leur sont équivalentes 
DOFOYN= FR, COYO = FU +2Y y, (40°) 
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aux notations 


F"*+ D CORIOLE 2F4) (41) 
Ft) 2Ft) + CFE, (42) 
gin+1) CCM L4E = CCM LE. (43) 


Bref, pour trouver Ÿ, et Y x, on peut utiliser les équations (40) 
ou (40”). Utilisons (40). 

Au lieu des vecteurs F{" déterminons les vecteurs p!* et q{”? 
associés à F£* par les relations suivantes : 


FU = Ce pe + q, (44) 
FF = Cp + qgN, k=0,1,...,n, (45) 
FE POS EE ire, (46) 
FC D + gs"), (47) 


j= 2, 22%... N—2 k=0,1,2 ...,n—1. 


Cherchons les formules de récurrence pour p® et gt. Si j : O, 


N, on obtiendra de (36), (39) et (47), en faisant l'hypothèse, comme 
auparavant, sur la non-dégénérescence des matrices C%-h, les 
formules suivantes : 


ch 1st-1 D 4 pti 1) pts, 
so =1) 
QN0 = 2-0 4 gl + gl (8) 
1-22 Ds Ne? Ref 2: ni, 
du =rFs, po, 

Cherchons les formules pour p(#) et q(* avec k—0, 1,...,n +1. 


En portant So et (47) dans (37) ‘et (44)- -(46) dans (41), on n obtient 
pour k—=1, 2,...,n 


Ci p$° + qg$" — pre 1) (CR 1) PF Ut DL9pt- 1) + 29% 1) (49) 
et pour k—n+1 
ga+rn +) Qt C$® (CYp$ mn) g0) + 9 p@)) + 9q). (50) 


(n+1) 


Choisissons 4f* et q$ suivant les formules 


90 =2p5 +2qui, k=1,2,...,n 


Î | (51) 
q$* >= ps * ) + 2q6 
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et utilisons les égaités découlant de (39) et (43) 
CP LIE=CT CU. gMtO LUE = CC), 


Dans ce cas on peut écrire (49) et (50), sous |’ hypothèse de la non- 
Dir de C*-D et de en forme d'une équation unique: 


oh 
.. : ..…. n+i. 


En joignant ces équations à (51), on obtient finalement les formu- 
les pour le calcul de pf°? et qg°: 


CT ASS 1) _ gÿ roues 

pi =p + D k—1, 2, ., n+i, 

9 = 2p0 + 2qU- D > n, (52) 
rene np 

go Fo po —0. 


De façon analogue, en utilisant (45), (47), les relations de récurren- 
ce (38) et (39), on obtient les formules pour le calcul de pt) et gt: 


Rk—1)çth-1 R—1 k— 1 
Cf 16% = gK + 9pl 


N—9k"DL 
T k=1 (k—1 
p\=— = p\ LES 


gN=2p#+92q% a, k=1,2,...,n, 


gN=F», pW = 0. 


I reste à éliminer F® de (35) et (40). En portant (47) dans (35) et 


(45) et (46) dans (40), on obtient les formules suivantes permettant 
de trouver Ÿ;: 


(53) 


gt $i+ 0 2 gr Yo pl hs) (54) 
CS = a? +19Y, Yy— p + SR), (55} 


cu ne-0 LE Yi oh1 + Ÿ; ,oh-1, 
Vip) Ds 
= 21,324 ,,,N— 24, k=n,n—1,...,1. 


En résumé, les formules (48), (52)-(56) décrivent la méthode de ré- 
duction totale appliquée à la résolution du troisième problème aux 
limites (34). 


(56) 
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Remarque 1. Si pour trouver Ÿ, et Ÿ, on a utilisé les: 


équations (40'), alors, en introduisant au lieu de pf*” et gÿ*!> 


les vecteurs pS*” et g%*? associés à F$** par la relation 
(n+1 -(n+1) (n+1) (n+1 
FYX ) D pK +g\ a 


on obtient à partir de (38), (42), (44) et (47) les formules suivantes. 
permettant de trouver p) et gK): 


Ch SUD 2 gh-0 + op, 

pY=ps +s$ ), k=1,2,...,n+i, 

gW = 2p\ +2q0 ha, k—1,2,...,n, (53'}: 
gN + =4p\ +2q0, 

a =Fy, pY'=0. 


Les formules (53°) remplacent les formules (53). Vu que dans ce cas- 
on n’est pas obligé de calculer le vecteur F®*) et, par suite, les. 
vecteurs pt®*) et gr *), les formules (52) sont remplacées par 


Ch Dg-D 2 gui 0 + open plie pli + 5-0, 
q5” = 2p$ + 2qr, k=1,2,...,n, (52'}- 
a) =Fo ph)=0. 


A partir de (35) et (40’) on obtient les formules pour l'obtention de 
rY, et Y\: 
98106840 2 96" ni Yvr=pr9+s$*", (55') 
CSS = qù +2Yw, Yo pi +SÙ. (54°) 
Les inconnues restantes s’obtiennent à l’aide de (56). Les formules. 
(48), (52’)-(55') et (56) peuvent également être utilisées à la réso- 
lution du problème (34). 


Remarque 2.SiŸ},est donné, c’est-à-dire si au lieu de (34) 
il faut résoudre le problème aux limites 


(C + 2aE) Y, — 2Y, = Fo, j = 0, 
—ŸY;ja +CY;,— Yi = PF; 1<j<N—1, 
Yr = F,, i=À, 


alors, dans ce cas, la méthode de réduction totale se décrit par les. 
formules (48), (52’), (54°) et (56). Si, par contre, est donné Ÿ,, c'est- 
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à-dire s’il s’agit de résoudre le problème 

—Y;1 +CYi— Yu = EF, 1<j<N—1;, 

—2Y vx + (C + 2PE) Yrk=F,, i=À, Yo = Fo 
la méthode est alors décrite par les formules (48), (53), (55) et (56). 

3.2. Factorisation des matrices. I] s'ensuit de (39) et (43) que 

CY, co et C sont des polynômes matriciels de degré 2", tandis 
que % (+) l'est de degré 2"*1 relativement à la matrice C avec coeffi- 
cient 1 près du degré majeur. Vu la nécessité d'invertir ces matrices, 
procédons à leur factorisation. À cette fin cherchons la représenta- 
tion explicite de ces polynômes au moyen des polynômes connus et 
étudions le problème de l'obtention des racines des polynômes con- 
sidérés. 


On a montré au point 2 du $ 2 que C{® s'expriment au moyen du 
polynôme de Tchébvehev de première espèce de la façon suivante: 


CNT (+ C). k—0, 1, (57) 


Ensuite, de la relation (39) on tire: 


D CN 2 CAD CR CAN. 
R—1 h—1 
= [cire 20 [] CP. (58) 
1=0 = 


Vu qu'il y a lieu er 
h—1 


II c = Nzr:(+ C)= =Un_,(5C), 


1=—0 


où U, (x) est le polynôme de Tchébychev de seconde espèce, on 
obtient de (58) les représentations suivantes pour Ci: 


CW=2T (+ C)+2oU (5 C), E=0,1,... (59) 
De façon analogue on obtient la représentation de C2: 

C=2Tn (+ C) +2, (SC), k=0,1,... (60) 
Ensuite, en portant (594) et (60) dans (43), il vient 
GNT (sc) | -4E+ 


+4 (+8 Tu (5) Var (TC) +406[un, (5C)f. (61) 
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Vu qu'il y a lieu l'égalité 
1—T,(z)=Uh(z) (1 —7?), (62) 
il s'ensuit de (61) 
TL Un 1 (5 C)[(C?+40BE —4E) Un, (+c)+ 
1 
+4(@+8) Tan (5 C) |. 


Bref, on a obtenu la représentation de C(, Ch), C@® et +1 
au moyen des polynômes connus. Vu que les racines des polynômes 
de Tchébychev de première et de seconde espèces sont connues, on 
tire de (57) et (62) 

2 


CMS (C—2008 DE E) : 


l=1 
n _ 
gn+0 S (C— 2005 E)[(C?+408E—4E)Un_ (5c)+ 
[mi 


+4(@+B)Tan(5C) |. 


Aussi s’ensuit-il de (59), (60) qu’il ne reste qu’à trouver les 
racines des polynômes 


Pa (= 27m (+) +2aUmus (+), 
Qm(t)=2Tm (+) +280 (=), 
m=2", k=0, 1,...,n—1, 


qui correspondent aux polynômes matriciels C{) et C{) et les raci- 
nes du polynôme 


Ron =(E+40f— 4) Un (+) +4(a+B)Tn (+), (64) 


qui engendre le polynôme Z("+l, 


(63) 


Ce problème peut être résolu de deux façons. La première consiste à utiliser 
l’une des méthodes d'obtention approchée des racines du polynôme, la seconde 
dans la réduction de ce problème à celui de l'obtention de toutes les valeurs 
propres de certaines matrices tridiagonales. Arrêtons-nous en plus de détails 
sur le second édé. 

Désignons par S; (À) le déterminant de k-ième ordre suivant: 


À+2a 200...0000 
1 110...0000 


12—01162 
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et posons S, (À) = À + 2. A partir de la structure et de la définition de la 
matrice correspondant à S, (À), on déduit les relations de récurrence pour S} (À): 
Sp+1 (À) = ÀASz (À) — Sr (À), k > 2, (65) 
Sa (À) = ÀS, (à) — 2, Si À) = À + 2a. 
En utilisant les relations de récurrence pour le polynôme de Tchébychev (voir 
point 2, 8 4, ch. I) 
T4 (x) = 227 (x) — Ta zh D =z To(z)= 1, 
Un+a (zx) = 2zUn (x) — Unix), Ui(z) = 2x, Uo(z) = 1 
et les relations (65), on obtient la représentation de S,, (À) au moyen des poly- 


nômes de Tchébychev : S,, (À) = 27» (>) + 2a Um (5) ,m > 1. En compa- 


rant cette expression à (63). on trouve que les racines du polynôme P,, (t) coïn- 
cident avec celles du déterminant S,, (À) dépendant de À à la façon d'un para- 
mètre. 

Le problème de la recherche des racines de S,, (À) est équivalent à celui 
de la recherche de telles valeurs du paramètre À pour lesquelles le système d’équa- 
tions algébriques 

Ya + A+ y =0, 1<i<m—1A, 
(À + 2) yo + 2ÿ1 = 0, = 0, (66) 
Ym — 0 
possède une solution non nulle. Donnons une autre transcription de (66). Utili- 
sons la notation de la différence divisée seconde 


t 1 
JR Wei )= x (Vin — vit vin) 


xx, À 
et récrivons (66) sous la forme suivante: 
V= + Hy=0 1<i<m—1, 


2 2& , 
Ft y+uy=0 i=0, Ym=0, (66"} 


où À et u sont associés par la relation À = ph? — 2. En résumé, pour obtenir les 
ee . polynôme C{*) il suffit de résoudre le problème (66) pour m = 2, 

Par analogie avec ce qui vient d'être exposé, on peut montrer que les racines 
du polynôme @,, (t) s'obtiennent en résolvant le problème 


y= +uy=0, 1<i<m—i, 


2 p 


9 | (67) 
ts y+uy=0, i=m,  yo—=0, 


la relation À — uh? — 2 déterminant ces racines. 
Pour trouver les racines du polynôme R,n41 (£) défini dans (64), il faut 


résoudre le problème de valeurs propres suivant : 
y- + hy=0, 1<i<27—1, 


2 2 
st y+uy=0, 1=0, (68 


2 28 | 
7 Vsts vtuy=0, i=2, 


et trouver les racines à partir de l'égalité À = ph?—2. 
Notons que pou résoudre Îles problèmes (66)-(68) on peut utiliser l'algorith- 
me connu @R de la résolution du problème complet des valeurs propres. 


CHAPITRE IV 


MÉTHODE DE SÉPARATION DES VARIABLES 


On étudie dans ce chapitre les différentes variantes de la méthode de sépara- 
tion des variables utilisée pour résoudre les équations de mailles elliptiques les 
plus simples dans un rectangle. Dans le premier paragraphe on décrit l'algo- 
rithme de la transformation discrète rapide de Fourier des fonctions réelles et 
complexes. Le 8 2 est consacré à l'étude de la variante classique de la méthode de 
séparation des variables qui utilise l'algorithme de la transformation de Fourier. 
Dans le $ 3 on construit la méthode combinée comprenant la réduction incomplète 
et la séparation des variables. On passe en revue les applications de cette méthode 
à la résolution des problèmes aux limites discrets relativement à l'équation 
de Poisson de PRE à et quatrième ordre de précision. 


$ 1. Algorithme de la transformation 
discrète de Fourier 


1. Position du problème. Un des procédés de recherche des solu- 
tions aux problèmes de mailles multidimensionnels, admettant la 
séparation des variables, est le développement de la solution cherchée 
en une somme finie de Fourier suivant les fonctions propres corres- 
pondant aux opérateurs de mailles. L'’efficience de la méthode est 
essentiellement fonction de la rapidité de calcul des coefficients de 
Fourier de la fonction de maille donnée et du rétablissement de la 
fonction cherchée à l’aide des coefficients de Fourier donnés. 

Si, par exemple, sur le maillage © = {x; = ih, 0OSi<N, 
RN = 1} comprenant NV + 1 nœuds sont donnés la fonction f (i) et le 
système de fonctions orthonormées pu} (à), k = 0, 1, ..., N, tandis 
que les coefficients de Fourier de la fonction f (i) se calculent sui- 
vant les formules 


N 
qu= à f (i) ur (i)k, k=0,1,...,N, (1) 


il suffit alors pour le calcul de tous les coefficients , (N + 1) X 
X (N + 2) opérations de multiplication et N (N + 1) opérations 
d'addition. | 

Dans le cas général d'un système arbitraire de fonctions {u, (i)} 
c'est la quantité minimale d'opérations arithmétiques nécessaires. 


12* 
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Dans une série de cas particuliers, quand le système orthonormé de 
fonctions est d’un aspect spécial, le nombre total d'opérations arithmé- 
tiques nécessaire au calcul de la somme de la forme (1) peut 
être abaissé d’une façon sensible. On examinera ces cas en donnant 
les algorithmes permettant de calculer tous les coefficients de Fou- 
rier et de rétablir la fonction à l’aide des coefficients de Fourier don- 
nés en © (N In N) opérations arithmétiques. 
Passons à la description des cas mentionnés. 
Problème 1. Développement en sinus. Soit sur le segment 
0 <zr<1le maillage régulier © = {x; = jh,0<j L<N,hN =1)} 
au pas k. Désignons par © = {z; = jh, 1 << j L N — 1} l’ensem- 
ble des nœuds internes du maillage o. 
Soit donnée sur © la fonction de maille réelle f (j) (ou f (j) est 
donnée sur w, avec f (0) = f (N) = 0). 
Au $ 5, ch. I on a montré que la fonction f (j) peut être repré- 
sentée sous forme d’un développement 
N-1 
fO=<+ D quein Æ, j=1, 2,...,N—1, (2) 
h==1 


où les coefficients p, se déterminent à l’aide de la formule 


N— 1 
qu= D f(j) sin FE, k=4; 2 4 Ni: (3) 
je 


En comparant (2) et (3), on aboutit à ce que les problèmes de calcul 
des coefficients p;, de la fonction donnée f (j) et de rétablissement 
de cette fonction au moyen des fonctions données {p,} se ramènent 
au calcul de la somme NW — 1 de l'aspect 
N-1 
n= D a;sin #1, k—1,2,...,N—1. (4) 
j=1 
La formule (4) décrit la règle de transformation de la fonction 
de maille a;, 1 < j L N — 1, associée au maillage w en la fonction 
de maille y, 1<j<N —1. L'interprétation algébrique de (4) 
se représente ainsi: si l'on désigne par a — (&, &, ..., ax) 
le vecteur de dimension ÆV — 1, (4) décrit alors la transformation 
du vecteur a avec le passage de la base naturelle à la base définie par 
le système de vecteurs orthogonaux : 
Tj 


Zn = (za (1), 28 (2), -.., 28 (N —1)), 2 (j)=sSin —-. 


Problème 2. Développement en sinus rapprochés. Soit une 
fonction de maille f (j), admettant des valeurs propres, donnée sur 


un ensemble w* = {x; = jh, 1 < j < N} (ou sur w, avec f (0) = 


$ 1] ALGORITHME DE LA TRANSF. DISCRÊTE DE FOURIER 181 


= 0). Au ch. I, $ 5 on a montré que la fonction f (j) peut être repré- 
sentée sous forme 


N 
| p2 é 2k—1) x; | 
fGÜ)=+ > qu sin, j—=1, 2 oi AN: (5) 
k=1 


où les coefficients q, se déterminent suivant la formule 


N 
… +. (2k—1) nr); 
pi 2 p(sin ee k—=1, 2,...,N, (6) 
= 
tandis que 
1, j#0, N; 
»= | 0,5, j=0, N. ( 
Si la fonction f (j) est donnée sur l’ensemble w- = {x; = jh, 0 < 


<j<N — 1} (ou sur &w avec f (N) = 0), alors le développement 
analogue à (5) et (6) prend la forme 


N 
: 2 - — ] À 
f(N—jÿ)=+ » gx sin ED, j=1, 2, nids (8) 
ki 


N 
NS s— 41) 1j 
ga À Pn-sf(N—j)sin gr. k=1,2,...,N, (9) 
j= 


où la fonction p; est définie dans (7). 
I1 s'ensuit de (5), (6), (8) et (9) qu’on se trouve devant des problè- 
mes de calcul des sommes de la forme 


N 

p= D'asin Di, k=1,2,...,N, (10) 
j=i 
N e 

y D asinCEDE, jÿ—41,2,...,N. (10) 
Re 


Problème 3. Développement en cosinus. Soit donnée sur le 


maillage © la fonction de maille réelle f (j). On a alors pour la 
fonction f (j) le développement 


N 
fO=<+ > PRPr cos , j =0, 1, LES (11) 
où Fe 
N . 
qu= D pyfi)cos TE, k=—0, 1,...,N, (12) 


j=0 
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tandis que p;, se détermine à partir de (7). Il s’ensuit des formules (11) 
et (12) le problème CS calcul des sommes de la forme 


n=S &ÿ COS SL "Hs lo: (13) 
3=0 

Problème 4. Transformation d'une fonction de maille pé- 

riodique réelle. Soit sur l’axe — oo << r << © le maillage régulier 

Q = {z; = jh, j = 0, +1, +2,..., Nh = 1} de pas. Sur ce mail- 

lage Q est donnée la fonction de maille périodique de période N 


fO=IG+N), j =0, +1, 
prenant des valeurs réelles. On a montré au $ 5, ch. I que la fonc- 
tion 1 Q pour 0 LjL N — 1 peut être représentée sous forme 


(pour W pair) 
| 2 ra 2kn)j 
: T 
fO=+ TS Pa Pa COS + 
k=0 
N/2-1 | 
+ D qusin Pl], j=0,1,...,N—1, (14 
=1 
où les coefficients p, et y, se déterminent suivant les formules 
N-1 
Pr — pa f (j) cos 2 1 k=0, 1; + +, (15) 
= 0 
n =. N 
qu= D'fGsinl, k=1,2,...,45—1, (16) 
J3=1 


tandis que la fonction p4 vaut 
1, j #0, N/2, 
PR 0,5, j—=0, N/2. 


Les formules (14)-(16) nous conduisent au problème de calcul des 
sommes de trois formes 


N/2 N/2-1 
Ya = D, 4cos + » a, sin À , k=0, 1,..., N—1, (17) 
3=0 J=1À 
N-1 | 
Yn= D ajcos 2 , k=0, 1,...,N/2, 
jæ0 
N-1 | | (18) 
= Dassin, k—1,2,...,N/2—1, 
Jai ] 


de plus, dans les sommes (18) les coefficients a; sont les mêmes. 
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Problème 5. Transformation d'une fonction de maille pé- 
riodique complexe. Soit une fonction de maille périodique f (;) de 
période N donnée sur le maillage Q et qui prend maintenant des 
valeurs complexes. La fonction f (j) pour 0 < j < N — 1 peut alors 
se représenter sous forme 


N-1 2h, a 
f=+ Sique N , j—=0,1,...,N—1, i=V—1, (19) 
k=0 


où les coefficients complexes @, se déterminent suivant la for- 
mule 
1 2h , 
Da = > fe NN , k=0,1,...,N—1. (20) 


Notons que p—®pn et, de plus, 
N-1 ELLES 
Pun= 2 fe N , k=0,1,...,N—1. 
J= 


Aussi le calcul des coefficients œ, et le rétablissement de la fonction 
f Ü) se réduisent-ils au calcul des sommes de la forme 
N=1 2 
Ur — à ae NN , k=0,1,..., N—1 (21) 


aux a; complexes. 

Bref, il nous faut construire les algorithmes pour le calcul des 
sommes de la forme (4), (10), (13), (17), (18) et (21) exigeant moins 
que © (N°?) opérations arithmétiques. La construction de l’algorithme 
est la plus simple quand À est une puissance de 2: N = 2"; on se 
limitera à ce dernier cas. 


. 2. Développement en sinus et en sinus rapprochés. Voyons en 
détail l'algorithme de calcul des sommes (4) en posant que V = 2*. 
Dans ce cas (4) prend la forme 


2-4 
p= Dapsntl, &21 2.21, (22 
J=i 


où est introduite la notation a% = a;. 
L'idée de la méthode réside dans ce que dans la somme (22) les 
termes au même facteur sont groupés avant d'effectuer la multipli- 
cation. D'abord, avec la mise en œuvre de l'algorithme, on rassem- 
ble les termes de la somme (22) possédant des indices j et 2" — ; 
pour j —1, 2,..., 2"-l_ { en utilisant notamment l'égalité 


sin CD (1) sin (23) 
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Ecrivons pour cela (22) sous forme de trois termes 


on-1 _ 1 : on _ 4 : L 
0) tj 0) .- ed 0 Tr 
n= D dsins+ D dsin +aasin + 


et réalisons la substitution j’ = 2" — j dans la seconde somme. Comp- 
te tenu de (23), il vient 


27-13 
m= D (f+(—1ÿ 100 sin El +aftasin te. (24 
Ji 
En posant 
0 
gd ®., 
a _,=d"+am, j=1, 2, ...,271—14, 
a = a D, 
on tire de (24) que 
on-1 
Yoh-1 = an_ sin Dm, k=1, 2,..., 274, (25 
2n 
j=1 
27-14 
Y2r = à aÿ Sir Sr , k=1,2,...,271—1. (26) 
j=1 


Bref, après le premier pas on a deux sommes de la forme (25) 
et (26) dont chacune comprend environ deux fois moins de termes 
que la somme initiale (22). En outre, les sommes de la forme (26) 
et la somme initiale présentent une structure analogue. Aussi peut- 
on appliquer à (26) le procédé de groupement décrit plus haut. 

Dans le second pas, en divisant, comme plus haut, la somme (26) 
en trois termes compte tenu de l'égalité (23), où à z on substitue 
n — 1, on rassemble les termes de la somme (26) aux indices j et 
2-1 — j pour j = 1, 2, ..., 27° — 1. Après ce second pas on 


obtient au lieu de (26) 


on-3 
(2k— 1) x; Te 
Voçer-1) — > ain D k=1, 2, .::,2772, (27) 
ji 
2-2. 


V= D asinel, k=1, 2,...,22— 1, (28) 


i=1 
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où 
a$9 = 09 — an 
CCE _,= af + aa ; j=1, 2,...,2772—4, 
ar = Ana. 


Donc le problème initial (22) est équivalent au calcul des som- 
mes (25), (27), (28). La formule (28) permet de calculer y, pour des k- 
multiples de 4, la formule (27) pour des À multiples de 2, mais non 
multiples de 4, et la formule (25) pour le calcul de y, à k impair. 

En continuant le procédé de transformation des sommes obte- 
nues, on obtient finalement le résultat du p-ième pas 


on-s 
s 2k—1)n 
Vos-1ç0p 1) = > as, S _jS in-S D On=s+1 . , 
j=i 
= 2 au 0, Set 2:55 D (29} 
2n-P_1 
Yop, = D af) sin us ….. K=1;,:2::.::27PeT, 
ji 


où p=i, 2, ...,n—1, quant aux coefficients aP), on les déter- 
mine par récurrence 


1 _1 
a) — a? D ap _ à 
ap _,= a oh, j=1, 2,..., 2%P—1, (30) 
Cp mn On, p=1,2,...,n—1. 


En posant dans (29) p=n—1, il vient 


Yona= DE (m4) si ag), 


. 
._ (2k—1 
Vaso 1) — 2 as _ sin EL, k = 1, 2, ee 


pour s = 1, 2, ) R — 1. 

Bref, le problème initial (22) se ramène au calcul du (7 — 1)-ième 
groupe de sommes (31). La transformation nécessaire à cette fin des 
coefficients a{° est décrite par les formules (30). 
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A la seconde phase de l’algorithme il faut transformer les sommes 
431) qui, après substitution de chaque s fixé, 


(0) (1) = Yortçon sy k=1:2;:.:27" 
D (1)=a nm,  j=1, 2, ...,2%, 
l=n—s, s=1, 2,...,n—1, 
s'écrivent sous la forme suivante : 


I 
29 (1)= 3 (1) sin CE, k—1, 2,...,2, (32 
j=i 

Où L = 1, 2, ..., nr — 1. Les coefficients b£° (1) et les fonctions 
25” (1) dépendent ici de l'indice {, or, comme ‘le calcul de la somme 

62 sera décrit pour un / fixé, on négligera cet indice. 
Abordons la transformation de la somme (32). Représentons-la 
sous forme de deux termes en séparant les termes à indices pairs 

-de j de ceux à indices impairs de j: 


… 
20) (4) — DE (4)sin CE si 
jt ; 
ol-1 
+ D (sin EI L, (33) 
j=1 
En utilisant l'égalité 
.. (@k—1)(2j—2)n ._ (2k—1)2jx 
Sin à Sin on — 
: (2k—1)n .  (2k—1)(2j—1) x 


-écrivons le second terme de l’addition sous forme de deux sommes : 
ol-1 


ne (2k—1) (2j —1) a — 
DAT)  — D cos LADA à) 
3=1 21+1 
ol-1 ol-1 
x[ > b$ :(é)sin LEO + 5 b$?) ) 4 (4) sin (24 — 2 
j=1 ji 
1 GE ei 
cos on — _ 


+68 (0) sin mar), ). (4) 
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Ajoutons que dans la seconde somme mise entre crochets on a sub- 
stitué à l’indice j l’indice j’ + 1. 
Posons 


D 4) +0: (1), j=1, 2, ..., 214, 
ba (1) = 0, (1), 


b$ (2) — b£? (4), j=1, 2,..., 21 
et portons (34) dans (33). On obtient l'expression 
ol=1 
2 (1)= 9 bf0 (2) sin IS | 
ji 2° 
ol-1 
1 (L (2k— 1) xj 
TÈR STE S' bfP (1) sin an + 
D1+1 ji 
qui se vérifie pour k—1, 2,...,2. En y portant au lieu de x 
—k+1, il vient 
ol-1 
: —1) x; 
2 (= — D) 6$0 (2)sin + 
_ 
. ol-1 
1 (1) ._ (2k—1)x; 
LPC ES ESS ETEE TES D b; ”(1)sin ; : 
21+1 7 


Par conséquent, si l’on pose 


ol-1 
a (= Ÿ, 00 (5) sin PIE, 
ea 


k=1,2,...,2P1, s—1, 2, 


la somme initiale z}° (1) peut alors être calculée suivant les formules 
1 


2x (1)=2% (2) + (2k—1) x 2} (1), 
LA RNET "SES 
1 
2 Lu (= —24 QE 4° (0, 


| +1 
k=1, 2. ss DISL. 
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En résumé, le premier pas a abouti à l'apparition des sommes z;'” (1) 
et zh? (2) dont chacune comprend deux fois moins de termes que la 
somme initiale z4° (1) tout en possédant la même structure que 
4 (1). Par suite, le procédé de transformation, décrit plus haut, 
de la somme initiale peut s'appliquer séparément aux sommes 
z°(1) et zi!°(2). On obtient finalement les sommes z$”(s), s = 1, 2,3,4, 
qui conservent la structure de la somme initiale. En continuant la 
transformation, on obtient au m-ième pas les sommes 


ol-m 
m ; 2k—1) x; 
2 (s)— S' EE) (s) sin CL, (35) 


j=1 
k—1,2,..., 2m  s—1, 2,...,2" 
pour chaque m = 0, 1, ..., L, les coefficients b{"”’(s) se détermi- 
nant par récurrence pour s = 1, 2, ..., 2"-1 suivant les formules 
DE (25 — 1) = 087 1 (s) + 0H? (s), 
j=1,2,..., 28214, m=1, 2,...,1—1, 


Dm (25—1)= ma (s), m—1, 2, ..., 1, (36) 
D (25) = 057 (s), l=1, 2,2, 
m = À, 2, nes L. 


En outre, les sommes du m-ième pas sont liées aux sommes obte- 
nues au (m — 1)-ième pas au moyen des formules suivantes : 
(m1) (m) 1 ( 
2h (s) = 2h (2s) FT SGD 2 (25 — 1), 
COS 
2l-m+3 


_ m 1 
DE pa (5) — 2h (25) + — Er 2 (25 — 1), 
2 COS — 
DJ1-m+2 
k=1,2,...,2-m, s—1, 2,...,2"21, m—1, 2, ...,1. 
En posant dans (35) m—=l, il vient 
2 (s)—bŸ (s), s—1, 2, ..., 2! (38) 


Bref, les sommes z%(1) sont calculées de la façon suivante. En par- 
tant des coefficients donnés bi°(1), 1 < j < 2!, on calcule finale- 
ment à l’aide des formules (36) les coefficients bU(s), 1 < s & 2!. 
Ces derniers sont ensuite utilisés en vertu de,(38) en guise de données 
de base des relations de récurrence (37). En posant successivement 
dans (37) m = 1, 1 — 1, ..., 1, on obtient finalement z(1) et, 
par suite, Yos-1ç2n 1)" 

Donc l’algorithme de calcul des sommes (22) est décrit par les 
formules (30), (36), (38). 


(37) 
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Remarque. Dans les relations de récurrence (37) on peut éviter la 
(2k—1) x 
21-m+2 


division par 2cos avec la substitution 


(2k—1) x 


(M) (= gi 
2, (s)=sin Em 


Lim) (s). 


Les formules pour le calcul de um) (s) prennent dans ce cas la forme 


(m1) ça — n(2k—1) ,(m) (m) (9, — 
w} (s) = 2 cos DI-m w, ‘(25s)+w, ” (2s—1), 
39) 
x (2k— 1) 
4 4 (9 — 2 008 1oÉ (29) + (25 — 1), 
k=1,2,...,21-m, s—1,2,...,2041, m=l, 1—1,...,1, 
avec w{t) sn: (s), s—=1,2,...,2! et 
2k—1)x 

ke (1) = in BED (1), k=1,2;:.: 21. (40) 


Calculons maintenant le nombre d'opérations arithmétiques 
que coûte chacune des mises en œuvre de l'algorithme (30), (36)-(338). 
Admettons que les valeurs des fonctions trigonométriques sont con- 
nues d’avance. 

Le calcul élémentaire fournit: 

1) la mise en œuvre de (30) exige 


n—1 
Q;, = 2 2(27-P—4)—2.2—2(n+1) 


opérations d’addition et de soustraction; 
2) pour un Z fixé la mise en œuvre de (36) exige 
L—1 
a = 2 (27 —1).2m1 2 (1— 2) 251 41 
opérations d’addition, et la mise en œuvre de (35) 
_ + 


a = > 2,9l-m,9m-1__97.91-1 


m=i1 
opérations d’addition et 
l 
ai = a. 21-m.0m-1 7,21 (41) 


opérations de multiplication. Finalement les formules (36) et (37) 
coûtent pour un Z fixé 


qu = += (8 — 2)-.2- +1 (42) 


190 METHODE DE SÉPARATION DES VARIABLES (CH. IV 


opérations d’addition et g multiplications. Pour tous les 1 — 
= 1, 2,..., nr — 1 le coût revient à 
n—1 n— 1 
3_ on 
Q= D q= > I(8—2)-214+1)= HE n2—42 + n+4 
Imi Im 1 
additions et 


n— 1 n—1 
Q=Dg= D m2 2 +1 
le 1 mi 


multiplications. 
Les algorithmes (80), (36)-(38) se caractérisent par les estimations 
suivantes du nombre d'opérations arithmétiques : Q+ = Q, + Q. — 
= (3n/2 — 2) 2" — n + 2 additions et Q, = (n/2—1) 27 + 1 mul- 
tiplications. Si on néglige la différence entre les opérations d’addi- 
tion et de multiplication, leur nombre total s'élève à 


Q = Qi; + Q: + Qs = (loge N — 3) N — log, N + 3, N = 27. 


A titre de comparaison, donnons l’estimation du nombre d'opérations 
exigé avec le calcul de toutes les sommes (22) par sommation directe. 
On aura (2"—1)? multiplications et (27—2) (27 — 1) additions, en 
tout . (N — 1) (2N — 3) opérations. Par exemple, pour N — 
= 128 (n = 7), on aura Q = 1404 opérations (dont 321 multipli- 
cations) pour la mise en œuvre de l'algorithme et @ — 32 131 opéra- 
tions (dont 15 873 multiplications) pour la mise en œuvre de l'algo- 
rithme par sommation directe. 

Notons que l’utilisation dans l'algorithme au lieu de (37) et (38} 
des relations (39) et (40) aboutit aux estimations suivantes du nombre 
d'opérations : Q+ =(5n-2)2" — n + 2 additions et Q, — 7 2"—1 
multiplications, en tout Q = (21og, N — 2) N — log, N + 1, N — 
= 2"; ce nombre est quelque peu supérieur à celui de l’algorithme 
(30), (36)-(38). 

Bref, le problème 1 posé plus haut est résolu. Passons mainte- 
nant au problème 2 sur le développement en sinus rapprochés. En 
posant N = 2”, écrivons la somme figurant dans le problème 2 sous 
la forme suivante: 


on 
p= D ajsin DE, k=4,2,...,2" (43) 
J=1 


En confrontant (43) et (32), on trouve que le calcul des sommes (43) 
suivant les sinus rapprochés constitue la seconde phase du calcul 
des sommes (22) de l'algorithme exposé plus haut, si dans (32) on 
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pose Z = nr. Par conséquent, si l'on pose 
2 (1)=yr, k=1,2,...,27, 
DP(D=a;: J=1,2,::.:27 


les formules (36)-(38) pour 1 = r décrivent l'algorithme de calcul 
des sommes (43). En posant dans les formules (41) et (42) 1 = n, on 
obtient les estimations suivantes du coût de la mise en œuvre de- 
l'algorithme: Q: = =(5n — 1) 2" + 1 opérations d’addition 
et Q, = qn = _ 2" opérations de multiplication, en tout Q = 
= (2logs N — 1)N +1, N = 2". Les sommes (43) se calculent 
donc en, à peu près, le même nombre d'opérations arithmétiques que 
les sommes (22). 

Rappelons que les sommes (43) sont utilisées pour le calcul des 
coefficients de Fourier de la fonction de maille a; donnée pour i — 
= 4,2,..., N. Pour le rétablissement de la fonction sur la base: 
des coefficients de Fourier donnés il faut calculer les sommes 


on 
à 2k—1) x} ï ’ 
p=> asin nt, j=1,2,...,2". (43) 
Ru 1 
En utilisant pour j — 2" la relation 
._ (2kx—1) x) 1 ._ (k—1) x; ._ ka) 
2 cos QUES 
il vient 
2n 2 
| .. (k—1)x)j . kan 
=— [> asin Es + 5 ag Sin nm |= 
2C08 sr k=1 k=1 
k 271 . 
Em > af” sin _ 9 j= 1,2, RU 


] 
2008 + k=1 


où a® se calculent suivant la formule a% = a; + a,4+,, k — 
= 4,2,..., 2% — 1. En comparant la somme obtenue avec (22), 
on trouve que le problème s’est réduit à la résolution du problème 1. 
Pour le calcul de yen, on obtient la formule 
on on-1 


Yon = > ar (—1)"1= > (Gen — dan). 
Ami km 
La sommation est ici effectuée directement. 


En ce qui concerne le nombre d’opérations que coûte l'algorithme 
décrit, l’estimation Q = 2N log, N — log, N se vérifie. 
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3. Développement en cosinus. Examinons maintenant l'algo- 
Tithme de résolution du problème 3 comprenant des calculs des 
sommes (13) pour N = 2". On a 


on 
n= D a”cos il, k=0,1,...,27, (44) 
j==0 


où on a introduit la notation a® = a}. 

Le principe de construction de l'algorithme est exactement le 
même que pour le cas de développement en sinus et comprend deux 
étapes. Dans la première étape on rassemble les termes de la somme 
aux indices ÿ et 27 — ÿ pour j = 0, 1, ..., 2"-1 — 1, ensuite aux 
indices j et 2-1 — j, j = 0, 1, ..., 27-23 — 4, etc. 

Au bout du p-ième pas on aura 


NL | 
2k—1) x 
Y5s-1ç2h_ 4) — > as _ —j COS s ÉEL., 
3=0 
k—1,2,...,204  s—1,2,...,p, (45) 
27? 
Vopy — > afp) cos a sc h=0;1;.::,277 
j=0 


Ces formules se vérifient pour p = 1, 2, ..., n. Les coefficients 
at) se déterminent par récurrence 


a) — aP- D Ha 1) 


n-p#l_, 
GOT p+1 _; : = ap de ae ou. j? ] = 0, 1, .….. 2P — 1, (46) 
1 
ag p= np, p=1,2,...,n 


En posant dans (45) s = p = n, il vient 


=aÿ+af, yn—=aÿ— af", yonai=a$”, (47) 


Jes y, restants se déterminent suivant les formules 


PRES | 

(s) (2k—1) tj 

Vos = 2) Gon-m COS ——, 
j=0 


k=1,2,...,29%, s=1,2,...,n—1. 
Pour chaque s fixé les substitutions 
2% (1) = Yorr a k=1,2,...,27, 
D (1)= am sn j—=0,1,..., 21, 
l=n—s, s8—1,2,...,n—1 
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aboutissent au calcul des sommes suivantes : 
2l_1 
4 (1)= D 6 ()cos PDT, x=41,2,...,2! 


DI+I 
j=0 


1=1,2,...,n—1. (48) 


Dans la seconde étape de la mise en œuvre de l’algorithme on 
effectue le calcul des sommes (48). Comme auparavant, on sépare 
successivement les termes à indices j pairs de ceux à indices j impairs 
et on aboutit aux relations de récurrence suivantes: 


m— 1 m 
z£ Ds) = 27) CS) + — 5 5x z{ ) (2s—1), 
2008 nr 
(m) (m) 1 (m) (49) 
Zoi-mti_}, (S) = 2} CS) —— 5x * (2s— 1), 
2cos 7 DI-mt2 — 
k=1,2,...,21m, s—1,2,...,2"-41, m=—1,2,...,l 
pour le calcul de 
pe 2k — 1) sj 
—1)x 
40 (s= Nb (s)cos EL, (50) 
3=0 
k=1,2,...,258, 5=—1,2,...,2" 
pour m—0,1,...,1. Les coefficients b!"'(s) se déterminent éga- 


lement par récurrence pour s—1, 2,...,2""1, en partant de b5° (1) 
à l’aide des formules 


D (25— 1) = 055 (s) + 0$5+4? (s), 
i=1, Don ils m = 1, 2,...,1—1, 
DE) (2s— 1) =D (5), m—1,2,...,l, (51) 
DS" (25) = 057 (s), 
j=0,1,...,2504, m=1,2,...,1. 


En posant dans (50) m—1, on obtient les données de base pour 
les relations (49) 


D (s)=b (5), s=1,2,..., 21 (52) 


Ainsi donc, les algorithmes de calcul des sommes (44) se décrivent 
au moyen des formules (46), (47), (49), (51) et (52). 

Un calcul élémentaire du nombre d'opérations arithmétiques 
que coûte la mise en œuvre de l'algorithme donne: Q, = 


13—01162 
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— (3/2n — 2)2* + n +2 - opérations d'addition et Q, — 
— (n/2 — 1) 2" + 1 opérations de multiplication, en tout 


Q = Q+ + Qu = (2 logs N — 3) N + logs N +3, N = 27. 


.… Notons que, comme dans l'algorithme précédent, on peut ici procéder dans 
les relations (49) à la substitution | 


.. (2k—1)7 

34m) (s)— sin CEE um) (s) ; 

en outre, il s'ensuit de (52) que w0 (s)— D) (s), s—1, 2, ..., 21. 
Les formules de récurrence pour w(”) (s) prennent la forme 


n 2k—1 EL 4 - 
gim— #2 cos LE af) (25) + (25— 1), 
(2k—1) x 


Nr ON (s) = 2cos THEM 0m) (s)—w0) (25 — 1), 
k=14,2,..., 21m, s=1,2,...,2M-1, m—1, 2,...,1. 


4. Transformation d’une fonction de maille périodique réelle. 
Le problème 4 sur la transformation d’une fonction de maille pério- 
dique réelle consiste à rétablir la fonction au moyen des formules 
(17), les coefficients de Fourier a; et a; étant donnés, et à trouver les 
coefficients de la fonction considérée suivant les formules (18). 

Soient N = 2" et les coefficients de Fourier connus. Il faut alors 
calculer les sommes 


| 2kx) = ._  2kx) 
_— (0) 0) 
m= Y aÿ° cos = + >» a{° sin DR 
J3=0 J=1 
(53) 


k=0,1,...,2"—1. 


Construisons l'algorithme correspondant. A cette fin substitu- 
ons dans (53) 2®—% à k. Compte tenu des égalités 


n — ; : 
s 2 C k) nj ne 


Fe in 26279 Hj ___.;. 2knj 
2" ou 


si 5 SIN —57 -» 


2k1j 
co TIR — 


9 


on obtient que y, peut être calculé suivant les formules 


- 


- Un Un + Ua 
Von = nn k=1,2,...,201—1, (54). 


Yo — Vos Yon-1= Yon-1, e 
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où 
on-1 
Un = » ai® cos ue ne (55) 
j=0 
201 
Ur = D a” sin SUR … E=1,2,::.,20 81; (66) 
j=1 


En résumé, le calcul des sommes (53) se réduit à celui dessommes (55) 
et (56) et à l’utilisation subséquente des formules (54). 

En comparant les formules (55) et (56) avec les formules (44) et 
(22) on observe que les sommes (55) et (56) peuvent être calculées sui- 
vant les algorithmes des points 2 et 3 en y substituant r — 1 à n. 

Evaluons maintenant le nombre d'opérations arithmétiques que 
coûte le calcul des sommes (53) par la méthode indiquée. A partir 
des estimations du nombre d'opérations obtenu pour l'algorithme 
du point 2 on déduit que les sommes (56) s’obtiennent en Q: = 
— (3n/4 — 7/4) 2" — n +3 opérations d’addition et en Q, = 

= (n/4 — 3/4) 2" + 1 opérations de multiplication. Les estimations 
de l’algorithme au point 3 fournissent pour les sommes (55) les va- 
leurs suivantes: Q, — (3n/4 — 7/4) 2* + n + 1 additions et Q, = 

= (n/4 — 3/4)2* +1  multiplications. En y adjoignant Q; — 
= 2" — 2 additions pour la mise en œuvre de (54), on obtient pour 
l'algorithme construit @, = (3r/2 — 5/2) 2" + 2 additions et Q, = 

—= (7/2 — 3/2) 27 + 2 multiplications, en tout Q = (2 log, N — 
EN +64, N =02. 

Abordons maintenant le calcul des coefficients de Fourier de la 
fonction de maille périodique réelle. Le problème réside en l’obten- 
tion des sommes 


2n— 1 x 
Ur = > aÿ” cos Si , tk =0, 1, 7 (57) 
j=0 
" 28-1 , 
p= Dasin el, k=1,2,...,2t—4, (58) 
| j=1 


où af) est la fonction donnée. L 
L'algorithme de calcul de (57) et (58) est apparenté à ceux des 
points 2 et 3, tout en différant par certains détails. Ici, dans la 
première phase sont-d’abord rassemblés les termes des sommes (57) 
et (58) aux indices ÿ et 2"-1 + j pour j = 0,-1, 27, 
ensuite, ceux aux indices j et 27° + j pour j = 0, 1, nie 2e 
etc. Décrivons en plus de détails le premier pas du procédé de ras- 


13* 
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semblement successif des termes d’addition sur l’exemple de la 
somme (57). La transformation de la somme (58) s'effectue de façon 
analogue. 

Représentons donc (57) sous la forme suivante: 


on-l 1 27.4 
2kn;j ni 
= D, aÿcosr-+ , 5 af cos . 


et effectuons dans la seconde somme la substitution en posant j = 
— 2-1 L j’, Cela donne 


ani 
2k . 
m= D la”+(—1}ata,jcos rl, k=0,1,...,2"4. 
j=0 
En posant 
1 0 
9 = + 659) 
ana, ;,= aan, j=0,1,...,2"-1—14, 
on obtient au lieu de (57) les sommes suivantes : 
2n-1 4 
1 2k—1) x; 
Yoh-1 — > an, ; cos Ds : k=1, 2, joss 2772, 
j=0 
on-1 4 (60) 
2kx) 
ya= D dMcos Hi, k=0,1,...,2"2. 
3=0 
De façon analogue, au lieu de (58) on obtient les sommes 
2-1 
Vas D pa, ;sin OM, k=1,2,...,272, 
j=1 
(61) 
27-13 
=. 1) .«_ 2kx) 3 
Uor —= > af”) ID nr » k—=1, 2507 2—1, 
j=1 


où aÿ” sont définis dans (59). Sur ce, le premier pas s'achève. Au 
cours du second pas on transforme les sommes (60) et (61) suivant 
le procédé décrit. Finalement au bout du p-ième pas on a 


27781 
_ (a) (2k—1) aj 
Yos-1ç02 1) — ÿ asn-s, ; cos Dhs 1 
j=0 


k=1;2,.:5,204%, S=1,2;::.,p, (62) 
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2N-P_ 1 
2k1) ee 
VoPpz — > af” cos 2n-p ? k=0, 1, . 2 d + 
3=0 
où p=—1,2,...,n—1 et 
21-81 
Le (s) si (2k— 1) xj 
Uos-1(2p-4) — Gon-ss; SN nes 
k= 1, 2. ae S=1,2,:::5D, (63) 
2n-P_1 
YoPs = à af” sin sus ’ k — 1, 2, …. 2"-PA1— 1, 
j=i 


où p—1,2,...,n—2. Les coefficients af ? s'obtiennent par récur- 
rence suivant les formules 


af) = MEN or ; j=0, 1, 3 2 PA. 


27-P+j 
a Rpys = = ap — np, ;: p=1,2,...,n 
En posant dans (62) p=n et s—p—n—1, il vient 
Yo = af" D LE gg 0 2 GO 
Yon = a ag D = af), (65) 
Yon-2 — co ag” LE 
tandis qu’à partir de (63) pour p=n—2 on trouve 
Yna= af ai as”. (66) 
Les y, et y, restants s’obtiennent suivant les formules 
27-81 
ee (s) s Ck— 1) x; 
Vos-1çop_ 1) > a ones; C 9n—s ’ 
3=0 
27781 
… (a) ((2x— 1) x; 
Yos-lon_1) = > ons, ; sin TT Qn=s 
J=i 
k=1,2,...,2m$4, s—1,2,...,n—2. 
Procédons aux substitutions pour un s fixé: 
2h” (1) = Yo, _ 1)’ 24° (1) = Yos-10 1)’ 
k=1,2,...,24, 9) as, j=0,1,...,2%%—1, 


l=n—s, s5s—1,2,...,n—2. 
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On aboutit ainsi au calcul des sommes 


2l_4 
2° (1) = te ÿ b£° (4)cos Ge? 17) 
j=0 
2l_1 
2 (4)= D 6 (1)sin I 


j= 1 


k=1,2,...,9%4, 1=2,3,...,n—1. 


(67) 


9 


Au cours de la seconde phase de l'algorithme on calcule les 
sommes (67). Comme dans le cas de l’algorithme du point 2, on 
transforme ces sommes par séparation des termes aux indices j 
pairs des termes aux indices ÿ impairs et on utilise les égalités 


._ (2k—1)(2j—2)x 2k—1)2jn 
Dm TS Em 
2k—4)n .  (2k—1)(2j—1)x 
= 2 cos Es D—— im 
(2k—1)(2j —2) x 2k—1)2jx 
COS —— mr" + COS mr — — 
(2x —1) x (2k—1) (2j —1) x 
= 2008 — S—— Emi 
pour m = 1, 2, ... On obtient ainsi les formules de récurrence 
suivantes : 
" | 
2 (S)= 2h (25) + — 5 267 (25 — 1), 
2 COS ——— 
Jl1-m+1 
(m-1) _ (M) p9Q 1 2) (2s— 
Zsl-m_p41 (S) = 2à (2) S (2k—1)x (25 1), 
21-m+1 
- - (68) 
QD (8) = 2 (28) + —— 2 (25 — 1), 
Des Da “À 
21-mt1 
(m1 = | 
Dole pt (= — 28 (25) + 2h (25 — 1), 
2co Ck—1x * 
21-mt1 


k=1,2,...,25m04, $=1,2,...,21, m=1,2,...,1—1 
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permettant de calculer de proche en proche les sommes 


ol-m _4 
4 (= DH (cos- AUS, 

= (69) 
(= D Of" (s)sin IE, 

j=1 


f=t,2:: 0 s=1:2... 27 
pour m = 0, 1, ” 1 1. 


Les coetficiente 0 s'obtiennent également par récurrence 


pour s = 1, 2, , 2-1 en partant des b5”(1) donnés suivant 
les formules 


DE) (25 — 1) = 087) (5) + DEP (S), j—1, 2, ...,27-m 1, 
DE) (25 —1) = 0 0 (5) — D, (s), 
bE (25) = DV (s), j=0,1,...,2-m— 4, 
s=1,2,...,241, m—=1,2,...,1—1. 


En posant dans (69) m—/—1, on obtient les valeurs initiales 
pour les relations (68) 


240 (8) =D 0 (8), 2-0 (9) BED (se), s—1,2,...,2-1, (71) 


Bref, l'algorithme du calcul simultané des sommes (57) et (55) 
se décrit au moyen des formules (64)-(66), (68), (70) et (71). Notons 
que, comme dans les algorithmes des points 2 et 3, il est possible 
de procéder ici dans les relations (68) à des substitutions 


(2k—1) x 
21m 


(10) 


im 


(s)= sin wY (s), 


= ._. (2k—1)x — 
A (= sin mi (s), 


qui permettent d'échapper à la division par 2 cos PRE. 

Un calcul élémentaire du nombre d'opérations arithmétiques 
que coûte la mise en œuvre de l’algorithme donne: Q, = 3n/2-2" — 1 
additions et @Q, = (7/2 — 3/2) 27 + 2 multiplications, en tout 
Q = (21log; N — 3/2) N +1, N = 2. 

Le calcul des coefficients de Fourier et le rétablissement de la 
fonction de maille périodique réelle suivant l'algorithme proposé 
exigent donc © (N In N) opérations arithmétiques. AR: > 


5. Transformation de la fonction de maïille périodi 
Abordons maintenant le problème 5 concernant le ca 


e Complexe] 
ül. des cvef: 
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ficients de Fourier et le rétablissement de la fonction de maille 
périodique complexe. Au point 1 on a montré que le problème se 
ramenait au calcul des sommes (21) qui, au cas où N = 2", prennent 
la forme 


27-14 2kxj 
Ur — >. aie 274 , k=0, 1, 9 2"—1, (72) 
j=0 


où a” sont des nombres complexes. 

L’algorithme de calcul des sommes (72) se construit de la même 
façon que celui de calcul des coefficients de Fourier de la fonction 
périodique réelle. Lors de la première phase, on rassemble les termes 
des sommes (72), d’abord aux indices j et 2"-1 + j pour j =0, 1, 

, 2-1 — 4, puis aux indices j et 2** + j pour j = 0, 1, 
, 2-2 — 4, etc. Compte tenu de l'égalité ei — (1, « on 
obtient finalement pour le p-ième pas les sommes suivantes: 


ans 1 (2h12. 
J23-1(28-1) — 2 aon-s) je oO 
3=0 
k=1,2,...,2%%, s=1,2,...,p, (73) 
27-P 4 ELLE 
Yopr = > aP) e 2 k—=0,1,...,27P— 4, 


j=0 
« ffi Q (P) , b . ? e 1 
où les coeïfficients a; ” s'obtiennent par récurrence suivant les 


formules (64). 
En posant dans (73) s—=p=n, il vient 


Yo=a$"”, Yon-1 = af”, (74) 
tandis que les y, restants s’obtiennent suivant les formules 
2178 4 (2k— 173 
Y2-1(22 1) à anse; € 3e 


Le s=1,2,..., n — 1. 


Procédons maintenant pour un j fixé à des substitutions en posant 


ns 
27, 


20 (1) = taraça-s» b=1, 2, 
D (A)= ais, j=0,1,..., 277 —1, 
l=n—s, 5s—=1,2,...,n—1, 
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et passons au calcul des sommes 


ol_4 (2h-1)n5, 
24° (1) = >, bS° (1)e 2t ; k — 1, 2; er (75) 
Frs 


pour Z—1,2,...,n— 1. 

La seconde phase de l'algorithme consistant à calculer les som- 
mes (75) se construit, comme auparavant, par séparation des termes 
aux indices j pairs et impairs compte tenu des égalités 

(2h—1X25-2)x (2h 41)25x (2h 1H25- 437 

e ol-mt1 + e ol-mt1 =) cos En EL ol-mti 


On obtient les formules de récurrence 


. 4 
= + pr À (s— 1). 
COS rm 
AURED (m) 1 4) (76) 
Zoiemgg (5) = 2h (25) — 5x à (25— 1), 
200 — 


k=1,2,...,218, s—1,2,...,9%1, m—1,2,...,1—1 
pour le calcul des sommes 


ol-m_ 1 (2k-1) xj 
A (s)—= D (se 2%, (77) 
3=0 


= Dis 2 4 S=4; 2:02" 


pour m—=0,1,..., 1 — 1. Les coefficients bf"” se calculent 
suivant les formules de récurrence (70). Il ne reste qu’à indiquer 
les valeurs initiales de (76). En posant dans (77) m = !L — 1, il 
vient 


2 ” (s) — DE 9 (S) + ib4T 1) (s), 
2-0 (5) = 08 0 (5) — id 0 (5), s=1, 2, ..., 2-1. 


Bref, l'algorithme de calcul des sommes (72) est décrit par les 
formules (64), (70), (74), (76) et (78). Notons que l’algorithme cons- 
truit ne contient pas (à l'exclusion de la très simple formule (78)) 
d'opérations de multiplication des nombres complexes. Aussi dans 
les formules fournies est-il aisé d'isoler les parties réelle et imagi- 
naire des grandeurs calculées. Cela facilite la mise en œuvre de 
l'algorithme sur l'ordinateur démuni d’arithmétique complexe. 
Ensuite, il peut aussi s’avérer utile de procéder dans les relations (76) 
a la substitution 


(18) 


Z{m) (s) = sin 


2k—1 
Sen A (6). 
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Evaluons maintenant le nombre d'opérations arithmétiques que 
coûte la construction de l’algorithme. On obtient Q, = (3n/2 — 
— 1/2) 27 additions de nombres complexes et Q, = (7/2 — 3/2) 2" 
multiplications de nombres complexes par un nombre réel. Si l’on 
exprime ces valeurs en termes d'opérations sur des nombres réels, 
on obtient Q, — (3r — 1) 2" additions sur des nombres réels et 
Q, = (n — 3)2* multiplications sur des nombres réels, en tout 
Q = (4log,: N — 4) N, N = 2" opérations sur des nombres réels. 
Cette estimation dépasse deux fois celle obtenue au point 4 pour 
une fonction de maille périodique réelle, ce qui d’ailleurs est naturel 
vu que dans le cas complexe étudié on est obligé de traiter une quan- 
tité deux fois plus grande de nombres réels. 

Sur ce, on achève l’étude des algorithmes de transformation dis- 
crète rapide de Fourier et l’on passe aux applications de ces derniers 
à la résolution d'équations de mailles elliptiques. 


$ 2. Résolution de problèmes de différences 
par la méthode de Fourier 


1. Problèmes de différences de valeurs propres pour l’opérateur 
de Laplace dans un rectangle. Au $ 5, ch. I on a étudié les problèmes 
aux limites de valeurs propres pour l’opérateur de différence divisée 
seconde, donné sur un tronçon de maillage régulier. Pour deux 
dimensions. on a pour analogues de ces problèmes des problèmes de 
valeurs propres associés à l'opérateur de différences de Laplace 
donné sur un maillage orthogonal régulier dans un rectangle. Profi- 
tons de la méthode de séparation des variables pour rechercher les 
valeurs propres À, et les fonctions propres 4 (i, j) de l'opérateur de 
différences de Laplace 


A=AM+As Acy= y. , aœ—=1,2. 
aTœ 


Soit le maillage © — {xi5 = (il, jhe) EG, 0Li<N, 0< 
LiLNa hoNaœ = lay & = 1, 2} donné dans un rectangle G — 
= {0Lz, L le, &œ = 1,2}. Désignons, comme habituellement, 
par & les nœuds intérieurs et par y les nœuds de frontière du mail- 
lage ©. 

Le problème de valeurs propres le plus simple pour l'opérateur 
de Laplace dans le cas des conditions de Dirichlet se pose ainsi: 
chercher les valeurs du paramètre À pour lesquelles on a une solution 
non triviale y (x) du problème suivant: 


Ay )+Ay()=0, zxEo, 


(1) 
y (x) = 0, ze Ye 
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Cherchons la fonction propre x (ë, j) du problème (1) correspon- 
dant à la valeur À, sous la forme 
ue (i, j) = Uk; (à) Le (9),  k=(k;, ko). (2) 
Portons dans (1) au lieu de y (x:;) — y (i, j) la fonction pu, (i, j). 
Vu que 
My DEC +, D) 27, j)+vG—1, j)l, 


l'opérateur A, n'agit que sur la fonction de maille dépendant de 
l'argument i. De façon analogue, l'opérateur A, agit sur la fonction 
dépendant de l’argument j. Aussi après substitution de (2) dans (1) 
vient-il 

pas (7) Aus () + pr (5) Aouks (9) + Axes (&) ui? ()=0 (3) 
pour 1ASi<SN,—1, 1Sj<N,—1, de même que 


uhi (0) = ps (Ns)=0, pus (0) = us (M2) = 0. (4) 
De (3) on déduit que 
Al, (4) Aou (i) 
PO Rés Tr Ü) — he (9) 


Vu que le premier membre ne dépend pas de j, le second membre 
ne dépend pas également de j. D'autre part, puisque le second mem- 
bre ne dépend pas de i, le premier membre est également indépen- 
dant de i. Donc les deux membres de (5) sont des constantes. Posons 
Any, Q () Aux, (ji) _ (2) «) (2) 
CRD D (1) — — Àÿ) PAUSE —Àh : hr =, Î ke (6) 


et te. les conditions aux limites (4). On obtient finalement 
les problèmes de mailles aux valeurs propres unidimensionnels 


Au +R = 0, 1 M1, 
pi (0) = pi? (V1) = 0 ” 
et 
AE HAE = 0, ALIEN, 
pif) (0) = pi? (V2) = 0. ” 


Les solutions des problèmes (7) et (8) ont été déjà obtenues au 
So ch. Î: 


LR DUT LE 2Na The Fr gr ? HT, 2 ee, N,—1, 


9. k1Ti 
Ur () = + sin po k=1, 2, ...s Ni—1, 


k 
Lure = Esin mL, k, = 2; N=1. 


204 MÊTHODE DE SEPARATION DES VARIABLES [CH IV 


Bref, Les fonctions propres et les valeurs propres de l'opérateur de dif- 
férences de Laplace À sont trouvées pour les conditions aux limites 
de Dirichlet 

kañti ke) 


pa (, = Ge D=—-— TE sin Sin: 
OSIiSN,, 0<j<Na, (9) 


À = AjD + AD — 5% F gin? = rte L 


où k,—=1, 2,..., N.—1, a—1, 2. 
Notons les principales propriétés des fonctions propres et des 
valeurs propres trouvées (9). Introduisons le produit scalaire des 


fonctions de mailles données sur le maillage © de la façon suivante: 


(u, v)=— Ra u (x) v (x) Rs (x) Pie (to), 


xEw 
0,5ha, Ta =0, Les 
Ra (Ga) = hors ha <Ta la —ha- 
Si l’on pose 
(u, v)_ = 2 u(z)v(z)h,(tza), aœ—=1, 2, (10) 
Lx E da 
où 
= {2 (i)=ih, O<Ki<Ni}, O2 = {22 (ji) = jhas 0 j<N}, 

il est vraisemblable que © = 6, X w et z;y= (x; (i), x (j)), de plus 


(u, v)=((u, v)= 1): = (Qu v) 1): (11) 


Rappelons qu'au $ 5, ch. I on a déjà noté que les fonctions de 
mailles uÿ?(i) et uf£ (j) sont orthonormées au sens du produit 
scalaire (10), c.-à-d. 


1, ke = Mo 
D HO = bre À 0 km 
Il s'ensuit donc de ce qui précède et de (11) que le système de fonc- 
tions propres ux (à, j) défini par les formules (9) est orthonormé: 
1, k=m, 
0, km, k=(k;,, k2), m—(m4, nu). 


Vu que le nombre de fonctions propres pu, (à, j) = Un, (& j) 
vaut (NW, — 1) (NW; — 1) et coïncide avec celui des nœuds internes 


(Ur, Um) = Ok, m — 
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du maillage w, toute fonction de maille f (i, j) donnée sur © (ou 
sur w et devenant nulle sur y) peut donc être représentée sous la 
forme suivante: 


N1-1Na-i 


f (, Dee 2. finales () bis 0), 


1SIS Ni, 1SiS Nr, ei 
où les coefficients de Fourier f1,»r, se définissent ainsi: 
N1-1Na-i 
În= fre =: Ur) = > À f (à, i) Uk (ë) Uks (j) hihe, 
Et (13) 


ki=1, 2: ..., N,—1, 7 2, .., N;—1. 
Pour les valeurs propres À, se vérifie l'estimation 


Âmin = [eu + M Lx — Âx + Ans SAN) 1 + AP 1 = — Âmax» 


où 
2 
Amin = -2% Æ sin? Te > ( F++)>0 
- 4 
lmex= 2 Fe $ 7 Te < a(+ HT  ). 


Voyons maintenant l'exemple d’un problème de valeurs propres 
plus compliqué sur l’opérateur de différences de Laplace. Soient 
toujours données sur les côtés du rectangle les conditions de Dirich- 
let pour x, = 0 et x, = L, et les conditions de Neumann pour x, = 0 
et z, = l:+, C'est-à-dire qu'est posé le problème de valeurs propres 
suivant : 


Ay )+Ay(G)=0, rEo, X ©, 
(14) 
y(r) =0, m2 =0, x =. 


On a ici À = A, + A, l'opérateur A, étant défini précédemment, 
tandis que 


2 
Fe 7x Lo — 0, 


Ay= 1 Vis ho Tel? — ho, (15) 


Xox 


2 —| 
h 7x, T2 = 2° 
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En utilisant la définition des opérateurs A, et A., on peut écrire 
le problème (14) sous la forme suivante: 


y +y <+Ay=0, zxEw, 


X1X1 X2X2 


y +, += 0, z2= 0, 
X1X1 
2 hr <Lli—h, 
y- —5-y- +Ay=0, x=1L, 
X1X1 2 X2 
y (0, z)=y(l, tr) =0, 0<Kzr<Klo. 


On obtient la solution du problème (14) par la méthode de sépa- 
ration des variables. En portant dans (14) au lieu de y la fonction 
de maille m4 (i, j) tirée de (2), on obtient pour u%(i) le problè- 
me (7) et pour uf(j) le problème aux limites suivant: 


Aouxs + Arabe =0, ON 
ou, en vertu de (15), 
CU) He = 0, 1KI<N2—1, 


2 («2 (2)2,,(2) . 
x (URe )ee + Ne Ua = 0, j=0, (16) 
ee (HD +AEuUr = 0, j= Ne. 


Le __ (16) a aussi été résolu précédemment au $ 5, ch. I. 
La solution est de la forme 


> _ 4 . ken es . koh un F 
ie = - Sin? IN, = h Sin … Æ=0, À, 5 No, 
V/ cos ki, SRE Na: 1, 47) 
à, 2 2 
Lx, (j) 
1 kat] _ 
V/ cos #l, k2—=0, No 


Bref, la solution du problème (14), (15) est trouvée : 
ur (, j=un Qu) OSIiSN, OKj<N2, 
An = AR HAE, 1<k<N,—1, EG QUES 

où À}, et u} (i) sont définis plus haut, tandis que À et px, (j) 
sont définis dans (17). 

De façon analogue sont résolus les problèmes de valeurs propres 
sur l'opérateur de différences de Laplace dans un rectangle et aux 
cas d’autres combinaisons de conditions aux limites sur les côtés 


du rectangle G. La méthode de séparation des variables permet de 
les réduire aux problèmes unidimensionnels dont les solutions ont 
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été obtenues au 8 5 du chapitre I. La généralisation au cas multidi- 
mensionnel est évidente. Rappelons que la solution analytique de 
problèmes unidimensionnels correspondants sous forme de sinus et 
de cosinus n’a été obtenue au $ 5 du chapitre I que pour les condi- 
tions aux limites de première et de seconde espèces, pour leurs 
combinaisons, ainsi que pour le cas d’un problème aux limites 
périodique. Aussi si sur les côtés d’un rectangle (sur les faces d’un 
parallélépipède rectangle dans le cas tridimensionnel) sont données 
les conditions aux limites mentionnées, les fonctions propres de 
l'opérateur de différences de Laplace se présentent-elles sous forme 
de produit des sinus et des cosinus. 


2. Equation de Poisson dans un rectangle. Développement en 
série double. Examinons maintenant la méthode de séparation des 
variables sous l'angle de son application à la résolution du problème 
de différences de Dirichlet pour l'équation de Poisson donnée sur un 
maillage régulier dans un rectangle: 


Ay=—œ(x), zEw, y(z)=g(xr), zEY, 
A=A;+A:, Acy=y- , a=1, 2. 
à XaX 


œ 


(1) 


Réduisons d’abord le problème (18) à un problème aux conditions 
aux limites homogènes en modifiant le second membre de l’équa- 
tion aux nœuds de la frontière. Le procédé standard de cette trans- 
formation consiste à transposer les grandeurs connues dans le second 
membre de l'équation transcrite au nœud adjacent à la frontière. 
Par exemple, si zx — (h,, h.) € w, l'équation de Poisson est trans- 
crite en ce point sous la forme: 


FU (0, Re)—2y (ls, ha) +v (Cl, Re) + 


+5 (Rs, 0) —2y (ha, he) +y(u, 2h)]= —p(h, he). 


Comme y(0, h.) = g(0, h.), y (a, 0) = g (k1, 0), en transposant 
ces grandeurs du premier membre de l’équation dans le second on 
aura | 


2 (a, Re) + y (2h4, ha)1 +7 1 — 29 Qu, he) + y (lu, 2h2)] = 
= [os h)+e(0, k)+5e (a 0)]. 


En effectuant ces transformations pour chaque point de la fron- 
tière, on obtient. des équations aux différences qui ne contiennent 
pas de valeurs de y (x) sur Y dans le premier membre. Les seconds 
membres des équations des nœuds de la frontière diffèrent du second 
membre de œ (x). Si l’on désigne par f (x) le second membre ainsi 
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construit, il se détermine au moyen des formules 
1 1 
1) =) +3 (2) +77 P2 (2), z E&, (19) 
où 


g (0 Lo) Zi =h, EACTE 0), To = ha, 
Pi (x) = 4 0, 2h KT Lli—-h, pr) = € 0, ha Te lo — 2hos 

g(l, T2); Zi= lo, EACTE Lo), La = lo. 
Le premier membre des équations transformées diffère pour les 
nœuds de la frontière de l'écriture de l'opérateur de différences de 
Laplace. Toutefois, si l’on pose y (rx) = u (x), x E w, u (x) = 0, 
z € y, les équations en tous les points du maillage w s’écriront 
alors de la même façon: 


Au = —f(r), z€o, ur) =0, ze. (20) 


Comme u (x) coïncide avec y (x) pour x € w, il suffit de trouver la 
solution du problème (20). 
Cherchons la solution du problème (20). Comme la fonction 
u (x) devient nulle sur y, en vertu de ce qui a été dit plus haut, on 
peut la représenter sous forme d’un développement en fonctions 
propres ux (i, j) de l'opérateur de Laplace 
N1-1N2-1 
u (ë, j) + > UhineLthr (&) Us (j); (21) 
1=1 horsi 
ce qui se vérifie pou 0<i<N,,0 << j L N,. Ensuite, la fonction 
de maille f (x) donnée sur © admet également la représentation 


Ms 1N 
16, = 2 LE funpi (6) UE (D (22) 


pou 1<i<N, —1, 1 … < N: — 1, où les coefficients de 
Fourier : sont définis dans PEN Comme px (à, j) = uh'(i) us () 
est la fonction propre de l’opérateur de Laplace correspondant à la 
valeur propre de À, c’est-à-dire 


Aux+Au=0, 260, A +AS =, 
après avoir porté (21) et (22) dans te (20), il vient 
N1-—1 & 
Au — > (A + ÂEe) Uhihehy (&) he (j) + — } (ë, j) = 


h1=1 ini 


NS 1 
re Er - frinalts | () uks U): 
kmi À 


1Si<N—1, 1<j Re 
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En utilisant les fonctions propres pu (i, j) orthonormées, on 
obtient de ce qui précède les égalités suivantes : 


Î 
Uri = pins 1H Ni—1, 1<EEN:—1. 
h1 ho 
En portant cette expression dans (21), on obtient en guise de 
solution du problème (20) la représentation suivante : 
N1—-1No-1 


f 2 (1) (2) 
u(i, j= >» À» EUES pi? (à) pe (5), (23) 


ky=1 ho=1 


OKi<N, 0<j<W. 


Bref, les formules (13) et (23) fournissent la solution du problè- 
me (20). Procédons à l'analyse de ces dernières sous l'angle du 
calcul. Lors du calcul de la solution w (i. j) suivant les formules (13) 
et (20). où mu (à, j) = pé () pi G) et A4 = AS + AË sont 
définis dans (9), il est rationnel d'introduire trois Crandeurs auxi- 
liaires: Qu, (à), Pair, et Un, (à). Dans ce cas le procédé de calcul 
peut s'organiser ainsi: 


No—1 L 
mG= D fG jsin 
j=1 (24 
1SHENI—A, 1SIiSN,—1, F4 
N1—1 Pr 
: . AU 
Parks = > Py, () Sin N, ; 
ii 
97 
1<k<Ni—1, 1L<kRENI—1, el 
ME kan 
. 19 
Une (à) = > LUE OS Sin Fr 
Ne (215) 
1<i<Ni—1, 1<kRE<N:—1, D 
" j 
à T 
u (i, j) = "NiNa Na > Uk, (i) Sin _. 9 
M (27) 


1SiSNo—A, ASIN, —1. 


Calculons le nombre d'opérations arithmétiques que coûte 
l'algorithme (24)-(27) en posant que les grandeurs (A? + AË’)7* 
sont données et les sommes (24)-(27) se calculent avec l’utilisation 
de l’algorithme de la transformation rapide de Fourier, décrit au 
point 2, $ 1. Pour l’utilisation de l'algorithme mentionné, il faut 
a que N, et N, sont des puissances de 2: NW, = 27, N, — 
m 


14—01162 
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Rappelons que les sommes de la forme 


271 
Yr = > a; sin, k—=1, 2,...,27—1, 
j=1 


se calculent avec le coût Q+, — (3/2r — 2) 27 — n + 2 additions 
et soustractions et Q, = (n/2 — 1) 2" + 1 multiplications si l’on 
utilise l’algorithme du point 2, $. 1. 

Un calcul élémentaire fournit les coûts suivants en opérations 
arithmétiques pour le calcul de la solution uw (i, j) suivant les for- 
mules (24)-(27) : 


Q+ = (NiNo — Ni — No) [38 loge (NiNe) — 81+ 
+ (M + 2) loge Ne + (Ve + 2) loge N, — 8 
opérations d’addition et de soustraction et 
Qu = (NiNe — Ni — N2) Uogs (NiNe) — 2] + N; loge Ne + 
+ M loge Ni — 2 


opérations de multiplication. Si l’on néglige les différences entre 
les opérations arithmétiques, alors, pour N,j=N, = N — 2", le 
nombre total d’opérations de l’algorithme (24)-(27) s'élève à 


Q = (N° — 1,5N) (8 loge N — 10) + 5N + 4 log, N — 10. 


Ainsi, la méthode décrite de résolution du problème (20) peut 
être mise en œuvre en © (W* log, N) opérations arithmétiques. Du 
même type est l'estimation du nombre d'opérations que coûte la 
méthode de réduction totale exposée au chapitre III. La confronta- 
tion de ces estimations montre que l’algorithme considéré de la 
méthode de séparation des variables exige 1,5 fois plus d'opérations 
que la méthode de réduction totale. 

Remarquons qu’on peut construire un algorithme analogue au 
précédent également pour le cas où sur les côtés du rectangle est 
donnée une combinaison quelconque de conditions aux limites de 
première ou de seconde espèces et de conditions de périodicité pour 
lesquelles le problème de différences n’est pas dégénéré. Il est seule- 
ment nécessaire de porter dans (13) et (23) les fonctions et les valeurs 
propres correspondantes, de faire concorder les limites de sommation 
avec le type des conditions aux limites, ainsi que d'utiliser l’algo- 
rithme adéquat de transformation rapide de Fourier du $ 1 pour le 
calcul des sommes ainsi engendrées. L’estimation du nombre d’opé- 
rations sera de la même forme que dans le cas du problème de Diri- 
chlet examiné plus haut. 

On a décrit la plus simple des variantes de [a méthode de sépara- 
tion des variables. S’il s’agit de résoudre un problème aux limites 
au sens de différences finies plus général, par exemple, l'équation 
de Poisson en coordonnées polaires ou cylindriques avec conditions 


re _,.! 


$ 2] R£SOLUTION DE PROBLEMES DE DIFFÉRENCES 211 


aux limites admettant la séparation des variables, on peut alors de 
nouveau utiliser les développements (21) et (22). Mais dans ce cas 
au moins une des fonctions propres px} (i) et #, (j) est différente 
du sinus ou du cosinus. Cela ne permet pas de recourir à l’algorithme 
de la transformation rapide de Fourier lors du calcul des sommes 
nécessaires. Aussi pour ces problèmes le nombre d'opérations arithmé- 
tiques sera-t-il du même ordre que dans le cas du calcul direct des 
sommes qui ne tient pas compte de la forme des fonctions DEQRER 
na, (i) et px, G), c'est-à-dire est O (N®). 

Il est donc nécessaire de modifier la méthode construite pour que, 
dans le cas où l’une au moins des fonctions u}} (i) ou u#? (j) est un 
sinus ou un cosinus, le nombre d'opérations arithmétiques soit une 
grandeur de l’ordre de © (N° log, N). Il va de soi que les problèmes 
étudiés en ce point peuvent également être résolus au moyen de la 
méthode modifiée et, comme on le verra plus loin, avec un moindre 
nombre d'opérations arithmétiques. Cette méthode de développe- 
ment en série unique sera construite au point 3. Sous l’angle des 
calculs, elle diffère de celle déjà décrite par le fait que deux des 
sommes de (24)-(27) peuvent ne pas être calculées et à leur place on 
résout la série de problèmes aux limites sur les équations aux diffé- 
rences triponctuelles. 


3. Développement en série unique. Revenons au problème (20): 

Au = -f(r), zEuw, u(r) =0, ze, 

A — A, + As, AQu — Ur x Œ — 2. 

Etudions la fonction cherchée u (xz;;) = u (i, j) et la fonction 

donnée f (i, j) pour un à fixé, 0 < i < N, comme des fonctions de 

mailles de l'argument j. Comme uw (i, j) devient nul pour j = 0 

et j — V,, et f (i, j) est donnée pour 1 << j L N, — 1. on peut 

les représenter sous forme de sommes de fonctions propres pi? (j) 
de l'opérateur de différences A, : 

No-1 
u (i, De 2 ua (à) te OU) OLIS NN OKi< Ni, (29) 


(28) 


No—1 
f{i, j= E fus) UE 0) 1SiSNo—1, ASiSN,—1, (30) 


« 


ou 


2 6=)/ sin, k=1,2,..,N:—1. (31) 


Portons les expressions (29) et (30) dans (28), compte tenu des 
égalités 


Anne +Aïauke = 0, 1 Li<M- 1, 2 
u® (0) = pi (W2)= 0. 
14% 
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Finalement on obtient 


Ne-1 
2, At, G)— sh u® (j) = 0 


pour 1 < Li EN, — 1, 1<j< AN: —1, de même que u,, (0) — 
= 1, N) = 0, k = 1, 2e Net 

De là, en raison de l'orthogonalité du système de fonctions 
propres u}® (j), on obtient une série de problèmes aux limites per- 
mettant de déterminer les fonctions u,, (i), k,; = 1, 2, ..., Ne — 1: 


Aiuühs (i) — AK ur, (ë) = — 1}; (ë), 1<i<N;i—1, 


33 
Ua (0) = Uhe (Ni) = 0. 4 

Les valeurs REODESS À’ du problème (32) sont connues 
= sin Et, 4,1, 2, ..., Not, (34) 


2N3 ? 


tandis que les ou de Fourier f,,(i) pour chaque 1<i< 
<N,—1 se calculent suivant les formules 


fs O = 0, BED -$ kfG, DUB, 1SHEN:—1. (35) 


Bref, les ss us (29), (31) et (33)-(35) décrivent comple- 
tement la méthode de résolution du problème (20). Suivant les 
formules (35) on obtient pour 1 < i < NV, — 1 les fonctions f;, (i), 
ensuite, pour 1 < ka < Ma — 1, on résout les problèmes (33) pour 
déterminer les fonctions uy, (i), tandis qu’à l’aide des formules (29) 
on calcule la solution uw (i, j) cherchée. 

Examinons maintenant l'algorithme mettant en œuvre la méthode 
décrite. Au lieu de u,, (i) et f,, (t) il est commode d'introduire de 
nouvelles fonctions auxiliaires Ur, () et x, (é) suivant les formules 


une (= on, () fus = LEE, (36) 


Portons (31) et (36) dans (29), (33) et (35), tenons compte de ce que 


hk:N; = l, et répartissons l'opérateur de différences A, entre les 

points. Finalement on obtient 
N2-i 
| . ne ken 1<k2<N2—1, 

mu = D FE psin ki, | L 7 

ka 2 Na 1<i SN,—1i, ) 

— Vkhae G—1)+(2+hix) Ua (à) — Une (+1) = hip, (à), | (38) 

1<i<N,—1, Una (0) = va, (N;) =0 , 1<k NI —1, 
Ne ; 
. a 2 kantj 1<Ï<N:—1, | 39 
u (i, j) Na D Ur. (à) Sin Na 9 1Si<N,—1, ( ) 


Roms 


où À est défini dans (34). 
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Les sommes (37) et (39) doivent apparemment être calculées en 
utilisant l'algorithme de la transformation rapide de Fourier exposé 
au point 2, $ 1. Pour résoudre les problèmes aux limites triponctuels 
(38) il est logique d'utiliser l'algorithme de balayage construit au 
$ 1, chapitre II. Pour le problème (38) l'algorithme de balayage est 
décrit par les formules 


Gin = ——, 1<i<Ni;—1, aœ—=0, 


Cho — ; 
Bi+s =[h; 1Px, ()+Bilisns A1SIiSNi—1, $,=0, (40) 
Une (à) = GitiUns (+1) +Bi+s, 1<i<Ni—1, Une (Ni) =0, 
où Cho — 24 RE ‘et ko = 1, ds RE No—1. 


Comparons les formules (37), (39) et (40) avec les formules (24)- 
(27) obtenues auparavant pour la méthode de développement en 
série double. Au lieu de calculer les deux sommes (25) et (26), on 
résout la série des problèmes aux limites (38) par la méthode du 
balayage (40). Aussi le calcul des sommes (37) et (39) coûtera-t-il 
à peu près la moitié des opérations arithmétiques de l'algorithme 
(24)-(27). Le coût complémentaire, dû à la résolution du proble- 
me (38), montera apparemment à © (N,N.) opérations, mais sera 
sans effet sur le terme principal de l'estimation du nombre d’opéra- 
tions arithmétiques de l'algorithme (37), (39), (40). Donnons les 
estimations précises du nombre d'opérations de cet algorithme. 
On a (pour NW, — 27) Q, = [(3 loge Ne — 1) N, — 2 loge N, + 
+ 1] (W, — 1) additions et soustractions, Q, = (log: N, + 2) N,— 
— 2](N, — 1) muiltiplications et Q, = (N, — 1) (VW, — 1) divi- 
sions et, pour V, = N, = N = 27, le nombre d'opérations s'élève 
au total à 


Q = (N° — 1,5N) (4 log, N + 2) — N + 2 log, N + 2. 


On a examiné la méthode de développement en série unique 
sur la base de l'exemple du problème discret de Dirichlet pour 
l'équation de Poisson. Le point essentiel est le fait que les fonctions 
propres de l'opérateur de différences A. admettent l'utilisation de 
l'algorithme de la transformation rapide de Fourier pour le calcul 
des sommes correspondantes. Cette éventualité se présentera égale- 


ment pour le cas où sur les côtés z, = 0 et x, — L, du rectangle G 
sont données, au lieu des conditions aux limites de première espèce, 
les conditions de seconde espèce ou la combinaison des conditions 
de première et de seconde espèces, de même que pour le cas de condi- 
tions périodiques. 

Voyons en guise d’ exemple le problème aux limites pour l'équa- 
tion de Poisson suivant: 


=. + u> Ra —® (x), TZ ( o, 
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u(xz)=0, z=0, 4, 0<zxz<b, 


2 2 
Le The Uxs = — P G)—— 8-2 (x), To = 0, (41) 
2 2 
Mixer he ra mn dar 8+2 (x), Z2= Le, 
hi Ti lo— hay. 


Le schéma (41) est l’approximation au sens de différences finies du 
problème 


ar T'es — VU), zEG, 
u(z) —0, z = 0, l,, 0KLr<b, 


Ô 
TA = —g_2(x), z2=0, 
) 
— 5 = — L42(Z), To = Lo, 0OLr<li. 
Ecrivons le problème (41) sous une autre forme en posant 
[2 0 
| he Uxos T2 =V, 
Aou = | Ur Ho Tel2— he, 
2 
| Ru Th 
2 
| 7, 82), za =0, 
P2 (x) — 0, Re Te lo — ho, 


2 
h 8+2 (x), To = Lo, 
2 


fG)=P(x)+p(x), Auzuz. 
pour M << — hu 0 L Te K le. 


En’nouvelles notations le problème (41) s'écrira sous la forme 
Au =, (A; + AjJu—=—f{r), h<n<h—hy 0<L<r<K ls, 


u(r)=0, 2 =0,4, 0<z<l (42) 


En décomposant uw (i, j) et f (i, j) en sommes ce fonctions propres 
de l'opérateur A., il vient 


Na 
u(i, j)= 2 uns (ue), OSiSN: 0Li<Ni, 
2= 
(43) 


fG = 2 One, OLIS Ns 1<i<Mi—1, 
2= 
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où 
V+ cos L , k=0, No 
pée (7) = koi 
+ cos N. 1<kREN—A1 


est la fonction propre de us A, correspondant à la valeur 
propre 
«2 4 kon 


hs = y Sin 2N3 ? ko = 0, 1, ‘ès No. (44) 
Le coefficient de Fourier f,, (i) pour chaque 1 Ki N, —1 se 
calcule suivant les formules 


No—1 
fr O= 2 > | af (ë, j) fs G) + 0,5h2 [7 (, 0) mar (0) + f(, No) uk (W2)]. 


En en (43) dans (42) on obtient pour le problème considéré 
(42) l’analogue suivant des formules (37)-(39) : 


No 
que ()= D pyf (à, j) cos À 
j=0 
OSAESNs, 1<i<N,—1, 
— Ve (—1) + (2H RAR) vas (E) — vx, (+1) = hipne (): 
1SiSNi—1, vs, Ou. (N)=0, 0SkEN, 


» k 
u(i, = _S Paabas (6) COS EL, 
Re=0 
OKI<Ns 1<i<Ni—1, 
où À est défini dans (44), et 


0,5, j=0, N;, 
Pl 4,, 1<j<N—1. 


Procédons à l'estimation du nombre d'opérations qu'implique 
la construction de l'algorithme pour N, = N, = N = 2": Q, — 
= [(3 log, Na — 1) N, + 2 log, N, + 7] (N; — 1) additions et 
soustractions, Q, — [log, N: + 2) N, + A0] (N, — 1) multiplica- 
tions et Q, = (N, + 1) (N, — 1) divisions, en tout 


Q=(N2—2) (&loge N + 2)+17N — 2 logs N —18. 


Ensuite, vu que dans la méthode de développement en série 
unique des fonctions propres de l'opérateur de différences À, ne sont 
pas utilisées et la seule exigence envers A, est la possibilité de sépa- 
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ration des variables, on peut en qualité de À, choisir un opérateur 
plus général que celui qu’on a considéré. Si l’on se limite aux équa- 
tions elliptiques du second ordre, au cas le plus général de choix de 
l'opérateur À, correspond l’approximation de l’opérateur différen- 
tiel au sens de différences finies 


) 


1 ôu ôu 
ka(z1) 071 (# (x) 7.) +r (x) 


Liu me CES 


—q(z;)u, 


dont les coefficients ne dépendent que de z,. Quant aux conditions 


aux limites sur les côtés zx, = 0 et z, = !, du rectangle G, elles 
peuvent être une combinaison quelconque des conditions aux limi- 
tes de première, de seconde ou de troisième espèce (les coefficients 
de la condition aux limites de troisième espèce doivent être des 
constantes). Cela permet de résoudre les problèmes aux limites pour 
l'équation de Poisson en coordonnées cylindriques, sphériques et 
polaires. 


$S 3. Méthode de réduction non totale 


1. Combinaison des méthodes de Fourier et de réduction. La mé- 
thode de développement en série unique construite au point 3, $ 2 
a permis de se limiter au calcul de deux sommes de Fourier en 
O (NN, log, N,) opérations et à la résolution d’une série de problè- 
mes aux limites triponctuels en O (W,N.) opérations. Apparemment, 
la perfection subséquente de la méthode de séparation des variables 
est possible dans la voie de diminution de termes des sommes calcu- 
lées avec éventualité d’utilisation de l’algorithme de transformation 
rapide de Fourier. 

Ce but pourra être atteint par combinaison de la méthode de 
développement en série unique avec la méthode de réduction étudiée 
au chapitre JIT. Construisons d’abord une méthode combinée pour 
le plus simple des problèmes de Dirichlet 


Au = —f{(z), xzE€ow, u(rz) =0, zxEY, 
(1) 
A — A; + À», Aqu — U- 


Ne 1,2 
sur un maillage rectangulaire «. 
Pour simplifier la description de la méthode, passons de l’écriture 
ponctuelle (scalaire) du problème (1) à l'écriture vectorielle. 
Introduisons le vecteur des inconnues U; de la façon suivante: 


Uj=u4 ju n,..,u(WM—1,), 0Li<Na 


et définissons le vecteur des seconds membres F, à l’aide de la for- 
mule 


F; cu (hf (1, j), h2f (2, j), . h;f (M D 1, j)), 1 <j< Ne—1. 


3] METHODE DE REDUCTION NON TOTALE 217 


Le problème de différences (1) peut être alors écrit (voir ch. III, 

$ 1) sous l'aspect du système suivant d'équations vectorielles : 

Via + CU) Uin=Fn 1SiSN:— 1, dé 

U, _— U x, — 0, : 

où la matrice carrée tridiagonale C est définie par les égalités 

CU; 7e ((2E — Re A:) u (1, j); ses (2E hiA:) u (Ni — 1, j)), 
Au=u;,, U(0, j) = u (NW, j) = 0. 


Soit NV, la puissance de 2: N, — 2". Rappelons que dans la 
méthode de réduction totale (voir ‘ch. III,.8 2) le premier pas du 
procédé d'élimination consiste à dégager de (2) le système « raccour- 
ci» d’inconnues U; aux numéros j pairs 


—U,., + CU; —U;,,, = F5, T2; 4, Ds sue N:-=2, 


(3) 
=Uy, =0 


et d'équations 
CU, =F,+U;1+U;::, 1—=1,:9; 9; 5: Ns—=1 (4) 


permettant de déterminer les inconnues aux numéros j impairs. 
On a posé ici 


F = Fi; +CF,+LF;,,,, j=2,4,6,..., No —2, (5) 
CD = [CF — 2E. (6) 
Occupons-nous du système (3). Posons 
Vi = (1, j), v (2, j), . .., 0 (NW: — 1, j)), 


®, — (hip (1, j), kp e. j), ..., ho (Ni — 1, j)) 
et supposons que 
Vi = Ur OKj<NA2, ©, =F3, 1<j<N:2—1. 


v (0, j) = v (M, j) =0, 0<j<N:/2. 
Ces notations permettent d'écrire le système (3) sous la forme 
—Ÿ j-1 + CV, — V4 = D;, ] == 1; 2: des M: — 1, 


Vo ss Vu, — 0, 
où 2M, — N, et, en vertu de (5), 
D; — Fiji + CFos + Fojta 11, 2: rs M: — 1. (8) 


Remarquons maintenant que la fonction de maille w (i, j) est 
définie pour OSi<N, et 0<j<M, et devient nulle pour 
j = 0 et j — M. La fonction n (i, j) est définie pour 1<i< 
£N,—-1et 1<j< M, — 1. Aussi ces fonctions peuvent-elles 


(7) 
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se représenter sous forme de séries uniques de Fourier 
Mo—-i 
vGD= 2 mOUREU), OLISN, OEM, 
o=1i 
Moi (9) 
p(E, 2 Zh4 (&) Wie (); 
2— 
1<i<Ni—1, 1<j<Mo—1, 
où les fonctions 


ue (= sin M , k,=1, 2, ..., Mo—1 (40) 


7e Ma 
forment un système orthonormé sur le maillage w au sens du 
produit scalaire 


Me-1 


Gu,v)= 2 uv 


Les coefficients de Fourier 24, (i) de la fonction œ(i, j) s’obtien- 
nent suivant les formules 


es 1 
zn, (à) =(p, LR) = £ h2p (i, j) ui? (), 


1<k<M)—1, 1Si<Ni—1. (1) 


À partir de (9) on obtient pour les vecteurs V; et D, les dévelop- 
pements suivants: 


Mo-1 


V,= 23. Yu), 0Si<M:, 
- 


Mami (12) 
D D HAE G), 1LI<M:—1, 
_ 


Yu = (Yre (1), Uho (2), cs Vhe (Ni — 1)), 
Zhe = (Zhe (1), Zho (2), ..) Zhe (Ni; —1)). 


Portons (12) dans (7) et tenons compte de l'égalité 
«2) k ) 
née G—1)+ bé +122 008 nf (D, 1h Mi—1. 


{] vient 
Moi Moi 


>, (ca — 2 cos _… E) Yauf, = D» kZLuk O), 


Roi Ro=æi 
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d'où, en vertu de l'orthonormalité du système (10), on aura 
(Ci — 2 cos F E) Yu 1h Ma—1. (13) 
Utilisons la relation (6) et il vient 


CH—2cos —— Fe E=[C}?—2(1+c0s Fe )E= 


=(c 2cos- ie — E) (C+2c0s _. E). 


Comme la matrice C1 — 


l'équation (13) on peut utiliser hate 
ko 
(c— 2cos D E) W,,=h°2;., 
kTA 
2M; 
où le vecteur auxiliaire W,, comprend les composantes w,, (i): 
Wa, = (us, (1), wx, (2), . . ., wn, (N: — 1)), 
Wr, (0) = wx, (N:) = 0. 
Les formules cherchées sont ainsi obtenues. En passant dans (4), 
(8) et (14) de l'écriture vectorielle à l'écriture scalaire et utilisant 
la relation u (i, 2j) = » (i, j), tirée de la définition de V,, on ob- 
tient les formules suivantes permettant de construire la méthode: 
p (G, 7) = f(, 2j — 1) + 2f (, 2j) + f (, 2j + 1) — héAf (, 2j), 
1<Ïi<Na2—1, 1<i<N—1, f(0, 2j) = f(N,2)) =0 


(14) 


(C+2c0s E) Yu=Win 1<kH<Mo—i, 


(15) 
pour le calcul de ia fonction  (ë, j); les équations 
koTt : : ° . 
2 (1 — cos - A | Wa (à) —héAqwn, (i) = hizn (à), 
1Si<N,— 1, 
Un, (0) =w3, (N =(0, 
ko ( ) ko ( 1) (16) 


2(1+c0s- a) Una (E)—RAiyns () = Una (), 


1Si<Ni—1, 
Yha (0) = Yxs (N3) = 0 
pour la détermination de y, {(i) pour ke = 1, 2, …, Ms — 1 
et les équations 
2u (i, 2j — 1) — hiAju (i, 2j — 1) — 
= hf, 2j—-1)+u(G, 2 —2)+uk(, 2j), (17) 
1<i<N,—1, u(0, 2 —-1)=u(N,, 2 —1)=0 
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permettant de trouver la solution pour j = 1, 2, , Ma. Pour 
les coefficients de Fourier z,, (i) on a la formule (41), et à partir 
de (9) on obtient 


u(i, 2) = À pue GO) 1SiSMai—t, ASIN, —1. (18) 


Bref, les formules (10), (11), (15)-(18) décrivent complètement la 
méthode de résolution du problème (1) qui constitue une combinaison 
de la méthode de développement en série unique de Fourier et de la 
méthode de réduction. 

Passons maintenant à la construction de l’algorithme de la 
méthode. Dans les formules (9), (16) et (18) procédons à la substitu- 
tion yn, (à) — ay, (à), wn, (i) — aux, (i), zx, (i) = azx, (i), où a — 
— 2 V LIN, et dans les formules ainsi obtenues laissons tomber la 
barre. Cette substitution permet de se passer du facteur de normali- 
sation 2/Vl, accompagnant la fonction propre pu” (j) dans les 
sommes (11) et (18). Ensuite. les problèmes (16) et (17) seront réso- 
lus par la méthode du balayage. On se convainc sans peine que les 
conditions de correction et de stabilité de la méthode du balayage 
ordinaire sont ici remplies. Notons la singularité du problème (17). 
Vu que les coefficients de l’équation (17) sont indépendants de }j, 
il est nécessaire de calculer les coefficients de balayage «; une seule 
fois avec la résolution du problème (17) pour j — 1 et d'utiliser en- 
suite ces derniers pour la résolution des équations (17) pour des j 
restants. 

Donnons les formules de calculs utilisées. On calcule d’abord 


PU DH 2—1)+( 2+ 042 (14 FE) FC, 2 — 
—1, 2)+fG+4 2) (49) 


RE 
1Li<M—1, 1<i<N—1, 


où f (0, 2j) = f (N,, 2j) = 0. Les valeurs œ (i, j) peuvent prendre 
la place de f (i, 2j). Les sommes 


| Ma-i 
m()= D oGpsin El, 1<E<MI—1 (20) 


ji 


pour 1 <i< N, — 1 se calculent à l’aide de l'algorithme de la 
transformation rapide discrète de Fourier, et z,, (i) prend la place 
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de o (i, k.). Au moyen de la méthode du balayage 


Qiyi = 1/(cne— ou),  Biss = (hize, (à) + Bi Giss, 
i=1,2,...,N—1, a=8,=0, 


De (i) = Gino (i + 1) + Piss, i=N,—1, N,—2, 2 1, (21) 
Us (N:) = 0, h=2+2— Fi PR D LL cos 


se résout la première des M e à et, de façon analogue, suivant 
les formules 
1 


h? : 
Lits — DETTE » Pin [+ Wns (i) +p; | Œi+is 
i=À, rss Ni =, &y =; = 0, 
Uhe (Ë) = Gitiÿne (i +1) + Bi+s, i=N;—1, N:—1, .. 1, (22) 
ns (N)=0, cn =2+2- +2 FE cos D 


N, ? 
est résolue la seconde des tua (16). Le calcul s'effectue ici de 
proche en proche pour k, = 1, 2, , M: — 1 et les résultats 


x, (à) et yr, (t) prennent “successivement la place de zx, (i). 
Pour le calcul des sommes 


Mo—1 
D - 4 <« 2. «KeTt) : 
u (i, 2j)= + 2j Yhe (ë) sin We ’ 1<j<M:—1, (23) 
i homi 


pour {Li N, — 1 on utilise de nouveau l'algorithme de la 
transformation rapide de Fourier. Les problèmes (17) sont résolus 
au moyen de la méthode du balayage compte tenu de la singularité 
notée de ces équations: 


its = 1/(C — œ;), L = 1, 2, | — À, & = 0, 
h? 
Bi (RES, 25—1)+ EG, 25—2)+u(i, 2) +8 ]œrur 
i=1, 2,...,Ni—1, Bi—0, (24) 
u (i, 25 —1) = œyau (à + 1, 2j — 1) + Pia, 
i=N,—1,N, —2,...,1, u (N,, 2j — 1) = 0, 
c = 2 (1 + h{/hi) 
pour 1<j< M,. La solution uw (i, j) se dispose à la place de 
f (à, j) et, De ir suite, l'algorithme peut se passer de mémoire complé- 
mentaire pour l’information intermédiaire. 
Calculons le nombre d'opérations arithmétiques de la mise en 


œuvre de l'algorithme (19)-(24). Le calcul suivant les formules (19), 
(21), (22) et (24) coûte Q;: = (6,5N, — 9) (NW, — 1) additions et 
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soustractions, Q4 — (6W;, — 8) (V1 — 1) multiplications et Q, — 
— (N, — 1) (N, — 1) divisions. Pour le calcul des sommes (20} 
et (23) il faut 


Q+=— [ (+ 1ogN:—+) Na—2 log: N:+6 | (Ni —1) 


additions et soustractions et 


1 
Qu=[ (+ 108 N—1) N:+1](Ni—1) 
multiplications. En tout pour W, — W, — N = 2" l'algorithme (19)- 
(24) coûte 
Q = (N° — 2N) (2 log, N + 9) — 2N + 2 log, N + 11 (25) 
opérations arithmétiques. 


A titre de comparaison, donnons le nombre d'opérations de la 
méthode de développement en série unique (voir point 3, $ 2) 


Q= (NN) (loge N +2) — N +2 loge N +2, (26) 


le nombre de la méthode de développement en série double (voir 
point 2, $ 2) 


Q = (w:—$N) (8 logs N —10)+ 5 LAlog N—10, (27) 


ainsi que le nombre d'opérations du second alzorithme de la méthode 
de réduction totale (voir ch. III, $ 2, point 4): 


Q=(N— EN) (GlogN+5)+N+6logN+5. (28) 


Si l'on compare dans les estimations (25)-(28) les constantes 
associées au terme principal V* log, W, il apparaît que la méthode 
combinée evige à peu près 4 fois moins d'opérations arithmétiques 
que la méthode de développement en série double. Cette conclusion 
se vérifie pour des Ÿ grands. Afin d'obtenir des relations réelles 
entre les méthodes confrontées pour des Ÿ admissibles, donnons le 
tableau des valeurs de Q pour ces méthodes. 


Tableau 4 
Estimation 
(25) (26) (27) (28) 
18 383 21 496 29 510 28 541 
83 601 104 950 152 334 138 537 


371 915 485 708 745 582 


En résumé, la combinaison des méthodes de Fourier et de réduc- 
tion permet de réduire le nombre d'opérations devant la méthode 
de départ de développement en série unique. Généralisons cette 
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méthode combinée en y incluant Z opérations d’élimination de la 
méthode de réduction avant d’aborder le développement en série 
unique. On peut. alors considérer la méthode du point 3, $ 2 comme 
un cas particulier de la méthode généralisée avec L — 0, la méthode 
construite en ce point correspondant à ! = 1. La méthode de réduc- 
tion totale peut être interprétée comme une méthode à L — log: Wa. 

Les données du tableau 4 montrent qu’il existe, sous l’angle du 
coût en opérations arithmétiques, une méthode généralisée opti- 
male avec 1 < 1 << log, N.. L'analyse des estimations du nombre 
d'opérations dans la méthode à Z réductions fournit une valeur 
optimale de Z — 1 ou ! — 2. Dans ce cas l'avantage minime gagné 
en nombre d'opérations par la méthode avec Z = 2 peut disparaître 
du fait de la complicité accrue de l'algorithme. 


2. Résolution des problèmes aux limites pour l'équation de Pois- 
son dans un rectangle. Examinons maintenant comment on utilise 
la méthode construite au point 1 pour obtenir la solution de problè- 
mes aux limites pour l'équation de Poisson dans un rectangle. 
Supposons qu’il s’agit de trouver dans le domaine G — {0< x, < 
< le, & = 1,2} la solution de l’équation 


ô?v ô°v 


oz Fos —  P(x), x€6G, (29) 


vérifiant à la frontière l' du rectangle G les conditions aux limites 
suivantes : 


dv 
FE = HAU—£g_1(r), r=0, 


( 
_ HU — Lim), Z=l, OKr<b. 


(30) 
Ô 
En = — 8-2 (2), Tz= 0, 

Ô 


où K+1 > 0, K-1 > 0, #41 + H2_1 > 0. 
Admettons que dans les conditions (30) x_, et x, sont des cons- 


tantes. Avec cette hypothèse les inconnues dans le problème. (29), 
(30) se séparent. 


Sur le maillage rectangulaire © — {x; ; = (ih,, jh) EG, 0 < 
Li<N, OL No, haNa = las & = 1, 2} au problème (29)- 
(30) correspond le schéma aux différences 


Au=(A;+Aju=-f{). z€o, (31) 
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Où f(x) = p (x) + 1 (x) + Ps (x), 


2 
[ 7 (Uri — Xu), z,=0, 
| UE hi<zi<lh—hs, 
2 
{ hs U= —#4iu), Tdi; 
2 
Au — He LEE To KL L ETES he 
_- u= To = l 
he x”? 27. 2 


quant aux fonctions ®, (zx), elles se déterminent par les relations 


2 
Fe 8-a (xp), Za = 0, 
Pa (x) = 0, ha LTa Lle —has B—3— a, a= 1, 2, 
2 
Fe +a (xs), Ta = la. 


On a montré dans le chapitre III que le schéma (31) présente 
sous la forme vectorielle l'écriture suivante: 
CUo — 2U, = F,, 
—U;i + CU; — Um = EF, 1 <N:—1, (32) 
—2Un,-1 + CU, = F\,, 


= (u (0, j), u (1, j), .-.., u (Was j)), 
F; = (hf (0, j), hf (1, j), - - ., hf (Na, j)), 
CU; = ((2E — RiA;) u (0, j), ..., (2E — ReA;) u (NW, j)), 
0Lj< Na 
Le système vectoriel (32) diffère du système (2) étudié aupara- 
vant par les conditions aux limites et la définition de la matrice C. 
Néanmoins, on construit sans peine l’analogue de la méthode du 
point 1 pour le problème (32). Puisque la déduction des principales 
formules de cette méthode ne diffère qu'en détails de celle exposée 
au point 2, on se limitera aux formules intermédiaires principales 
et finales. Pour la méthode de réduction totale les formules néces- 
saires sont décrites au $ 4, ch. III. 
Bref, pour les vecteurs V, = U,,, 0Lj<LM:, où 2M, = N,, 
après l'élimination on aboutit au ru 
CD V, — 2V, = O,, 
Via + CV — Vin =0, 1<j<M:—1, (33) 
—2Vu,-1 + COVr, = On, 
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où le second membre ®; = F5, 0 < j < M, se détermine suivant 
les formules 


CFo+ 2F;, j = 0, 
o, | Frjs + CFoj+ Fojeus  1<Ï<Mo—1, 
CFn+2Fn;-4 j = M2. 
Pour les vecteurs V; et ®,; on a les développements 
Mo Ma 


V,— 2 Yates 0) = 2 heal () OLIS Ma, 
2" — 


ou 
7 cos 1<k<M;:—1, 
pus (7) = — 
cos Su ’ k,=0, M. 


Les coefficients de Fourier des vecteurs V, et ®; en vertu de (33) 
sont liés par la relation 


(cw—2 cos “ E) Ye = h Zu 0OLk< M, 
2 


tandis que les composantes du vecteur Z,, s'expriment au moyen des 
composantes du vecteur ®; de la façon suivante: 


Mo-i 
sus (= À ap(i. Da (740.521 (6. O) pif (O4 


ef M) ECM), OGISNs. 
Les inconnues U, aux numéros j impairs, comme auparavant, se 
déterminent à partir des formules (4). 
Il ne reste qu’à passer dans les formules obtenues à l'écriture 
ko) 
7 PR 


scalaire et à la fonction propre non normalisée pu£?’ (j) = cos 


On obtient finalement les formules suivantes pour la méthode 
de résolution du problème (31): pour chaque 0 < i < N, on calcule 


2(f (ë, 0)+ fi, 1)1—h;Af (ë, 0), j =0, 

FU, 2—1)+f(, 254 1)+2f (8, 2j) — HA (E, 2j), 
1<j<M:—1, 

2{f(E, Ne)+f(, N2—1))—AiAF(i No), j= Ma, 


et on résout les équations 


(é, j)= 


4 sin? Fe ps (ë) —h;Aur, (ë) Gi Riz (&), OKi<N,, 


4 cos? 


ka . : | | | 
es Uhe (i)— ASAiyx (é) = Lo (é), OSi<N, 


15 -01162 
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pour 0OSk<M,, où 


M 
. NS , k 
2r, (i)= D p;p (à, j) cos M 


j=0 
0SkLEM, O0Li<N,. 


La solution u (i, j) du problème (31) s'obtient suivant les for- 
mules 
Mo 


u(i, 2j)= D Proÿne () COS EL, OSiSMr OGIiN, 
hko=0 
et à partir des ation 
2u (i, 2j — 1) — héAiu (i, 2j — 1) — 
= hf (à, 2j —1)+u(i, 2j — 2) + u (i, 2j), 

1<j<M,, 0O<i< N.. 
On a utilisé ici les notations 

1, 1<j<M:—1, 

p= | 0,5, j=0, Ms Mo=0,5N, 


quant à l'opérateur A,, il est déterminé plus haut. Pour trouver 
Wy, (à), Yx, (&) et uw (i, 2j — 1), on dispose des équations triponctuel- 
les aux conditions aux limites de troisième espèce qu’on résout 
à l’aide de la méthode du balayage. 

Notons que les formules fournies ne changent nullement au cas 
où le maillage en direction de z, est irrégulier. Seul l’opérateur A, 
se modifie, ce sera l’analogue au sens de différences finies de la 
dérivée seconde et aux conditions aux limites de troisième espèce 
sur un maillage irrégulier. 

En général il faut noter qu'il est possible de construire la variante 
adéquate de la méthode de séparation des variables avec estima- 
tion du coût du nombre d'opérations © (N° log, N) dans tous les 
cas, où il est possible d'utiliser la méthode de réduction totale, 
sauf un. L’exception concerne le cas où des conditions aux limites 
de troisième espèce sont imposées suivant la direction de l’élimina- 
tion des inconnues au moins sur l’un des côtés du rectangle. 


3. Problème de différences de Dirichlet d’ordre de précision élevé 
dans un rectangle. Examinons encore un exemple d'application 
de la méthode de séparation des variables. Etant donné un maillage 
rectangulaire w, chercher la solution du problème de différences de 
Dirichlet d'ordre de précision élevé pour l'équation de Poisson 


Au (Ait A+ HE AA) ue —ÿ (2), x E6, 


u (x) = 0, zEY, (34) 
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où A,u = u- .. & — 1, 2. La condition aux limites pour simpli- 


X a*a 
fier est donnée homogène, le problème à condition aux limites 
inhomogène se réduit à (34) par correction du second membre de 
l'équation aux nœuds adjacents à la frontière. 

Au point 4. $ 1, ch. III on a obtenu la transcription vectorielle 
du problème (34) sous la forme suivante 


—BU; + AU; — BU; =F, 1<j<N:—1, 


(35) 
U, == U,, = O0, 


où 

U;j=u(,j,u(, jÿ), ...,u(W—1.jÿ)), 0<j<N:, 

Fy = (hf A, 5), f CD), fi — 1, D), 1LSiLN:— 1, 
quant aux matrices BP et À, elles s’obtiennent à partir des relations 
BU = ((E +“ A) u (4, j), 


$ (E+ ÈS A un 1, j)), 
AU = ( (26 À) u (1, j), 
, (26 À) (Ni 1, p). 


Les matrices À et B sont permutables, c’est-à-dire AB — BA. 

Construisons la méthode combinée de séparation des variables 
pour le problème (34). D'abord effectuons la première élimination 
de la méthode de réduction pour le système (35). Faisons de ce pas 
une description indépendante de celle donnée au chapitre Ill. 
Ecrivons successivement trois équations du système (35) pour j = 
= 2,4,6,..., N, — 2: 


—BU j-2 + AU; — BU; = F;:, 
— BU; + AU; — BU; = F;, 
— BU; + AU 1 — BU ;;e = F4, 


multiplions à gauche la première et la troisième équations par B, 
tandis que celle du milieu par À et additionnons-les. En vertu de la 
permutabilité de À et B, il vient 


—BEUj-, + (A — 28°) Uj — BU 4, = F#, 
12, 4, 6, ._. Ns — 2, 


U, — U ; —— 0, 
où F = B(F;a1 + F;:1) + AF,, j = 2, 4, 6, . N:s — 2. Po- 
sons, comme habituellement, V, = U,;, 0  j < M1, D, = F4, 
1<j< M: —1, où 2M, = N, et écrivons 1. système sous !a 


15* 


re. 
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forme 
— BV; + (4 —28#)V; — BVih=®, 1<j<M:—T1, 
Vo = Vu, = 0. (36) 
en outre 
D; = B (Foj-1 + Faj4n) + AFog, 1<j << M: —1. (37) 
Les vecteurs inconnus restants se déterminent à partir des équations 
AU; a Fo; + B (VU: 5-0 2e U:;), 1 <Ï< M. (38) 


Le système « raccourci » (36) sera résolu, comme auparavant, 
par la méthode de Fourier. Portons les développements (12) dans (36), 
où u® (j) sont définis dans (10). Finalement, pour les coefficients 
de Fourier Y,, et Zx, des vecteurs V; et ®, on obtient la relation 


(4—4cos° #27 B:) Y.—hZn. 1<k<Mai—1, (39) 


qui est l'analogue de la relation (13), les composantes des vecteurs 
Zr:, et ®, étant liées par la formule (11). Pour résoudre l'équation (39) 
on peut profiter de |’ gs 


(4— 2 cos + — B) Wis=hiZhe 


vi. (40) 


(4+200s B)Yr=Was 1SkSM:—1. 


2M; 


Bref, la méthode de résolution du problème (34) se décrit en 
forme vectorielle par les formules (37). (11), (40), (12) et (38). En 
passant à l'écriture scalaire et à la fonction propre non normée 
12) keT Ke) 
M: 


M8, 
on obtient les formules suivantes: 


h? LE: . . : . . €) « 
QU, D=(E+ ESA) IG, 25—1)+ (6, 2+10)+2f G, 2D1— 
Er" 2j), 1<Sj<Mo—i, 1<i<N,—1, (41) 
permettant de calculer œ (i, j): les dus 


à k HN. 5à 4 LA 
Bains BE, (1 Sins A HE) Au, (= 


= RTR (ë), (42) 
1<i<Ni—1, Up (0) = w, (N,) =0 
pour : calcul de w,, (i) et 


j) = sin au moyen de la substitution tirée du point 1, 


4 cos? 


— Une ()— hi (1 — cost SE EE) Aiys, (5) = 0, (b), 
| (45) 
1SISNi—1, yns (0) = ya, (Na) =0 


$ 3] MÉTHODE DE RÉDUCTION NON TOTALE 229 


pour le calcul de y;,(i) qu'on peut résoudre pour 1<k< 
<M;—1, où 


Mo-1 

mG= D qi, jsin el, 1<kHEMi—1, 1SiSNi—1. 
i=1 ‘ 

(44) 

La solution u (i, j) du problème (34) s'obtient suivar t les formules 

Mo-1 
; : 4 n _.. koïtj 
u (i, 2) = 2 Yha (à) Sin A k 
. (45) 


1Si<Mo—1, 1Si<N,—1, 
et à partir des équations 


\ 
5h£ 


Qu (i, 2j —1)— EE Au (i, 25 —1) = RES (E, 2j —1)+ 


+ hi ; x sa 
+(E + A) 1e (G, 25 —2)+u (6, 2j), 
1<i<MN—t1, (46) 

u (0, 2%—1)=u(Ni 2%—1)=0, 1<j< M. 


Il nous reste à montrer que les équations triponctuelles (42), 
(43) et (46) admettent une solution. On peut alors, pour obtenir 
la solution, utiliser la méthode triviale du balayage ou la méthode 
du balayage non monotone. 

I1 suffit de montrer que pour 1 < ko & V, — 1 les valeurs 
propres de l'opérateur de différences 


' h?+ h2 » 4 > ke 
R=NÈE— (1 TT. x) AVE fs = 7e Sin? 2Na 


sont différentes de zéro. En effet, pour 1 < k, < WV./2 — 1 l'opé- 
rateur 5 4 coïncide avec l'opérateur du problème (42), tandis que 
pour k, — N,/2 il coïncide avec l'opérateur du problème (46). 
Si N/2 + 1<k: SN — 1 l'opérateur k? # prend la forme 


—hi(1— LA ne APN PL DL ) Ai. 


2 = 2 
HA AS 12 2N; 


7 
La substitution k,. = N,—k, donne 


à 25e > ke __ hi+hs [A 2 ke 
h,A = 4 cos SNS — 2(1 D OR cos” 2N, ) AVE 
où 1 < 4, < N,/2 — 1, c'est-à-dire que dans ce cas l'opérateur 
RAR coïncide avec celui du problème (43). 
Cherchons maintenant les valeurs propres de l’opérateur .Z pour 
un k, fixé. Comme les valeurs propres de l'opérateur A, au cas des 
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conditions aux limites de première espèce sont (voir $ 5, ch. I) 


4 …. PEL: 
«1) 2 1 
À = h? sin 2N: (] k,= 1. 2, . N, 1, 


les valeurs propres À de l'opérateur # sont 


Ange = À + ASE — RE MA, 1SHSN A1, 1SR EN — A. 


Etant donné qu'on a les estimations suivantes des valeurs pro- 
pres À}, et AK : 
4 


TE ? G=1; 2, 


OLA < 
il est possible d'obtenir sans peine pour k, et k, quelconques 
‘ (2) h? (1) 2 (4 LD À; 
Anune = A8 (1 — R)+AE (i— ar) >< li + Axe) > 0, 
ce qu'il fallait démontrer. 
On trouve aisément que pour le problème (42) la condition suffi- 
sante de l’applicabilité de la méthode du balayage trivial prend 


la forme 
2h? —h5 9 keTt 


1+ sine 20 (47) 


et qu'elle est évidemment vérifiée pour tout k,. Pour (43) la condi- 
tion analogue est de la forme 


2 : > kel 
1+— gr cos >0 


qui est également vraie pour tous les k.. Au problème (46) corres- 
pond la condition (47) avec k, = 0,5N,. Par conséquent, les proble- 
mes (42), (43) et (46) se prêtent à la résolution par la méthode du 
balayage trivial. 


CHAPITRE V 


APPAREIL MATHÉMATIQUE DE LA THÉORIE 
DES MÉTHODES ITÉRATIVES 


Ce chapitre fournit des renseignements ainsi que des notions principales 
sur la théorie des méthodes itératives exposées dans les chapitres suivants. 
Au $ 1 sont données les notions les plus simples de l'analyse fonctionnelle et 
fournies les principales propriétés des opérateurs linéaires et non linéaires dans 
l'espace hilbertien, ainsi que quelques théorèmes sur la résolubilité des équations 
opératorielles. Le $ 2 est consacre à l'interprétation systématique des schémas 
aux différences comme des équations opératorielles dans un espace abstrait 
avec indication des propriétés des opérateurs associés. Au $ 3 sont présentées 
les principales définitions et notions de la théorie des procédés itératifs, est 
examinée la forme canonique des schémas itératifs, sont fournies des notions 
sur la convergence et le nombre d'itérations. 


$ 1. Eléments d’information sur l'analyse fonctionnelle 


1. Espaces linéaires. Dans les chapitres précédents on a étudié 
les principales méthodes directes de résolution des équations aux 
différences les plus simples. Les méthodes élaborées se caractérisent 
par le fait qu'avec leur aide il est en principe possible, en réalisant 
un certain nombre fini d'opérations, d'obtenir une solution précise 
du problème de différences. Il est naturellement admis dans ce cas 
que l’information d'entrée est précise et que les calculs sont con- 
duits sans arrondi. 

L’efficience des ces méthodes est suffisamment élevée, vu la 
prise en compte de la structure matricielle du système résolu. L'obli- 
gation de se plier à certaines propriétés spéciales des matrices rétrécit 
le champ d’applicabilité de ces méthodes en le limitant aux proble- 
mes les plus simples. 

Pour la résolution de problèmes compliqués et, en particulier, 
de problèmes de différences non linéaires on utilise habituellement 
des méthodes itératives. Le principe des méthodes itératives réside 
dans la construction par un mode quelconque d’approximations 
successives aboutissant à la solution, en commençant par une cer- 
taine approximation initiale. Pour solution approchée du problème, 
on adopte dans ce cas la solution obtenue après un nombre fini 
d'itérations. 


232 APPAREIL MATHÉMATIQUE DE LA THÉORIE [CH v 


L'universalité des méthodes itératives réside avant tout dans le 
fait qu'elles permettent de résoudre non pas un problème concret 
mais une classe de problèmes possédant des propriétés déterminées. 
Ces propriétés ne sont pas fonction de la structure des équations de 
mailles mais des propriétés fonctionnelles générales. Vu que dans 
la plupart des méthodes itératives on néglige la structure concrète 
des équations, on est en mesure de construire la théorie des méthodes 
itératives sous une optique unique en concentrant l’étude sur l’équa- 
tion opératorielle de première espèce 


Au = f, 


où À est l'opérateur, f l’élément donné et u l’élément cherché d’un 
certain espace A. 

Avant de passer à la construction et à l'étude des méthodes 
itératives, donnons une information sommaire sur l’analyse fonction- 
nelle (sans esquisser de démonstrations). 

On appelle espace linéaire sur un champ X de nombres réels 
ou complexes l’ensemble 7 pour les éléments duquel sont définies 
des opérations d’addition des éléments et de multiplication de l’élé- 
ment par un nombre du champ X, avec vérification des axiomes 
suivants (x, y, z — éléments de H, À et u nombres de X): 

1) les deux opérations n'’entraînent pas la sortie de W; 

2)z+y=y+z,z+(y +2) = (x + y) + z (commutativité 
et associativité de l'addition); 

3) À (ux) — (Au) z (associativité de la multiplication) ; 

4 A (z+y)= Az +Ay, (À +u)z—=Az+uz (distributivité 
de la multiplication relativement à l'addition); 

5) il existe de façon univoque un certain élément 0 pour lequel 
z+0—=zx pour tout x EH; 

6) il existe de façon univoque pour chaque x € H un élément 
(—zx) E H pour lequel x + (—zx) = 0; 

1) 1°T2 = ZT. 

Suivant que les nombres par lesquels est tolérée la multiplication 
des éléments de Æ sont réels ou complexes, on aura un espace linéaire 
réel ou complexe. | 

On peut introduire dans les espaces linéaires la notion de dépen- 
dance et d'indépendance linéaires des éléments. Les éléments 
Lis Los + - ++ Zn de l’espace linéaire 7 sont linéairement indépendants 
si de l’égalite 


Mtr + Àoto +... + Antn = 0 (1) 


il s'ensuit que À = À, = ... — À, — 0. Si, au contraire, il se 
trouve parmi les À,, À, ..., À, non tous nuls de tels pour les- 
quels (1) est vérifié, alors les éléments zx,, x., . . ., x, sont appelés 
linéairement dépendants. 
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L'espace H est dit à n dimensions s’il existe dans H n éléments- 
linéairement indépendants, tandis que tout (nr + 1)-ième élément 
est linéairement dépendant. 

Un ensemble }, fermé non vide d’éléments de l’espace linéaire 4 
est appelé sous-espace si à côté des éléments x,, ze, . .., x, l’en- 
semble Æ, comprend toute combinaison linéaire À,x;, + ÀoTo + . . … 
«.. + Ann de ces éléments. 

La somme du nombre fini des sous-espaces F,, H,, ..., H, 
constitue un ensemble d'éléments de la forme 


= Titi +... Lin, mn EH;,i=1,2,...,n. (2) 


Soient À,, H:, ..., H, les sous-espaces appartenant à l'espace- 
linéaire H. Si chaque élément x € H se représente univoquement 
sous la forme (2), on dit alors que À} est une somme directe des sous-- 
espaces H,, H,. ..., H,, quant à l’expression (2), elle est appelée 


développement de l'élément x en éléments de H,. H,, ..., H,. 
Dans ce cas il vient 


H=H,6H:@6...@61H,. 


On montrera sans peine que si À = H, @ H,, H,et H, n’ont comme- 
élément commun que l’élément nul de l’espace. Inversement. si un: 
élément quelconque zx € À peut se représenter sous forme de x = 
= T+to M EH,, EH, et H, NH: —=0, on a alors H = 
= H, @6 H.. 

L'espace linéaire H est dit rormé si pour chaque élément x € H 
est défini un nombre réel || z || appelé norme vérifiant les conditions: 


1) 1x [12 0, avec [x || = 0, si x — 0; 
2) Hz +ylI<zll+ [y (inégalité du triangle); 
3) HAx = |A llIzi|, À étant un nombre. 


La suite {r,} d'éléments de l’espace linéaire normé À est dite- 
convergente vers l’élément x € A si [|z — x, || — 0 pour n —+ oc. 
Si ||Zn — Zm || — 0 pour nr, m— , la suite {r,} est dite fonda- 
mentale (suite de Cauchy). 

L’espace linéaire normé X est dit complet si toute suite de Cauchy 
{z,} de cet espace est convergente vers un certain élément zx € H. 
Les espaces linéaires normés complets sont appelés espaces de Banach. 
Tout espace linéaire normé à dimensions finies est complet. Les. 
sous-espaces de l’espace normé sont normés de façon naturelle. 

Un même espace linéaire peut être normé de façon infinie. Soient. 
les normes || x ||, et || x |, imposées de deux façons différentes à un 
espace linéaire. S'il existe des constantes 0 << m< M qui pour: 
tout x € H vérifient les inégalités 


m ||zlh<zlle SM zh, 


ces normes sont alors dites équivalentes. Notons que dans un espace: 
à dimensions finies toutes deux normes sont équivalentes. 
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Si dans un espace linéaire on a introduit deux normes équivalen- 
tes, la convergence d’une certaine suite {x, } dans l’une des normes 
implique la convergence dans l'autre. 

Soit À un espace linéaire réel (complexe) et soit opposé à deux 
€léments x, y de H un nombre réel (complexe) (x, y) tel que 

1) (x, y) = (y, x) (symétrie); 

2) (+ y, 2) = (x, z) + (y, z) (distributivité); 

3) (Az, y) = À (x, y) (homogénéité); 

4) (x, x) > 0 pour tout zx E H, avec (x, x) — 0 seulement et 
rien que seulement pour x = (. 

Le nombre (x, y) est appelé produit scalaire des éléments x et y. 
Le trait au-dessus signifie qu’il y a passage au nombre complexe 
conjugué. 

L'espace linéaire normé À dans lequel la norme est introduite 
par le produit scalaire || x || — V (x, x) est appelé espace unitaire H. 
L'espace unitaire complet est dénommé espace de Hilbert (ou hilber- 
tien). L'espace unitaire à dimensions finies est complet. 

Pour un produit scalaire se vérifie l’inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski |(x, y) | <IIx||[[yll. Les éléments rx et y de l’espace 
unitaire sont dits mutuellement orthogonaux si (x, y) = 0. L'élément 
z E H est appelé sous-espace orthogonal à H, de l'espace H si x est 
orthogonal à tout élément y € H,. L'ensemble À, de tous les élé- 
ments x € À orthogonaux au sous-espace À, de l’espace H est dénom- 
mé complément orthogonal du sous-espace Æ,. Notons que le complé- 
ment orthogonal constitue lui-même un sous-espace de l’espace H. 

Soit A, un sous-espace quelconque de l’espace H et H, le complé- 
ment orthogonal. Dans ce cas À est une somme directe de A, et H;, 
H = H, @ H:. Par conséquent. chaque élément x € À se représente 
de façon unique sous forme de r =, + x,, x, € H,, & = 1, 2, 
avec (z1, ze) = 0. 

Le système x,. ze, . .., x, d'éléments de l'espace H est appelé 
Système orthogonal si (tm, Tn) — Ôômn: M, n = 1, 2, ..., où On 
est le symbole de Kronecker (delta de Kronecker) qui est égal à l’uni- 
té pour m = n et à zéro pour m = n. 

S'il n'existe pas d’élément x € H différant de zéro et orthogonal 
à tous les éléments du système orthonormé {x,}, ce système est dit 


complet. La série de Fourier Ÿ, c,xz,, où cy = (x, xx). k = 1, 2,..., 
k=1 
construite pour tout x € H suivant le système orthonormé complet 


{r,}, converge vers cet élément, et pour tout x € H on a l'égalité 


CO 
o ST . 
Ix|P= (x, x)= Ÿ ci. 


2. Opérateurs dans des espaces linéaires normés. Soient X et Y 
les espaces linéaires normés. On dit que sur l’ensemble 2 & X 
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est donné l'opérateur À aux valeurs en Ÿ (opérateur agissant de Z 
en Ÿ), si à chaque élément x € Z correspond l'élément y = Az € Y. 
L'ensemble Z est appelé domaine de définition de l'opérateur A et 
est désigné par Z (4). L'ensemble de tous les éléments y € Y repré- 
sentés sous forme de y — Az (x € % (A)) est dénommé domaine des 
valeurs de l'opérateur À et est noté im À. Si Z (4) = X,imAc X, 
c'est-à-dire que l'opérateur À est une application de X en lui-même, 
on dit que À est un opérateur sur X. 

L'opérateur À est dénommé linéaire quand Z (À) est une multi- 
plicité linéaire dans À et pour tous les x,, xe € D (4) 


À (ti + hote) = MAT + heÂTo 


où À, et À, sont des nombres du champ À. 
L'opérateur linéaire À est dit borné s’il existe une constante 
M > 0 qui pour tous les x € Z (A) vérifie l'inégalité 
Az Île < M [zx lh, (3) 


où ||-|], est la norme dans X. ||-[l, la norme dans Y. L'opérateur 
non linéaire arbitraire À est dit borné sur Z (À) si 
sup || Ar|b << oo. 
xEZ(4A) 

On appelle norme de l'opérateur en la notant par || À || la plus 
petite des constantes M vérifiant la condition (3) pour l'opérateur 
linéaire À. Il s'ensuit de la définition de la norme que 

Az e 

IAl= sup [Az où [41 =sup Ee. 

IxUi=i x:0 I la 
Remarquons que dans un espace à dimensions finies tout opérateur 
linéaire est borné. Soit À un opérateur quelconque agissant de X 
dans Y. L'opérateur À est dit continu au point x € X, si de la condi- 
tion |[r, — x |, — 0 (x, € À) il s'ensuit que || 4x, — Az |; —+ 0 

pour r —+ oo. L'opérateur linéaire borné est continu. 

L'opérateur arbitraire À vérifie la condition de Lipschitz à cons- 
tante q Si 


Il Ars — Axe ls <q —Zelhe 21 2e € D (4). (4) 
Tout opérateur linéaire borné À satisfait à la condition de Lipschitz 
(à) avec g = || A || | | 

Soit À un opérateur quelconque agissant de À dans Y. L'opéra- 
teur linéaire borné À’'(x) est appelé dérirée Gateau de l'opérateur À 
au point x de l’espace À si pour tout z € À on a 

lim 


A(r+t:)— Az ; L 
| Fe ge A (x) pr o = (. 
t—0 2 
En outre, le domaine des valeurs de l’opérateur À’ appartient à Y. 


Si l’opérateur À possède une dérivée Gateau en chaque point de 
l'espace ZX, alors pour tous x,, x, € À se vérifie l'inégalité (4), 
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où qg— sup || A’ (x, +t(zs — x)) |. Si À est un opérateur 
linéaire, À' = À. 

Tous les opérateurs linéaires bornés pensables qui agissent de X 
dans Ÿ constituent un espace linéaire normé, car la norme || À |] 
de l'opérateur À vérifie toutes les axiomes de la norme. Examinons 
un ensemble d'opérateurs linéaires bornés agissant de X dans X. 
On peut introduire sur cet ensemble le produit AB d'opérateurs A 
et B de la façon suivante: (AB) x — À (Bzx). AB est apparemment 
un opérateur linéaire borné: || AB [| < [|| À [|| B I|. 

Si (AB) x = (BA) x pour tous les x € X, les opérateurs À et B 
s'appellent alors de permutation ou commutatifs; on écrit dans ce 
cas AB — BA. 

En rapport avec la résolution des équations de la forme Az = y 
on a introduit la notion d'opérateur inverse A”!. Soit À l’opérateur 
de X sur Ÿ. Si à chaque y € Ÿ ne correspond qu’un x € X pour 
lequel Az — y, cette correspondance détermine alors l'opérateur 
A”! appelé inverse de À et présentant un domaine de définition Y 
et un domaine de valeurs À. 

Pour tous x E X et yEŸY on a des identités A7! (Azx) = zx, 
A (A-1y) = y. On montre sans peine que si À est linéaire, A7? 
(s’il existe) est également linéaire. 


Lemme 1. Pour qu’un opérateur linéaire À constituant une 
application de X sur Ÿ possède un opérateur inverse, il faut et il suffit 
que Ax = 0 rien que pour x = 0 


Théorème 1. Soit À un opérateur linéaire de X sur Y. 
Pour qu'un opérateur inverse A7! existe et soit borné (comme l’est 
l'opérateur de Y sur X) il faut et il suffit qu'il existe une telle constante 
ô => 0 pour laquelle pour tous lesx € À on ait 


Az 1 > 8 [zx Îh- 


Dans ce cas se vérifie l'estimation || A1 || < 1/6. ||-||L, est ici la 
norme dans X, et ||-||, la norme dans Y. 


En d’autres termes, pour que l'opérateur inverse À -! existe il 
faut et il suffit que l'équation homogène Az = 0 ne possède qu’une 
solution triviale. 

Soient À et B les opérateurs linéaires bornés agissant dans À 
et possédant des inverses. Dans ce cas (4B)-! — B-14-1 

Si l’opérateur À est inversible, alors les puissances A* aux 
exposants entiers quelconques (et non seulement négatifs) acquièrent 
un sens. Et. notamment, par définition À * — (4-1), k — 1,2,... 
Les puissances d'un même opérateur commutent. 

Introduisons la notion de noyau de l'opérateur linéaire 4. On 
appelle noyau de l'opérateur linéaire À l’ensemble de tous les élé- 
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ments x de l’espace X pour lesquels Az = 0. Le noyau de l'opéra- 
teur linéaire À est désigné par le symbole ker À. 

La condition ker À = U est nécessaire et suffisante pour que 
l'opérateur À possède un inverse. 

Le sous-espace X, de l'espace À est dit sous-espace invariant 
de l’opérateur À agissant dans À si À n'implique pas la sortie des 
éléments de X,. c'est-à-dire Az € X, si x € X:. 

Si le sous-espace X, est invariant relativement à l'opérateur 
inversible À, il est invariant relativement à l'opérateur À! 

En guise d'exemples de sous-espaces invariants de l'opérateur A 
citons ker À et im À. Notons que si les opérateurs À et B commutent, 
les sous-espaces ker B et im À sont invariants relativement à l’opé- 
rateur À. 

Le nombre 


p (A4) = lim || A" {| 
Rk—00 
est appelé rayon spectral de l'opérateur linéaire A. 11 ne dépend pas 
de la définition de la norme, de plus p (A) -- inf || À ||. 
11.1 


Pour tout opérateur linéaire borné À se vérifient les inégalités 
V k —9 
p(A4)<IAÏ, p(4)<v AI, k=2, 5, ..… 
Lemme 2. Pour que W- À || = p (4). il faut et il suffit que 
IH A* I = AI, k = 2, 3, ... 


Notons encore une propriété du rayon spectral. Si les opérateurs 
A et B commutent, on a alors 


p (4B) < p (4) p (8),  p (A + B) < p (4) + p (B). 


3. Opérateurs dans l’espace hilbertien. Soit un opérateur linéaire 
borné À agissant dans l’espace unitaire H. En conformité avec la 
définition générale de la norme de l'opérateur, il vient 


lAU= sup | Az|=sup J/ SE 22 EE 


et, par conséquent, pour tout x € H se vérifie l'inégalité 
(4x, Ar) < || À IF (x. »). 


En utilisant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on en obtient 


| (4x, z) [<< 4x [zx SIA 1 G@, 2). (5) 


Onne considérera dans la suite que des opé- 
rateurs bornés. 
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L'opérateur A* est appelé adjoint (conjugué) de l'opérateur À si 
pour tous x, y € H est vérifiée l'identité 


(Az, y) = (x, A*y). 


Pour tout opérateur linéaire borné À avec le domaine de défini- 
tion ® (4) = H il existe un opérateur A*, qui d’ailleurs est unique. 
avec le domaine de définition Z (4*) — H. L'opérateur A* est 
linéaire et borné, || 4A* || — || À ||. 

Formulons les principales propriétés de l'opération de conjugai- 
son: (4*)* — À, (4 + B)* = A* + B*, (AB)* = B*A*, (ÂA)* — 
— ÀA4*. Si les opérateurs À et B commutent, les opérateurs adjoints 
A* et B* commutent également. Si À possède un inverse, (4 -1)* — 
= (4*)-1, c'est-à-dire que l’inversion et la conjugaison de l’opéra- 
teur sont des opérations permutables. 


Lemme 3. Soit À un opérateur linéaire dans H. L'espace H 
peut être représenté sous forme de sommes directes des sous-espaces ortho- 
gonaux 


H = ker À Œim A*, H = ker A* @ im À. 


En effet, soit F, le complément orthogonal im A* jusqu'à l’espa- 
ce H, c’est-à-dire 


H — H, @ im A*, (x, Lo) = 0, TL: € H,, Lo € im A*. 


Montrons que À, — ker 4. Soit x, € ker À, dans ce cas pour tou- 
zCH on a A*xE im A* et 


(zx, A*zx) = (Az,, x) = 0. 


Donc zx, est orthogonal à im A* et, partant, x, € H,. D'autre part, 
soit zx, € H, (donc zx, est orthogonal à im A*). Alors pour tout x € 


O0 = (x,, A*zx) = (Az,, 2). 


Vu que x est un élément quelconque de H, Ax, = 0 et. partant. 
zx, € ker À. La première proposition du lemme est démontrée. De 
façon analogue on démontre la seconde proposition. 

L'opérateur linéaire À est appelé autoadjoint (autoconjugué) 
dans À si À — A*. Pour un opérateur autoadjoint (Az, y) = 
— (x. Ay), quels que soient zx, y € H. 

L'opérateur À est dit normal s’il commute avec son adjoint, 
A*A = AA* et il est dit de symétrie gauche si A* = —A. Les 
opérateurs autoadjoints et de symétrie gauche sont normaux. 

Comme on sait, si À et B sont des opérateurs autoadjoints l’opé- 
rateur AB est autoadjoint seulement et rien que seulement si À 
et B sont permutables. 


$ 1] ÊLEMENTS D'INFORMATION SUR L'ANALYSE FONCTIONNELLE 239 


Si À est un opérateur linéaire, A*A et AA* sont autoadjoints.. 
de plus || A*A || = | AA* | = I À ÏF et 


ker A*A — ker À, im A*A = im A*, 
ker AA* — ker A*, im AA* — im À. 


Tout opérateur À peut être représenté sous forme de somme d'’opé- 
rateurs autoadjoint À, et de symétrie gauche À, 


A = À + A1. 


où A4, = 0,5 (4 + A*), À, = 0,5 (4 — A*). Si À est un espace- 
réel, il s’ensuit les égalités 


(Az, x) = (Aot, x), (A,zx, x) = 0. 


Dans un espace complexe H on a une représentation cartésienne: 
de l'opérateur À: 


A = À, + LA}, 
où A9 = Re A —+(4 + A*), À, = Im 4 (4 — A*) sont 


des opérateurs autoadjoints dans A. De plus, pour tous x € HA se. 
vérifient les identités 


Re (Az, x) = (A,x, x), Im (Ax, x) = (A,x, 2x). 
Si À est un opérateur autoadjoint dans H. on a la formule 


(Az, zx) 
All=sup——, z2€H. 
Il À 1 SUP (7, 2) € 
Lemme 4. Si À est un opérateur autoadjoint borné dans H, 
alors pour tout n entier plus grand que zéro se vérifie l'égalité || A” || = 
= || À |. 
Le lemme 4 reste vrai également pour un opérateur normal. 
Il s'ensuit des lemmes 2 et 4 que pour un opérateur À normal (en 
particulier, autoadjoint) on a l'égalité p (4) — || À ||. 


Lemme 5. Soit dans un espace linéaire H introduit au moyen 
de deux procédés le produit scalaire des éléments x et y: (x, y), et 
(x, y).. Si l'opérateur À est autoadjoint au sens de chaque produit 
scalaire. on a alors || À |, = || À | = p (4). 


Le rayon spectral fournit une estimation par le bas pour toute 
norme de l'opérateur. Introduisons le rayon numérique de l'opéra- 
teur permettant d'obtenir les estimations de la norme dans les 
deux sens. 

Le rayon numérique de l'opérateur À agissant dans un espace 
complexe Æ peut être défini de la façon suivante: 


p (4) = sup. [(Ax, z)|, zE€eH. 
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Pour tout opérateur linéaire borné À se vérifient les inégalités: 
u (4) HA << Ep (4) LA I. u (4) 21/2, de plus, on a pour 
tout nr naturel p (4") < [p (A)}". Si l’opérateur À est autoadjoint, 
on à p (4) = || À ||. Notons encore une série de propriétés intéres- 
-cantes du rayon numérique. C’est ainsi. par exemple, que p (A*) = 
— p (4), p (4*A) = || À [F. En outre, p (4) < p (4), où p (4) 
‘est le rayon spectral déjà introduit de l'opérateur. 

L'opérateur linéaire À agissant dans l’espace hilbertien Æ est 
dit positif (A > 0) si (Ax, x) > 0 pour tous les x € H, sauf pour 
.z = 0. En cas d'espace complexe À, la définition de la positivité 
n'est introduite que pour les opérateurs autoadjoints, car la positi- 
‘vité de l'opérateur implique dans ce cas que ce dernier est aussi 
autoadjoint. 

De façon analogue est introduite la définition de la non-négativité 
de l'opérateur À (pour tous x € H (Az, x) > 0) et de la définissa- 
bilité positive (pour tous x € H (4x, x) > 6 (r, x), où 8 > 0). : 

L'opérateur non linéaire À agissant dans A est dit monotone si 


(Az — Ay, z—y)>0, x, yEH, 
rigoureusement monoione si 
(Az — Ay,z—y>0,x, yEH, rx y, 


@t fortement monotone si pour tous x, y € H on a l'inégalité 
(Az — Ay,z—y)>ôr—-ylF, ô>0. 


Théorème 2. Soit un opérateur non linéaire À possédant en 
chaque point x € H une dérivée Gateau continue. Dans ce cas l'opéra- 
teur À est fortement monotone sur H seulement et rien que seulement 
s’il existe un tel Ô > O0 pour lequel 


(A' (x) y, y) > 86 (y, y), y EH. 


Soit À un opérateur linéaire non négatif. Appelons le nombre 
(Az, x) énergie de l'opérateur. Comparons en énergie les opérateurs 
A et B. Si ((4 — B) x, r) > 0 pour tous x € H, on peut alors écrire 
A > B. 

S'il existe des constantes telles que Y: > Y1 > 0 entraînant pour 
les opérateurs linéaires À et B les inégalités y,B < À < Y,B, on 
dira alors que ces opérateurs sont énergétiquement équivalents (en. éq.), 
Y1 et Ve étant des constantes d'équivalence énergétique des opéra- 
teurs À et PB. Posons 

ô— inf (Ar, x) et A— sup (Az, x). 
Ixi=i Ux|l=1 
Les nombres 6 et À sont appelés bornes de l'opérateur À (autoadjoint 
au cas de À complexe). Apparemment. les inégalités 


Ô (x, x) < (4x, x) LA (G, :), r EH 
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ou 
6E < A < AE, 


où E est un opérateur identique, Ex = x, se vérifient. 

On se convainc sans peine que la relation d'inégalité introduite 
sur l’ensemble des opérateurs agissant dans H possède les propriétés 
suivantes : 

1) de A>B et C>D il s'ensuit que A +C>B + D, 

2) de A>0 et À>0 il s'ensuit que 2.4 > 0, 

3) dd A>B et B>C il s'ensuit que 4 > C. 

4) si À > 0 et A7! existe, alors A-1> 0. 

Ensuite, il est évident que A*A et AA* sont des opérateurs 
non négatifs pour tout opérateur linéaire À. Ces opérateurs seront 
positifs si À est un opérateur positif. 


Théorème 3. Le produit AB des opérateurs À et B permu- 
tables non négatifs dont l’un est autoadjoint est également un opérateur 
non négatif. 


Pour un opérateur À autoadjoint non négatif quelconque a lieu 
l'inégalité généralisée de Cauchy-Bouniakovski 


I(A4z, y) SV (Az, x) V(4y, y), zx, yEH. 
Soit D l'opérateur autoadjoint positif agissant dans Æ. On peut 


alors introduire l'espace énergétique H, composé d'éléments de H 
avec produit scalaire (x. y) — (Dzx, y) et la norme 


Izllb=V(Dz, 2). 

Notons que si D est un opérateur autoadjoint défini positif et 
borné dans A, alors, en vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakov- 
ski, pour tout x € À se vérifient les estimations 
Ô (x, x) < (Dz, x) L Dr | z | < A (x x), A=ID I, 8 > 0. 
Ces inégalités peuvent être transcrites en la forme 


VôlIzl<lzl SVANz II, 
d’où il s’ensuit que la norme ordinaire ||-|| et la norme énergétique 
I[-{]»n sont équivalentes. 

Remarquons que l’espace énergétique unitaire A, peut être 
construit sur la base de l’opérateur positif non autoadjoint D. Pour 
cela le produit scalaire dans À, sera défini de la façon suivante: 
(x, ÿ)p — (Do, y), où D, = 0,5 (D + D*). 

Fournissons une série de lemmes contenant les principales iné- 
galités qui nous seront nécessaires dans la suite. 


Lemme 6. Supposons que pour l'opérateur linéaire est remplie 
la condition À > ÔE, Ô > 0. Dans ce cas pour tout x € H a lieu 
l'inégalité 

(Az, Az) > 6 (Az, x). 
18—01162 
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Si pour un opérateur autoadjoint non négatif est remplie la condi- 

tion À < ÂË, alors pour tout x € H on a l'inégalité 
(Az, Az) < À (Az, x). 

Lemme 7. À partir de la condition (Az, Azx) < À (Ax, 2), 
zEH, A >0, imposée à l'opérateur À non négatif, s'ensuit l'iné- 
galité 

A < AE, 
tandis que de la condition (Azx, Ar) > Ô (Az, x), Ô => 0, imposée 
à l'opérateur autoadjoint non négatif À s'ensuit l'inégalité 

A > ÔE. 


Corollaire 1. Il s'ensuit des lemmes 6 et 7 que dans le cas 
de l'opérateur autoadjoint défini positif À les inégalités 
6E<A<AE, 60 
el 
ô (Az, x) < (Az, Az) < A (Az, x), 8 > 0, 
sont équivalentes. 

Corollaire. 2. À partir de (5) et du lemme 6 s'ensuit l’esti- 
mation (Az, Az) < || À || (4x, x), x € H pour l'opérateur non néga- 
tif autoadjoint À dans H. 

Lemme 8. Soit À l'opérateur autoadjoint positif borné dans H 
tel que A > 0, | Az | LA ||x ||. Dans ce cas l'opérateur inverse 


A est alors défini positif A1>+E. 


Lemme 9. Soient À et B des opérateurs autoadjoints définis 
positifs dans H. Les inégalités 
VB <A<LYB, V2 >U 
et 
ATLKBTKVAT >> 0 
sont alors équivalentes. 

Lemme 10. Si À est un opérateur défini positif À >6E, 
ô => 0, il existe alors un opérateur inverse A”! et || A || < 1/6. 

La démonstration s’ensuit de l'inégalité 

ôIIz IF < (4x, x) LI Az Hz], 80 
et du théorème 1. 

Remarque. Si À est un opérateur positif, À -! existe alors. 
Au cas d’un espace H complexe, pour l'existence de 47? il suffit 
que la composante réelle À, = 0,5 (À + A4*) soit positive ou que 
soit positive la composante imaginaire À, — _ (4 — A*) de 


l'opérateur À. 
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4. Fonctions de l’opérateur borné. En théorie des méthodes ité- 
ratives on sera obligé d'aborder les fonctions de l'opérateur. Soit À 
l'opérateur linéaire borné agissant dans un espace normé X. Si 
f (À) est une fonction analytique entière de la variable À se develop- 


pant en la série Ÿ ah, il est alors possible de définir La fonction 
k=0 
oo 


Î (A) de l'opérateur À au moyen de la formule f (4) = > aÂ*. 


L'opérateur f (À) sera également linéaire et borné. En guise d’exem- 


ple donnons la fonction exponentielle de l'opérateur e4 — br is 
k=0 

La définition introduite de la fonction de l’opérateur peut être géné- 

ralisée à une classe plus étendue de fonctions et, ensuite, on peut bâtir 

le calcul opératoriel pour des opérateurs bornés. On ne donnera une 

définition plus généralisée que pour des opérateurs autoadjoints 

bornés dans l’espace hilbertien. 

Soient 6 et À les bornes inférieure et supérieure de l’opérateur À 
autoadjoint dans 71. Soit f (À) une fonction continue sur le tronçon 
[ô, A]. L'opérateur f (4) est appelé fonction de l'opérateur autoadjoint 
A 


La correspondance entre les fonctions de la variable réelle et les 
fonctions de l'opérateur se caractérise par les propriétés suivantes: 

1) Si f (À) = af1 (À) + Bf: (à), f (4) = œf1 (A) + Bfe (4). 

2) Si f Q) = fi À) fe As f (4) = ji (4) fe (4). 

3) I s'ensuit de AB = BA que f (4) B — Bj (4) pour tout 
opérateur B linéaire borné. 

4) Si f, À) < f (À) < fa (À) pour tous les À E [ô, AÏ, on a alors 
f1 (4) < f (4) < f2 (À). 

5) If (A) & RS | f (À) |. 


6) f (4) = |f Aÿ*. où le trait au-dessus de la fonction indique 
le passage à la fonction complexe conjuguée. Si f (À) est une fonction 
réelle, il en suit que l’opérateur f (4) est autoadijoint dans H. 

Il s'ensuit de la propriété 4) que si f (À) > 0 sur [6, Al], f (4) 
est un opérateur non négatif. 

Un exemple important de fonction de l'opérateur est la racine 
carrée de l'opérateur. L'opérateur PB est appelé racine carrée de 
l'opérateur À si B* = À. 


Théorème 4. 1l existe une racine carrée autoconjuguée non 
négative unique de l'opérateur autoadjoint quelconque non négatif A 
permutiable avec tout opérateur permutable avec À. 


La racine carrée de l'opérateur À sera désignée par A#?. Notons 
la propriété suivante: || À || = || A4? | si À = A*>0 
16° 
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h 
A* > ÔE, 6 > 0, il existe alors un opérateur autoadjoint borné 
AE, || AE || SA/V6. 
La démonstration s'ensuit de l'inégalité 
Ô (x, x) < (Az, x) = (A'Fz, A°°x) = || A'°z |[F 


et du théorème 1. 


éorème 5. Si À est un opérateur autoadjoint défini positif, 


5. Opérateurs dans un espace de dimension finie. Examinons 
l'espace unitaire H à nr dimensions. Soient z;,, ze, . .., æ, les 
éléments composant la base orthonormée dans Æ. Selon la définition 
de l'espace de dimension finie tout élément x € A peut être repré- 
senté de façon unique sous forme d’une combinaison linéaire 

ZT = Cyly + Cole + ce À Cnlne (6) 
Il s'ensuit de l'orthonormalité du système zx,, z:, . .., Th que 
Ch — (x, Th). 

Donc à chaque élément x € H on peut faire correspondre le 
vecteur © — (C1, C2, - . ., Cn) dont les composantes sont les coeffi- 
cients c, du développement (6). 

Soit À l'opérateur linéaire donné sur Æ. Il lui correspond dans 
la base z,, Zo, . . ., Z, la matrice # — (a;,) de dimension n X n, 
où aix — (Az, x). Inversement, toute matrice Æ# de dimension 
n X n définit l'opérateur linéaire dans A. Dans ce cas à l'élément 


n n 
Az on fait correspondre le vecteur (Ÿ æucy, D) &encn, . . . 
h=1 k=i 


n 
….. D) Gnntr), C'est-à-dire le vecteur 4c. 


hi 

Si l'opérateur À est autoadjoint dans À, la matrice # qui lui 
est associée est symétrique dans toute base orthonormée. Notons 
que dans une base non orthonormée à l'opérateur autoadjoint À 
correspond une matrice asymétrique. 

Arrêtons-nous sur les propriétés des valeurs propres et des élé- 
ments propres de l'opérateur linéaire À. Le nombre À est appelé 
valeur propre de l'opérateur À si l'équation 


Az = x (7) 


possède des solutions non nulles. L'élément x 0 satisfaisant à (1) 
est appelé élément propre de l'opérateur À associé à la valeur propre À. 
Autrement dit, les valeurs propres de l'opérateur À ce sont les 
valeurs de À pour lesquelles ker (4 — ÀE) = 0 ; les éléments propres 
correspondant à la valeur propre À sont des éléments différant de zéro 
du sous-espace ker (À — ÀE). Quant à ce sous-espace, il est appelé 
sous-espace propre associé à la valeur propre À. 

L'ensemble © (4) de valeurs propres de l'opérateur À est dénommé 
spectre de l'opérateur À. 
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1. L'opérateur autoadjoint À possède x éléments propres ortho- 
NOTMÉS Zy, Toy + + + Tn- Les Valeurs propres associées À,, k — 
= 1, 2,...,n sont réelles: Si toutes les valeurs propres sont 
différentes, À est dit opérateur à simple spectre. 

2. Pour un opérateur autoadjoint À il y a lieu aux égalités 


IAl—=p(4)= max |A|, 
1LRkLN 


où p (À) est le rayon spectral de l'opérateur A. Ces égalités se conser- 
vent également pour un opérateur normal À. 

3. Si À = A* > 0, toutes les valeurs propres de l'opérateur À 
sont non négatives. Dans ce cas pour tout zx € A 


Ô (x, x) < (Az, x) K A (x, x), 
où 0 < Ô = min À,, À — max À,. On appelle quotient de Rayleigh 
k k 


l'expression (Az, x)/(x, x) associée à l'opérateur autoadjoint. 
Les valeurs propres minimale et maximale de l'opérateur À se 
déterminent à l’aide du quotient de Rayleigh de la façon suivante: 


_ (Az, zx): 

Mr@or ru R— 

4. Notons par À (4) les valeurs propres de l'opérateur À. Soit 
Ï (A) la fonction de l’opérateur autoadjoint 4. On a alors À (f (4)) = 
— f (À (4)) (théorème de l’application des spectres). 

5. Si les opérateurs autoadjoints À et B sont permutables, 
À = A*, B = B*, AB = BA, ils possèdent alors un système com- 
mun d'éléments propres. De plus, les opérateurs AB et À + B ont 
le même système d’éléments propres que les opérateurs À et B, 
et les valeurs propres 


À (AB) = (A)A(B),, À (4 + B) = À (4) + À (B). 


6. Un élément quelconque zx € H peut être développé en élé- 
ments propres de l’opérateur autoadjoint À 


zæ D ChtusCn=(z, 2x). avec |Iz|f= À cé. 
Ra 1 ha 1 


Le nombre À est appelé valeur propre de l'opérateur À relativement 
à l'opérateur B si l'équation 


Az = ÀBz (8) 


possède des solutions non nulles. L'élément x — 0 vérifiant l’équa- 
tion (8) est appelé élément propre de l'opérateur À relativement à Lape 
rateur B, associé au nombre À. 

7. Si les opérateurs À et B sont autoadjoints dans Æ, tandis que 
l'opérateur B est, de plus, défini positif, il existe n éléments propres 
Li toits Th orthonormés dans l’espace énergétique À ,: (x, ti)p= 
= Ôy;, k, i = 1,2,...,n. Les valeurs propres associées sont 
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réelles et on a les inégalités 


| V1 (Br, x) < (Az, x) K Y2 (Br, 2), 
ou 


Y,=minÀ;= min en : 
k x#0 (Bz, x) 


V2 = Max Ày = max ST) ; 
k xÆ0 (Bz, z) 


Donc les constantes des opérateurs autoadjoints én. éq. À et B 
au cas où l’opérateur B est défini positif coincident avec les valeurs 
propres minimale et maximale du problème généralisé (8). 


6. Résolubilité des équations opératorielles. Supposons qu'il 
s’agit de trouver la solution de l'équation opératorielle de première 
espèce 

Au = f, (9) 


où À est un opérateur linéaire borné dans l’espace hilbertien AH, 
f l'élément donné et u l’élément cherché de H. Posons que X est de 
dimension finie. On s’intéressera au problème de la réso- 
lubilité de l'équation (9). On a le théorème: 


Théorème 6. Pour que l'équation (9) soit résoluble pour tout 
second membre f, il faut et il suffit que l'équation homogène correspon- 
dante Au — 0Ô ne possède qu'une solution triviale u = 0. De plus, 
la solution de l'équation (9) est unique. 


La démonstration du théorème se fonde sur le lemme 1. 

On peut formuler le théorème d’une autre manière : l'équation (9) 
se résout d’une façon unique pour tout f € H seulement et rien que 
seulement quand ker À = 0 (voir point 2). 

Si ker À 0, l'équation ne se résout qu’avec une limitation 
supplémentaire sur f. Rappelons qu’en vertu du lemme 3 l’espace H 
est une somme directe des sous-espaces orthogonaux : 4 = ker À @ 
® im ÀA*, H = ker A* @ im À. 

Théorème 7. Pour la résolubilité de l'équation inhomogène 
(9) il faut et il suffit que le second membre f soit orthogonal au sous- 


espace ker A*. Dans ce cas la solution n'est pas unique et est déterminée 
à la précision de l'élément arbitraire près appartenant à ker À: 


U—=uU+u, u Eker À, Au = f, u E im A*. 


Posons f orthogonal à ker A*. On appelle solution normale de (9) 
la solution ayant une norme minimale. 


Lemme 11. Une solution normale est unique et appartient au 
sous-espace im A* (c'est-à-dire est orthogonale à ker À). 


En effet, soit u =u +u, u € ker À, u E im A*. Dans ce cas 
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Lu IP = (u, u) = [lu [PF + [lu [F. vu que w est un élément quel- 
conque du sous-espace ker À. Donc la norme || u || sera minimale si 
u — u € im A*. 

Supposons que la condition d'orthogonalité de f au sous-espace 
ker A* n'est pas remplie. Dans ce cas la solution de l'équation (9) 
au sens classique n'existe pas. Soit 


=ÿ+7, feEker 4* JEimA. 
Par solution généralisée de l'équation (9) on entend l'élément u € H 
pour lequel Au = f; la solution généralisée garantit un minimum 


à la fonctionnelle || Au — f ||. En effet, puisque (Au — f) Eim À 
pour tout u€E H,on a 


Au — fl = Au — ff + Nf ÉF2USI. 
l'égalité se vérifiant si u est une solution généralisée. 

La solution généralisée est définie à la précision de l'élément 
quelconque du sous-espace ker À près. Appelons solution généralisée 
normale de l'équation (9) la solution généralisée présentant une 
norme minimale. La solution normale est unique et appartient 
à im A*. 

La notion de solution normale introduite ici est apparemment 
en accord avec celle fournie plus haut. Notons que si l’on est en 
présence d’une solution normale classique, cette dernière coïncide 
avec la solution normale généralisée. 

Examinons maintenant l'équation (9) munie de l'opérateur non 
linéaire arbitraire À agissant dans l'espace hilbertien À. Dans ce 
cas, pour démontrer l'existence et l’unicité de la solution de l’équa- 
tion (9), on recourt souvent au principe des applications contractantes 
de S. Banach. 


Théorème 8. Soit donné dans un espace hilbertien H l'opé- 
rateur B, application de l'ensemble fermé T de l'espace H en lui-même. 
Supposons en outre que l'opérateur B est de contraction régulière, 
c'est-à-dire satisfaisant à la condition de Lipschitz 


Il Br — By<glUz—yll, zx yeT, 
où g<<'1et ne dépend pas de x et y. Il existe alors un point et un seul 
ze ET pour lequel zx = Be. 
Le point x, est dit point immobile de l'opérateur B. 


Corollaire 1. Si l'opérateur B possède une dérivée Gateau 
dans H qui vérifie la condition || B’ (x) | < g << 1 pour tout x € H, 
l'équation x — Bzx possède en H une solution unique. 


Corollaire 2. Soit C l'opérateur constituant une application 
de l'ensemble fermé T en lui-même et qui commute avec l'opérateur B 
satisfaisant aux conditions du principe des applications contractantes. 
Alors le point immobile de l'opérateur B est un point immobile (vrai- 
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semblablement non unique) de l'opérateur C. En particulier, si par une 
certaine itération B" de l'opérateur B on satisfait au principe des 
applications contractantes, le point immobile de l'opérateur B" est 
également un point immobile (unique) de l'opérateur B. 

Revenons maintenant à la solution de l'équation (9) munie de 
l'opérateur non linéaire À. Il y a lieu au 


Théorème 9. Admettons que l'opérateur A possède en chaque 
point x € H une dérivée Gateau A'(x) et qu'il existe un x = Ô pour 
lequel pour tous les x € H est vérifiée l'estimation || E — TA’ (x) | < 
<q <<. L'équation (9) possède dans ce cas dans H une solution 
unique. 


En effet, l'équation (9) peut être écrite sous la forme suivante: 
u—u—tAu + tt, 10. (10) 
Définissons l'opérateur B: Bx = x — tAr + 1j. L'opérateur B 
a apparemment une dérivée Gateau égale à B' (x) — E — 1A'(x). 
En vertu des conditions du théorème, on a || B’ (x) | & g << 1 pour 
tout x € H. Aussi à partir du corollaire 1 du théorème $ déduit-on 
l'existence et l'unicité de la solution de l’équation (10) et. partant, 
de l'équation (9). Le théorème est démontré. 

Remarquons que dans le ch. VI seront étudiés certains procédés 
d'obtention des estimations de normes pour les opérateurs linéaires 
de la forme E — 1C, où + est un nombre. 

Le principe des applications contractantes ne couvre pas tous 
les cas d'existence de la solution d’une équation non linéaire. Dans 
la démonstration de la résolubilité de l’équation opératorielle (9) 
on peut utiliser l’une des variantes du théorème sur le point immo- 
bile. le principe de Brouyder. 

Théorème 10. Soit dans un espace hilbertien de dimension 
jinie H un opérateur continu et monotone (rigoureusement monotone) 
B qui vérifie la condition 


(Bz, x) 2 0 pour ||z || = p > 0. 
Alors l'équation Bz =: O0 possède dans une sphère || x | < p au moins 


une (et, partant, unique) solution. 


Utilisons ce théorème et formulons les conditions avec la satis- 
faction desquelles l’équation opératorielle (9) est résoluble de façon 
unique pour tout second membre f. 


Théorème 11. Soit donnée dans un espace hilbertien de 
dimension finie H l'équation (9) munie d'un opérateur continu À forte- 
ment monotone 


(4x — Ay, z — y) > 8 || zx — y |f, Ô>0, zx, yEH. 
Dans ce cas l'équation (9) possède dans la sphère || u || <+ | AO — f || 
une solution unique. 
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En effet, écrivons l'équation (4) sous la forme suivante: 
Bu = Au — f = 0. 


On constate que l'opérateur B est continu et fortement monotone. 
En utilisant la condition du théorème et l'inégalité de Cauchy- 
Bouniakovski, il vient 


(Bz, x) = (Az — f. x) = (Az — A0, x — 0) — (f — A0, x) > 
>ÔIzlF—1f — AO0NIz I = @ Hz — 40 — jf |) Hz. 


11 s'ensuit que sur la sphère || x || — L 11 ÂO — f || l'opérateur PB 


satisfait à la condition (Bz, x) > 0. Aussi en vertu du théorème 10 
l'équation Bu = 0 (et avec elle l'équation (9)) admet-elle une solu- 
tion unique dans la sphère considérée. Le théorème 11 est démontré. 


Corollaire 1. Si l'opérateur À possède dans H une dérivée 
Gateau qui est un opérateur défini positif dans H, alors les conditions 
du théorème 11 sont satisfaites. 


En effet, comme dans l’espace de dimension finie l'opérateur 
est borné, la dérivée Gateau y est un opérateur continu borné et 
défini positif dans FH. Il s'ensuit du théorème 2 que À est un opéra- 
teur fortement monotone. En outre, du fait que la dérivée Gateau 
est bornée, il s'ensuit que l'opérateur À satisfait à la condition de 
Lipschitz et est donc continu. 


$ 2. Schémas aux différences considérés 
comme des équations opératorielles 


1. Exemples d’espaces de fonctions de mailles. On a introduit 
au $ 1. ch. 1 les principales notions de la théorie des schémas aux 
différences finies: maillages, équations de mailles, fonctions de 
mailles, différences divisées. etc. La théorie formule les principes 
généraux et les règles de mise en œuvre de schémas aux differences 
de qualité établie. Le trait caractéristique de cette théorie est la 
possibilité d'opposer à chaque équation différentielle une classe 
entière de schémas aux différences jouissant des propriétés exigées. 
Il est naturel de vouloir se libérer de la structure concrète et de la 
forme explicite des équations aux différences lors de la construction 
de la théorie générale. On est ainsi amené à définir les schémas aux 
différences comme des équations opératorielles aux opérateurs agis- 
sant dans un certain espace fonctionnel, à savoir l’espace de fonc- 
tions de mailles. 

Par l’espace de fonctions de mailles on entend un ensemble de 
fonctions données sur un certain maillage. Comme à chaque fonction 
de maille on peut faire correspondre un vecteur dont les coordonnées 
sont des valeurs de la fonction de maïlle aux nœuds du muillage, 
les opérations d'addition des fonctions et de multiplication des 
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fonctions par un nombre se définissent de la même manière que 
pour les vecteurs. 

L'espace des fonctions de mailles est linéaire et si le maillage 
est composé d’un nombre fini de nœuds l’espace est de dimension 
finie. Cette dimension est égale au nombre de nœuds du maillage. 

Dans l'espace de fonctions de mailles on peut introduire le 
produit scalaire des fonctions en rendant cet espace hilbertien. 
Les espaces variés de fonctions de mailles diffèrent l’un de l’autre 
par le choix du maillage et le type de normalisation. Donnons 
quelques exemples. 


Exemple f. Soit sur le segment 0 <Lzxr<1 un maillage 
régulier © — {x = ih, 0O<Li<N,hN = 1} de pas h. Désignons 
par &, w* et wo” les parties suivantes du maillage w: 

© — {z; Ew, 1<i<N—1}, 
ot = {1€ 0, 1<i< N}, 
= {nE0, 0OSi<N—1). 
Sur l’ensemble H des fonctions de mailles données sur © et 


prenant des valeurs réelles déterminons le produit scalaire et la 
norme de la façon suivante: 


N=1 
(u, v)={(u, v)=— 2 u0;h + 0,5h (uvo+untx), 
(1) 
[lu || = V'(u, u), u=u(x;), Vi =UV(zx;). 
Si l’on considère u, et v; comme des valeurs sur le maillage w des 


fonctions uw (x) et v (x) de l’argument continu x € [0, Z], le produit 
scalaire (1) constitue alors la formule de quadrature des trapèzes 
L 


de l'intégrale L (x) v (x) dx. Si les fonctions de mailles sont don- 


nées sur &, @* où @7, le produit scalaire des fonctions de mailles 
réelles s'obtient respectivement suivant les formules 


N-1 
(u, v)= 2 uyvih, u,vEH(w), 
i= 
N-i1 
(u, v) = 2 Uvih +0,5hkunUn, u, UV EH (w*), 
in 
N-1 


(u, U) = 2 uvih+0,5hkuovo, u, v EH (w°). 
in 


On vérifie sans peine que les produits scalaires introduits satisfont 
à tous les axiomes du produit scalaire et, par suite, les espaces cons- 
truits sont hilbertiens. 
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Exemple 2. Introduisons maintenant sur le tronçon 0 
<z<l un maillage irrégulier quelconque 


© — {z; E[O, DR Zt=tn+h, 1<Li<N, To = O, zx = l}. (2) 


Rappelons la définition du pas moyen k; au nœud x;: 
h; —= 0,5 (R; + h;:41), { < i< N — 1, ho —= 0,5k:, hn —= 0,5k N. (3) 


Notons qu’un maillage régulier est un cas particulier du maillage 
irrégulier (2) pour k; = hk. On a danscecasñ; = h,1<i<N —1, 
0 hy —= 0, . 

Désignons, comme plus haut, au moyen de w, w* et w” les 
parties respectives du maillage w. Par analogie avec l'exemple 1, 
définissons dans les espaces réels des fonctions de mailles données 
sur les maillages considérés le produit scalaire suivant les formules : 


N 


(u, v)= 2 uvih, u,vEH(v), (4) 
N-1 

(u, v) = » vil, u,vEH (o), (5) 
N 


(u,v)= D 'umih,, u,vEH(w*), 
imi 


Ni 
(u,v)= D'uxvih,, u,vEH(w). 
im0 


Les espaces des fonctions de mailles ainsi construits sont hilbertiens 
et possèdent une dimension finie égale au nombre de nœuds du mail- 
lage correspondant. 

Les produits scalaires introduits peuvent être écrits sous la 
forme 


(u, v)— 2 u(z)v(ri)h(x), u,vEH(Q), 
*t 


où par @ on entend soit &, soit w, w* ou w-. Outre les produits 
scalaires mentionnés, on rencontre des sommes sous forme de 


N N-1 
(u, Low+ — 2 UUihi, (u, V)w- — 2 UPUTENE (6) 


qui peuvent être utilisées en guise de produits scalaires dans les 
espaces À (w*) et Æ (w-). On constate que pour le produit scalaire (4) 


dans l'espace H (w) se vérifie l'égalité 


(u, v) = 0,5 [(u, vjue + (U, Lu-l, u, v € H (w). 
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Exemple 3. Soit un maillage rectangulaire irrégulier quel- 
conque @ — @y X Go, OÙ 


Ou = {Ta (x) EN, lol, Ta (x) = To (a — 1) + ho (ia); 
1< io << Nos Ta (0) = 0, ze (No) = la}, a = 1,2, 


introduit dans le rectangle G — {0 re le, à = 1, 2}. Soit 
Ra (ic) 0 Liz LV le pas moyen au nœud zx, (i.) en direction 
de zx, : 


Ra (ia) = 0,5 La (a) + ha Ga + 1), 1<Lio < Noa —1, 
ha (0) = 0,54 (1), Re (Ne) = 0,5k4 (Vi), & = 1, 2. 


Dans l’espace } (Q) des fonctions de mailles données sur Q, 


où Q est une partie quelconque du maillage w, déterminons le pro- 
duit scalaire suivant la formule 


(u, v)= 2, u (æ1) v (æ1) Ras zi= (tif), Zi). 
| 


En particulier, si le maillage est régulier dans chaque direction, 
ha (io) = ha; & = 1, 2, et les fonctions de mailles sont données 


sur @© (aux nœuds intérieurs du maillage w), le produit scalaire 
introduit s'écrit sous la forme 


N1—1 


Na— 1 
mous D A usée i)hhs uv EH (o). 
1= e—= 


On se limitera ici aux exemples donnés, quant aux autres exemples, 
plus compliqués, ils seront étudiés dans les chapitres suivants avec 
l'analyse de problèmes de différences concrets. 


2. Quelques identités au sens de différences finies. Passons main- 
tenant à la déduction des formules principales permettant de trans- 
former les expressions renfermant les fonctions de mailles. On don- 
nera ces formules pour le cas où les fonctions de mailles sont associées 
au maillage irrégulier défini dans (2). 

Rappelons la définition des principales différences divisées de 
la fonction de maille: 


_ Vi ÿYi-1 re _ Wi+1— Yi _ Hi Yi-x 

Va he 0 Ve ra ps 0 Vi, 
— Vin yYi —— 14 

Vi ny ot si ri 7 (x, — x, 1) 


6 2] SCHÊÉMAS AUX DIFFERENCES 293 


Au point 2, $ 1, ch. Ï on a obtenu deux formules de sommation 
par parties: 


n— 1 n 


ÿ us Vih = — > UV NT + UnUn — Um+iUms (1) 
imm+i iem+i | 

n—1 ni 

D ui — D wvs jf Un-Un —UmUme (8) 
{=m+ 1 ; {tm ° 


En portant dans ces formules les relations 


hiu= i— hiuz 5° hu: { =hi}iu, lr 


après des transformations simples, on obtient les formules 


n- 1 ni 
bp} Us Val mod » UU,, LIEN + UnUn — Um: (9) 
iæem+i im 
n— 1 ñn 
> Ux, iii = — » UU er RH UnUn — UmtiUm) (10) 
i=m+i i=sm+ 1 d 
n n= 1 
>» u= ALT Te. > UV, hits + UnUn — UnUm. (11) 
imm+1i im 


Portons dans les formules (7), (9), (11) m — O0 et nr — N en 
tenant compte de la définition (5) du produit scalaire dans À (w) 
ainsi que des notations (6). On obtient les identités 


(x, 0) = —(u, Los + UxNUN — Uilo, (1°) 
(u>, U) dE (u, Vx)w= + Unx-1U0nx — Uolo: (9") 
(u=, Lot = — (U, Vx)o- + UnUN — Uolo (11°) 


pour les fonctions de mailles u; et v; données sur le maillage ©. 
Si l'on pose dans (7”) u; = &y> ,; pour 1 <i< N, on obtient 
alors la formule de Green au sens de différences finies 

((ay=)z, v) = — (ay; Ve)u+ + ANYz NON — diUx, oVo- (12) 


De façon analogue, en posant dans (9) u;=a;y, ; pour 0O<Ki< 
AN —1, il vient 


((aYx)z, v)= —(ayx, Vo + AnN-aUT NÜN — doYx, oVo- 
Si de (12) on ôte l'égalité 
((Y; (av=):) = —(ayz, L)o++ NV NYUN — Gilx, oÙo: 


on obtient la seconde formule de Green au sens de différences 
finies 


((ay=)z, v)— (y, (av-):)= an (YU —0_y}x — a (yx0 —vry)o. (13) 
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Notons que pour les fonctions y; et v; devenant nulles pour i = 0 
et i = N (yo = yn = 0, vo = vN = 0), la formule (12) prend la 
forme 


((ayz)s, v)= —(ayz, vEu+, 
tandis que la seconde formule de Green (13) devient 
((ay=)z, v)= (y, (av=)e). 


Dans le cas général de fonctions de mailles quelconques données 
sur &, les formules (12) et (13) peuvent être écrites sous la forme 


(Ay, v)= —(ayz, V=uwr, (Ay, v)— (y, Av) =0, (14) 


où l'opérateur de différences A, application de Æ (w) sur Æ (o), 
se définit de la façon suivante: 


| à 
FR) x. 0: i=0, 
Ay; — (ay=)z 1? 1<i<N —1, 


1 | 
T'n CNE, N° = N. 
Le produit scalaire dans Æ (&) est ici donné par la formule (4). 
Notons que l'égalité (14) exprime que l'opérateur À est autoadijoint 
dans l’espace À (w). 


On a examiné le cas quand les fonctions de mailles prennent sur le maillage 
des valeurs réelles. Si ces dernières prennent sur w des valeurs complexes, il 
faut introduire l’espace hilbertien complexe Æ# (w) muni du produit scalaire 


N 
(u, v)= SO uviks, u, vE H (o), (15) 
i=0 


où v; est le nombre conjugué complexe de v;. De façon analogue se détermine le 
produit scalaire dans H (w) 
N-1i 
(u, v)= >» uivihy, u, vEH (w), (16) 
11 


de même que dans Æ (w*) et H (w-). De plus, les formules de sommation en 
rarties (7°), (9°), (11°) prennent la forme 


(us, v)= —(u, Dot + UNUN — Uivo, 
(us, v)= —(u, ’x)o- HUN_AUN — Uovo: 


(u—, Dpt == —(U, Ur) + UNUN — Uovo. 
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tandis que les formules de Green au sens des différences finies la forme 
((ay=)» » L)= — (ay=, Dot + NYSE NY — x, oo 
((ay=): , v) — (y, (av-)«) = ((a— a) Y=s Dr + 
+ (ay-v— ayv-)n — (a1Yx, oo — a; YuUx, o)- 


On a utilisé ici la notation (16). 
En profitant de l’opérateur A introduit plus haut et de la notation (15) 


du produit scalaire dans // (w), on est en mesure d'écrire la seconde formule 
de différences de Green sous la forme 


(AY, v)—(y, Av)=((a—a) y-, vue 


Il en suit que dans l’espace hilbertien complexe // ( &) ]' opérateur À est autoad- 
joint si tous les a; sont réels. 


Les relations analogues aux première et seconde formules de 
différences de Green (12), rê ont également lieu au cas de l’opéra- 
teur de différences (ay-:)-:. Donnons, par exemple. l’analogue de la 


formule (12) 


N-2 N-1 


2 (ay=s xx, vil = » a aiyss i Ex. hi + 


+ [(ayss)v — ayssv;]n 1 — ([(ayse),v —ay-svel:. 


3. Bornes des opérateurs de différences les plus simples. Avec 
l'étude des propriétés des opérateurs de différences on s’est servi 
d’inégalités permettant d'apprécier les bornes des opérateurs et les 
constantes d'équivalence énergétique de deux opérateurs agissant 
dans l’espace de fonctions de mailles 7. 

Voyons d’abord les opérateurs de différences donnés sur un 
ensemble de fonctions de mailles d'un argument, définis sur un 
maillage régulier © — {x; = ik E[0, I, OSi<N,ARAN = 1). On 
utilisera plus loin les notations 


N-1 N 
(@. v)= À uvih+0,5k (uovo+unbn), (u, vw D wvih. 
U=1 ii 


I y a lieu au 


Lemme 12. Pour toute fonction y; = y (x;) donnée sur un 


maillage régulier w et devenant nulle pour i = 0 et i = N se vérifient 
les inégalités 


Vi, Y) LE, L'or LV2 (Y, Y); (47) 
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4 


4 0 À 8 4 ñ 
= Sin > Va = +7 COS 57 < 57. 


h? 2N7 BB? 
En effet, soit u4 (i) la fonction propre orthonormée du problème 
(la)=. + =0, 1 <i< N—1. 
La (0) = ur (N) = 0. 
On a noté au point 1, $ 5, ch. I que la fonction de maille y; remplis- 


sant les conditions du lemme peut être représentée sous forme de la 
somme 


(18) 


N-1 
n= 2 Chr (Ë)s Cr = (y; ln). (19) 
A partir de (18) et (19) on tire 


N=-1 N-1 
Vsx, 1 2 Ch (Ur)=. ;: = — » AnCpun (i), 1Si<SN —1. 
+ Rem : ki 


En utilisant l'orthonormalité des fonctions propres pu, il vient 


N=1 N=1 
(y, y) 2 Ch —(ÿ= = 2 hack. (20) 
En vertu de la première formule de différences de Green (12) on aura 
— (Y=,, V) = (VE, Lo. (21) 


Les valeurs propres À, du problème (18) ont été trouvées au point 1, 


$ 5, ch. I: 
Fu a ae 2 


1SESN—1, 
avec 


. & …. 4 
Pom Az = À, = FT sin? ; 


4 > À 
Ya = Ex nr =Àn- =-7 COS 57. 
De 2 ainsi que de (20), (21) on déduit l’estimation (17) du lem- 
me 1 


Remarque 1. Les estimations (17) sont précises au sens 
qu'elles passent à des égalités si en guise de y; on prend mu, (i) et 
unv-1 (i). Notons que ÿ1 = 8/[° si k — 1/2, c'est-à-dire pour N — 2. 
Pour N = 4, on à y1 = 32/(E (2 + V2)) > 8/F. 


Remarque 2. Si y, ne devient nul que pour i — 0 ou i — 
—= N, alors dans (17) on a 


_ 4 27 __ 4 > À 4 
MR > pps" V2 RS in Cr: 
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Si, par contre, y; est une fonction de maille quelconque associée 


à ©, on a dans (17) ÿy1 = 0 et ÿe — 4/h°. Pour démontrer ces asser- 
tions, il faut au lieu de (18) poser le problème correspondant de 
valeurs propres étudié au $ 5, ch. I. 

L’inégalité (17) peut être écrite sous la forme 


Vi (Y, y) < (—Ay, y) < Ye (y, y), (22) 
si l’on introduit l'opérateur de différences À suivant la formule 
Ayi = y=, ,, 1 Ki N — 1 dans les fonctions y; satisfaisant aux 
conditions ÿo — ÿn — 0. Si la fonction de maille y; ne devient 


nulle qu'à un bout du maillage w, l'opérateur A doit être défini 
suivant les formules 


Vrx. 57 1Si<N—1, 


Ay; = 23 
" Er i=N, si yo=0, Se. 
ou 
2 
7 ’ = 0, 
Au= | h Yx. à j 
Vu 1SiSN—A, si yx=0. 


Compte tenu de ce que dans chacun de ces cas il s'ensuit de la 
première formule de différences de Green les égalités (Ay, y) — 


— (y, 1u+, on obtient les inégalités (22), où ÿ1 et y: sont indiqués 
dans la remarque 2, tandis que y; devient nul au bout correspondant 


du maillage ©. 
Si y, est une fonction de maille quelconque, l'opérateur A doit 
alors être défini ainsi: 


Ayi= Yes, i° 1<i<N—1, 
2 ; 
7 Jin i= N. 


Dans ce cas les inégalités (22) se vérifient également et 
AY, 9) = — (QU, 9) + Ve x Ux — Vx.o Yo = (WE Lue. 


Les constantes y: et y: sont indiquées dans la remarque 2. 

Bref, on a trouvé les bornes pour les plus simples opérateurs de 
différences. Montrons maintenant que pour les opérateurs A intro- 
duits dans ce point se vérifie l'inégalité 

[(— Au, v) | < (—Au, u)'É(—Ar. A. (24) 
Le principe d'obtention de l'inégalité (24) sera illustré sur l'exem- 
ple de l'opérateur Ay — y-. Introduisons l'espace Æ (w) des fonc- 


17—-01162 
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tions de mailles, données sur w avec produit scalaire (u, v) = 
N—1 
— D uvih, u, vE H (w). À l'opérateur de différences À cor- 
im 
respond dans l’espace Æ (w) l'opérateur linéaire À défini par l’éga- 
lité 
Ayi=—Ayn 1<i<N—1, 


où yEH(w), y = pour 1SISN—1 et Yo = Yx = 0. 
L'opérateur À constitue une application de X (w) sur H (wo). 


En vertu de l’ égalité (u, v) — (u, L), on à (Au, v) = — (Au, L). 


où Uo = uy = 0, Lo = Dn — 0. Il s'ensuit de (22) que (Au, u) > 
> Y1 (u, u), nn > 0. Par conséquent, l'opérateur À est défini 
positif dans Æ (o). 

Montrons maintenant qu'il est autoadjoint dans H (w). En effet, 
de la seconde formule de différences de Green (13) il s'ensuit 


(Au, v) = — (Au, b) = — (u=., b) = — (u, D=.) = (u, Av). 
Vu que pour l'opérateur autoadjoint non négatif est satisfaite l’iné- 


galité généralisée de Cauchy-Bouniakovski | (Au, v) | < (Au.u)/* x 
X (Av, v)"/*, il vient de ce qui précède 


(— Au, L) [<< (—Au, u)V? (—Av, v)He, 
ce qu'il fallait démontrer. 


4. Estimations par le bas de quelques opérateurs de différences. 
Le lemme 12 a de fait établi les constantes de l’équivalence éner- 
gétique de l'opérateur unitaire Æ et de l’opérateur À correspondant 
à l'opérateur de différences —Ay — — y- sur les fonctions qui 
deviennent nulles aux bouts du maillage w, c'est-à-dire sur V1 et Ye 
de l'inégalité ÿ1£ << À < Y2E. 

Cherchons maintenant l'inégalité liant les opérateurs À et D, 


où Dy; = piys, 1 Li N — 1 et p; > 0. A cette fin il nous faut 
déterminer la fonction \ de différences de Green de l'opérateur A. 


Supposons qu’il s’agit de trouver sur le maillage &w introduit 
plus haut la solution du problème de différences 
Aviva = — fi 1<i<N—1, 


25 
Vo = Vn = 0. ue 


La fonction de maille G;, qui, une fois posé Æ = 1, 2, ..., N—1, 
satisfait aux conditions 


AGn= Ga —+ôim 1SiSN—1, 


Gor = Gr =0, 


$ 2] SCHEMAS AUX DIFFÉRENCES 259 


où Ô, est le symbole de Kronecker : 


a 4, i=k;: 
a= | 0, ik, 


sera appelée fonction de Green de l'opérateur de différences A. 
Fournissons les principales propriétés de la fonction de Green: 
1) la fonction de Green est symétrique, G;, = G75, de plus 
Gix comme fonction de k, une fois posé i = 1, 2, ..., N — 1, 
satisfait aux conditions 


AGin = Ge = + Gin 1<SkEKN—1, 
Gio = Gin =0; 


2) la fonction de Green est positive, G;4, > 0 pour i, kÆ0, N: 
3) pour toute fonction de maille y; satisfaisant aux conditions 
Yo — Yn = 0 est vraie la représentation 
N-1 
Yi — > GinAyrkh, (26) 


de sorte que le problème (25) peut se représenter sous [la forme 
N-1 
Di D, Gnfnh, OSKi<N. 
h=i 


Cette assertion se démontre à l’aide de la seconde formule de diffé- 
rences de Green (13) et de la propriété 1). 


Lemme 13. Soit p; > 0 une fonction de maille donnée sur w 
et non égale identiquement à zéro. Pour toute fonction de maille y: 
donnée sur w et satisfaisant aux conditions yo = Yn = 0, se vérifie 
l'estimation 


Y: (py;, y) <(yË, 1)o+, (27) 
où 1/ÿYà = max v;, quant à v; c'est la solution du problème aux 
1Si<N-1 
limites 
Av; — U= 


En fait, posons yo = yn — 0. En utilisant (26), il vient 
N-1 N-1 N-1 
eg. n= 2 ph — 2 ph (ZX GnAuh) = 
N-1 N-1 
L 2 hkAya ( à PxyiGinh) = —(Ay, w), 


17% 
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N-—1 
où on a posé Wy — 24 OiYiGinh, OSKN. En utilisant l’inéga- 
lité (24), on obtient de ce qui précède 
(og, y) S(—Ay, y) (—Aw, w)‘° 
ou, en vertu de (24), 


(py, y) L(yÉ, 1)w+ (— Aw, L). (29) 
Profitons de la sin) 1) de la fonction de Green G;4. Il vient 
NA 
— Av, = — > hoiy:AGir = 2 PiYiÔir = PRYR 


et, par conséquent, 


N—1 N-1 N-1N-1 
(— Aw, w) 2 hpayx ( 2 hpiyiGn) = 2 2 dinYiUr; 
= 1 = æ 


où on a posé din —= R°pypnGin 1 Li, kLN — 1. En utilisant 
l'inégalité 2y;y, < y? + y?, de même que la symétrie et la positi- 
vité de la dre de ss S Gir, on en tire 

= net ei 
(— Aw, w< > ‘0 D LE pl Ain + =, D O,5yi À Æ, Ari — 


N=1 N-1 
mn ÿ yi D Œik = S payth ( D paGuh). 
imi R=1 i=1 k=1 


En vertu de la propriété 3) la solution du problème (28) s'écrit 
sous la forme 
N-1 
= À 'Guh>0,  1SIiSN—1. 
k= 


Donc 


(— Aw, w)— s puñvih< max vi (pu. y) = + (pu, y). 
im 
De là et à partir de (29) s'ensuit l’estimation (27) du lemme. 


Remarque 1. On peut montrer que la fonction vw, — 


= 0,5z, (1 — x;). où x; = ih E [0, Z], est la solution du problème 
(28) pour p; = 1. De là s'ensuit l'estimation 


V1(Y, 7), Por, V1 8/2, yo—yx—0. (30) 


Remarque 2. Le lemme 13 peut être généralisé au cas 


quand y; ne devient nul qu’à un bout du maillage w. Par exemple, 


si Ya = 0, on a dans (27) 1/ÿ1 = max vi, où r; est la solution du 
SU 1<i<N 
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problème Av; — —p;, 1<i<N, vo = 0 à l'opérateur de dif- 
férences A défini dans (23). 

Lemme 14. Supposons que p; > 0, di > 0 sont donnés sur w, 
tandis que la fonction a; > © > 0 l’est sur w* Pour toute fonction y: 
donnée sur w et satisfaisant aux conditions Yo — yn = 0 se vérifie 
l'estimation 


V1 (pY, Y) Lay, Lo++ (dy, y), 1/Y;—= max vw, 


ISISN-1 
où v; est la solution du problème aux limites 


Avi=(av)s,i—divi= —pi 1SiSN—1, v=vx=0. 


Remarque 1. Si y; ne devient nul qu’à l’un des bouts du 
maillage w, par exemple pour y} = 0, l'estimation 


Yi (py, y) (ay, 1)u++ (dy, y) + Xoÿ5s (31) 
où 1/y1 — max v, est vérifiée, tandis que la fonction v; est la 
OLIi<N—1 


solution du problème 
Avi=—p;y, 0OSi<N—A, vy=0, 


2 ; 
de (&iYx, 0 — Xoÿo) — doÿos = 0, 

Ayi= (32) 
(ay=)x,i—diys, 1<iSN—1, %20. 


Remarque 2. Pour une fonction de maille y; quelconque 
donnée sur: w on peut obtenir l'estimation 


V1 (pY, y) L(ayË, 1jur+ (dy, y) + HoYs + XiYN, (33) 


où Xo > 0, 1 > 0, %Xo + %1 + (d, 1) > 0, tandis que les fonctions 


de mailles p; >0,d; >0 sont données sur ©. On a ici 1/y1 — 
—= max v;, où v, est la solution du problème aux limites 


0Gi<N 
Av = —pi, 0O<i<N, 
+ (ais. 0 — Xoÿo) — doÿo, = 0, 
Ayi= À (Gÿ5)x, i— diyr, 1<i<N—1, (34) 
ES + (any: x +XiYN)—duyn, i=N. 


La démonstration du lemme 14 et des remarques 1 et 2 est con- 
duite de la même façon que pour le lemme 13. On y utilise la fonction 
de Green des opérateurs de différences À déjà mentionnés, qui 
satisfait aux propriétés 1)-4) énumérées plus haut. 
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Lemme 15. Pour la fonction de maille y; devenant nulle pour 
i= N l'estimation 


pi<th (en [e (y, v)++ GE, D], 220, (35) 
est vraie. De façon analogue, l'estimation 
vh Ste) [e(u, ++ (8, Du], 220, 


est également vraie au cas où yo — 0. Pour une fonction de maille 
quelconque y; donnée sur le maillage w on a l'estimation 


e e 8+ el? À, 
Yo FUN Vis | e (y, y) +— (5 Lut |, e>>0. (36) 


Démontrons d’abord la justesse de l'estimation (35). A cette fin utilisons 
la remarque 1 du lemme 14. Posons dans (32) a; 5 1/e, dj ra &, «4 = 0 et 
Po = 2/h,p; = 0,1 <Li< N — 1. On obtient alors à partir de (31) l'estimation 


: : 
yi< Max v, [ et, y)+— (y, Ds |; 


OSiSN—1 
où v, est la solution du problème auxiliaire suivant: 
| | 
AUDE. eu, 1<Li<N—1, 
(37) 
A .— Ue = ee Eux = 0 
Vo— 7 0x0 — Elo — h? NT 
Ecrivons (37) suivant les points 
Un — 240 + vigsa = 0, 1<iI<N —1, (38) 


Dy — Up = —€h, vx = 0, 
où œ = 1 + 0,5e°h° > 1. 

On obtient ainsi le problème aux limites sur l'équation aux différences du 
second ordre aux coefficients constants. 

En se basant sur la théorie générale développée au point 1, $ 4, ch. I ainsi 
que sur les propriétés du polynôme de Tchébychev (voir point 2 idem) on trouve 
que la fonction 


eu ERU n-1-1 (@) 
AT TN(a) — , O<I<N, 
est la solution du problème (38). Ici 
sh ((n+ 1) Arch @) 


Tn(œ)=ch(n Arch), Uh(æx)= Jal>1 


sh (Arch a) ; 


sont des polynômes de Tchébychev du degré r de première et de seconde espèces. 
Comme « > 1, il s'ensuit que 


ehU x-1 (@) 
max Viva 
ocieN-1 ! *  Tn(a) 


En résumé, on obtient l'estimation 


và vo | € (u, +5 (UE. Du | 
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pour la fonction de maille y; satisfaisant à la condition yx — 0. Cette estimation 
est vraie aux sens qu'elle passe à une égalité si en guise de y, on prend la fonc- 
tion Uje 

Apprécions maintenant &, par le haut pour tout h. Si l'on pose ch 2: = a, 


on a z> 0 et 
eh = 2shz, N = l/n = el/(2sh 2), 
TN (a) = ch 2Nz = ch w (z), (39) 
__ Sh2Nz __ shw(z) … _ €lz 
Una Zshschs Sp 
Donc 


___ Shw(:) 
dE ch:zchw(z) 


Comme pour un € fixé 


dw _el(shz—zch:) 


dz sh? z <0, 


il vient que 


dw 
de ch z———sh zshwchw 


= ch?zch?w 7 
Par conséquent, pour z = Ov, est maximal. On a ainsi l'estimation w < 
< th (el). L’inégalité (35) est démontrée. 
Soit maintenant une fonction de maille y, quelconque. A partir de la remar- 
que 2 du lemme 14 au cas où @; ss 1/€, dj = €, Xo = 1 = 0, Po = Pn = 2/h, 
p, = 0 avec 1 Li N — 1, on déduit l'estimation 


0 e 1 d : 
y + yN < mex we | e (y, y)+— (v£, PE 


0O<Li< 


où vs est la solution du problème aux limites 


1 3 
— eme —— nn } ES 
ee 1SISN—1, 
2 2 2 7 
D m-ened ne = > «— nn PER — ee —— } 
ER V*.0— 00 k ? eh zx, NU UN h ° (40) 


La solution du problème (40) est la fonction 
_ Eh([Tn1 (@)+ Ta ()] 


M QD Una) ? SSP 
où « est défini plus haut. 
De là on obtient que 
eh (147 (@)) 


MAX W=V=UN = — , 
OLiSN 170 N° (at—1)Un-:1 (a) 


PRESIORS cette expression par le haut pour un h quelconque. En utilisant (39), 
il vient 


(41) 


1 1 
h — w(z) ch— w (2) 
__ 4+chw (:) "2 2 : 
9” chzshw(:) < 1 = G): 


4 <= 
chzsh-w (:) sh —- w (:) 
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Etant donné que 


d® 1 ôw 
D Sh0S 9 — 


la fonction œ (:) est maximale pour z = z, maximal qu'on tire de la relation 
ce 229 = 1 + e°l?/8 (h < 1/2). À partir de (39) on obtient que w (25) = 420. 
onc 
ch 2% 1+e°2/8 8+e1l2 


On a ainsi obtenu l'estimation (36). 

Les lemmes 13 et 14 peuvent être généralisés sans peine au cas 
d’un maillage irrégulier quelconque w. Dans ce cas on utilise pour 
les produits scalaires les notations (4), (6), quant aux opérateurs 
de différences À, ils sont remplacés par des opérateurs adéquats sur 
le maillage irrégulier. 


Lemme 16. Supposons que p; > 0, d; > 0 sont donnés sur un 
maillage irrégulier quelconque w, p: Æ0et a; > c; > 0 étant donnés 
sur w*. Soient xo > 0, %x1 > 0 des nombres quelconques avec la condi- 
tion Xo + %1 + (d, 1) > 0 satisfaite. Pour toute fonction de maille y; 


donnée sur & l'inégalité (33), où 1/y1 — max v;, se vérifie, v; 
étant la solution du problème Av; = —p;, 0€ VEN . L'opérateur À 
est défini ici par les formules 
Fe (ax. 0 — Xoÿo) — doÿo: i—0, 
Ayi= À (ayz)s, ; — diys, 1Si<NV—1, (42) 


1 | 
x (ONE, n+ UN) — dnun, = N. 


Le lemme 16 se démontre de la même façon que les lemmes pré- 
cédents. 


Remarque 1. Sia=1, d=0, p; = 1, l'inégalité (33) 
prend la forme 
Vi (9, Y)KYÉ, Los + koY5 + X1YN, (43) 


« 


où 

a Ce 

124 0) (24041) (2x0 2%1 + 0x1) 
Si de plus yo = yy = 0, l’inégalité (43) passe alors à l'inégalité 
(30). Si y; ne devient nul qu’à un bout, par exemple, pour i = #, 
alors, en posant dans (43) y, — 0 et en passant à la limite pour 

%1 —> ©, on obtient l’estimation 
o o 8 1 [ 2 
Va (Us KE, Dos + Xoÿs, SRE RU - 

Remarque 2. De la définition donnée dans (42) de l’opé- 
rateur de différences À et de la première formule de différences de 
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Green il s'ensuit que 
(—Ay, y) = (ayé, Lo+ + (dy, y) + xoY5 + XiYN. 
Aussi l'inégalité (33) du lemme 16 peut-elle être écrite sous forme 


Yi (PY, y) < — (AY, y). 


Passons à la déduction de l'estimation (43). Cherchons la solution du pro- 


blème Au, = —py, 0 << i LAN, avec les hypothèses mentionnées dans la remar- 
que 1. On a le problème aux limites au sens des différences finies 

= —h 1<i<N—1, (44) 

Ux, o= Xoto— ho, i=0, (45) 

un N'=#IUN—N i=N. (46) 


Multiplions l'équation (44) par #; et sommons en i de j à N — 1, compte tenu 
de la condition aux limites (46). Il vient 


1° N=—-1 
A ON ET nt D 
1) 1=) 
N-1 
= HN HAN LV = — > hi=z;—0,5h;—1l+hn. 
De là il s'ensuit que 
v= = lun +0,5h5— 27, 1<j<N. (47} 


En posant dans (47) j — 1 et compte tenu de l'égalité À = 0,5k,v= = ue. 0 = 
= Xgvo — io, On obtient la relation entre vw, et vy 


Hovo + Han = Î. (48) 
En multipliant (47) par k; et en sommant en j de 1 à i, on obtient 
î î î 
> D= jhy=vi—vo= (x) > hj — > (z3—0,9h;j) hj. 


J=1 ” j=i j=1 
Vu que h; = Tf — Zj-yo Tÿ — 0,5h; = 0,5 (z, + Zj-1); il vient 
i i i 


D'hy=zs Ù (æ5—0,5hj) hj=0,5 D (&ÿ— 255) = 0.57. 


On a donc 
D = Vo + 23 (l — Xivn) — 0,57 = 
= vo + 0,5 (1 — xvx) — 0,5 (xy — 1 + Hvx), 0 LIN. (49) 
En posant ici i = N, on obtient la seconde relation entre et vy 
vy = vo + LE — %ux) — 0,52. (50} 
De (48), (50) ontire ” 
= L(2+ 1x) TR A Ca (51) 
9 2(%o+%1+ Xo%al) ? 2 (Xo+%X1+Xox1l) ” 


Vu que 0 < Z — %vx << E, à partir de (49), (51) il s'ensuit que 
max vtr <vo+0,9 (1—%xivn)? = 
0LiSN 
— 102% ro) (2H Br) (2%0- 2% 7 Deux) 
8 (Xo+ #1 + lxoX1)* ñ 
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De là et à partir du lemme 16 s'ensuit l'estimation (43). Si yo = yn = 0, alors 
en posant dans (33) a, = 1, dy = 0, p; æ: 1 et en passant dans (43) à la limite 
pour #9 —+ 00 et X, + oo, on obtient l'estimation (30) avec y, = 8/8. 


5. Appréciation par le haut d’opérateurs de différences. Cherchons 
maintenant l'estimation par le haut de quelques opérateurs de 
différences. 


Lemme 17. Pour une fonction de maille quelconque y; donnée 
sur un maillage irrégulier w se vérifie l'estimation 


(ay£, 1jor V2 (Y, y), (52) 
où 


4a; 4ax 2 a CTP 
= max | : max (+ ge ) |. 
V2 h$ ? u 1SISN-1 ki hi Gi ha 


Si le maillage est régulier, alors 


4° | a;+a 
Ver max|a, ln; max (Eu) |. 
1LISN-1 


2 a! (TEST 
Si pepe, qe me (ui) 
L Yo— UN V2 ICIEN-1 hi h; + hgss 
On a en effet 


N 
° OK (Yi yrn) 
Qu, Pur D, BI 


i= 1 
N N-1 N 
— N' 4 HHL 3 — ui 2 
ES _ hi yi + à her LE 2 hy Yi 1. 
1. 1—= = 


En utilisant l'inégalité 2y;y;1 < y? + y5-1, on obtient pour a; > Ù 
que 


N N-1 
C 2a! 2 24; a 
(ayi, Do Ÿ ho Tr >, nn 
is { i=0 


N-1 
— 2a1 eg, | 2an 2 (St y Gta 
Th ho Yoho+ en VAN + 2 FF ( hi + his | yih. 


1 
N 

Vu que ño = 0,5%, fin = 0,5kn et (y, y) = S'thi;y, il en suit 
{= 0 


l'estimation (52) avec la valeur indiquée pour y:. Le lemme 17 est 
démontré. 


Lemme 18. Soient a; > 0, b; > 0, tandis que ©o et 01 sont 
non négatifs avec (b, 1) + oo + 01 =< 0. Pour une fonction de maille 
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quelconque y; donnée sur un maillage irrégulier w se vérifie l'estima- 
tion 

(ay, 1)o+ + (y, y) + Ooù + yN V2 (y, y), (53) 
Où V2 = Ye + (1 + y:) ne Vi, y2 est défini dans le lemme 17 et 

OSIiSN 
v la solution du problème aux limites 
(av=); ; —vi= —d,, 1Li<N—1, 


a s 
Fe Ve. 0 — Vo — —bo— pr) i—=0, (54) 
a O1 2 

Fn Va NT UN = — bn AN ‘ i=N 


En effet, à partir du lemme 16 avec p; = b; pour 1<i< 
NN — 1, po —=bo+0o/ho, pn=bn+o1hin et Xo—=X1—=0, di = 1 
on obtient l'estimation 


(by, y) + Oo + OayN = (py, << max Vi [(ayE, 1jo+ + (y, y)}, 


où v, est la solution du problème auxiliaire (54). En utilisant le 
lemme 17, on a 


(ay£, 1jo++ (by, y) + Oovi + GiyN LL + c) (agé, 1jo+ + 
+c(y, y)LTv2+ (+) c](Y, y), c— max w. 


OLi<N 


9 


Le lemme 18 est démontré. 


6. Schémas aux différences en tant que équations opératorielles 
dans des espaces abstraits. Après remplacement des dérivées entrant 
dans les équations différentielles et les conditions aux limites par 
des rapports incrémentiels sur maillage w choisi, on obtient un 
schéma aux différences. Les équations aux différences reliant les 
valeurs cherchées de la fonction de maille aux nœuds w constituent 
un système d'équations algébriques. Ce système est linéaire si le 
problème initial était linéaire. 

Le schéma aux différences est défini par un opérateur de diffé- 
rences, fixant la structure des équations aux différences aux nœuds 
du maillage où l’on recherche la solution du problème, et par des 
conditions aux limites imposées aux nœuds frontières. L'opérateur 
de différences agit dans l'espace des fonctions de mailles associées 
à ©. 

Voyons un exemple. Supposons qu'il s’agit d'obtenir la solution 
du problème 

u" = —@p{xz), 0O<z< I, 


u" (0) = %xou (0) — pr, u(D—=p, %o>0Ù (55) 
sur le tronçon 0£zr<L 
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Sur un maillage régulier w = {r; = ih, i —0,1,..., N, kN — 
— l} le problème (55) sera mis en accord avec le schéma aux dif- 
férences 

AYi= Ye = — Qu 1<i<N —1, 


2 2 2 de 
AVo= + (Ux, 0 — %oÿo) = —(o++ M), (56) 
Un — Mz- 


L'opérateur de différences À est défini sur un (W + 1)-ème 
ensemble des fonctions de mailles données sur w et constitue son 
application sur le V-ème ensemble des fonctions données sur &7 — 
= {r,Ew, i=0,1,..., N —1}. On voit que le domaine de 
définition et le domaine des valeurs de l'opérateur À ne coïncident 
pas. 

Voyons maintenant l’espace H (w-) de fonctions de mailles 
données sur w”. Définissons le produit scalaire dans À (w7) comme 
on l’a fait dans l'exemple 1 du point 1, $ 2: 

N-1 
(u,v)= DO uv;h+0,5kum, u, v EH (w). 
im 


Définissons maintenant l'opérateur linéaire À de la façon suivante: 
AYi = — Ayn, O<i<N —1, où y E H (w”), ÿ = y; pour 0 < 
Zi<N—1et Yn — 0. En utilisant cette définition, donnons 
la transcription détaillée de l'opérateur À: 
— + (x. 0— %oÿo), 0, 
Ay= À — Vs 1Si<N—2, (97) 


_ (2yn-1a—Yyn-2), i=N—1. 


L'opérateur À constitue l’application 77 (w-) sur H (w”) et est li- 
néaire. 
Transformons le schéma aux différences (2). Compte tenu de la 


condition yy = Le, écrivons (56) sous la forme 
2 2 
— + (Vs. 0 — Xoÿo) = fo — ( Fo d bi) ’ 
—Y i=fhi=qu 1<i<N—2, (58) 


1 
ra (2YnN-1—YynN-2) = fn-1 — (on-i++ 2) : 


En comparant (57) à (58), on trouve que le schéma aux diffé- 
rences (56) s'écrit sous forme d’une équation opératorielle de pre- 
mière espèce 

Ay = f, (59) 
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où y est l'élément inconnu, f l'élément donné de l’espace Æ (w”}, 

tandis que À, l'opérateur agissant dans Æ (w-), est défini plus haut. 
Indiquons les principales propriétés de l’opérateur À. 
L'opérateur À est autoadjoint dans À (w”), c’est-à-dire que 


(Au, v) = (u, Av), u, vE H (w”). 


En effet, (Au, v) = — (Au, L) avec Un = Dre = 0. En utilisant 
la seconde formule de différences de Green (13). on obtient 
ne o o o eo o 
(Au, L) = à UE, Dah + (us, 0 — XoUo) Vo — 
i=1 , 


te o o °o o o o 0 0 o 0 
= 2: Us, h+(usv—vu)x — (uv —v;u)o + 


sé 
Il 
CES 


© oo Oo Oo N=1 CE) 
+ (U,U — XoUV)o = à WU. hi + (Vu — ou) = (u, Av). 


La proposition est NT 
L'opérateur À est défini positif, c'est-à-dire 
(au u)>v(u, u), uEH (w°), 


8H) —, 2 
B (+R) 7 EE 
ques 1 et 2 associées au lemme 16. L'opérateur À, en vertu du lemme 
10, possède un opérateur inverse A7! borné. Aussi l’équation (59) 
possède-t-elle une solution qui est unique. 

On a pour l’opérateur À l'estimation par le haut 


(Au, u) LŸÿ2 (u, u), u EH (w°). 
où v= (its), vu que y =0 et 
(Ay, y) (UE, Dur + Ho. 


2 FA 
<< (y, y), (y, Dur SFr. 


OÙ y, — > 0. Cette proposition s'ensuit des remar- 


Cette dernière inégalité s'ensuit du lemme 17. 
En guise de second exemple, examinons sur un maillage irrégu- 


lier © = {x EL0, 1, mi = ta + hu, 1<i<N, zo = 0, Zn = ll} 
le schéma aux différences 


Ayi=(ayz)z ;—diyi=—qu 1<i<N—1, 
1 1 : 
AVo= + (GiUx, 0 — Xoÿo) — doo— — (Fo AT 7 mi), i=0, (60) 


1 ! - 
Ayn= pe (Nyse, x + #4) — dnux =—(pr+ ue) , i=N. 
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Le schéma (60) constitue une approximation du troisième problème 
aux limites sur l'équation aux coefficients variables 


(u) —qu=——p{z), 0<z<Ii, 
ku° — xou — li, zx = 0, 
—ku" — xu— ue, z—=l 
au cas d’un choix adéquat des coefficients a; et d;, par exemple, pour 
ai = k (x; — 0,5h;) et d; = q (xi). . 
Si dans un espace 77 (w”) des fonctions de maïlles données sur w 
avec produits scalaires 
N 
(u,v)= Dumvih,, ho—=0,5hk, fin —=0,5hy, 
{m0 


on définit l'opérateur À — —A et la fonction de maille f; = ®;, 
ASIN —1, fo=o + pi/ho, fn = Pn+u2/hin, on peut alors trans- 
crire le schéma aux différences (60) sous forme d'équation opérato- 
rielle (59). : _ 

Le fait que l'opérateur À, application de H (w) sur H (w), est 
autoadijoint s'ensuit de la seconde formule de différences de Green. 

Si les conditions 4 > >0, dd >0, x>0, x > 0. %o + 
+ Xi + (d, 1) > 0 sont remplies, l'opérateur À est défini positif 
dans /J (w) et l'estimation (Au, u) > ÿ1 (u, u), 1/ÿ1 — max v,, où 

O<Ki<N 

v, est la solution du problème Av; — —1,0<Li<N, est vérifiée. 
Notons que la positivité de v, s'ensuit du principe e du maximum se 
justifiant pour l'opérateur À dans les conditions indiquées. 

Si d; = 0, on est en mesure d'obtenir une estimation grossière de 
y, de la façon suivante. À partir de la première formule de dif- 
férences de Green on obtient 

(Ay, y) = (— Ay, y) = (ay*, Lot + koÿ5 + X1ÿ°. 

En vertu des conditions a >c>0, 1<i< N, on obtient 


(Ay, y) > lv, 1ur + %092 + #12], 


OÙ CiXo = #0 C1 = %,. Comme %x,+%,>0, de la remarque 1 du 
lemme 16 on obtient l'estimation 


(UE, Ljur+ Ho Huy > Yi (y, y), 


— 8 Got #1 + lo) 
(240) (24 be) (2% + a ox) | 
En y portant x et %,, on trouve que (Au, u)>y\(u, u), où 


ne  — 8C1 (C0 + C1K1 + 4041)? 
MT AV TT (2e + Do) (261 + 1%) (2e 1% 0 + 2e + XoX) 
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Pour l’opérateur À a lieu l'estimation par le haut (Au, u) < Ye (u,u), 
où y: est défini dans le lemme 18, car 


[(Ay, y) = (ays, or + (dy, 1) + %oy5 + Hay. 

Dans l'exemple étudié l’opérateur À et l'opérateur de différences 
À sont définis dans un même espace de fonctions de mailles 7 (wÿ 
et ne diffèrent que par le signe. A la différence du premier exemple, 
les seconds membres du schéma aux différences (60) et de l'équation 
opératorielle (59) coïncident. 

On s’est ici limité à des exemples les plus simples. Au point 
suivant les schémas aux différences approximant les problèmes aux 
limites elliptiques dans un espace à plusieurs dimensions seront 
réduits de façon analogue à des équations opératorielles dans des 
espaces hilbertiens appropriés de dimensions finies des fonctions de 
mailles. On y étudiera également les principales propriétés de tels. 
opérateurs. 

Les exemples cités montrent que les schémas aux différences 
peuvent être assimilés à des équations opératorielles dont les opé- 
rateurs sont définis dans un espace linéaire normé de dimensions 
finies. Ces opérateurs se caractérisent par le fait qu'ils constituent 
une application de tout l’espace en eux-mêmes. 


7. Schémas aux différences pour des équations elliptiques à coef- 
ficients constants. Soit G — {0 < r, < L,, & — 1,2} un rectangle, 
wo = {zi = (ia, jhe) € G, 0<i< M, O0LiLNo, RNe Là, 
d #4, 2} un maillage dans G, y un ensemble de nœuds frontières du 


maillage w. Le maillage est régulier dans chaque direction x, de pas 
k,. Désignons par wo l’ensemble des nœuds intérieurs du maillage. 
Introduisons l'espace des fonctions de mailles H = H (w) données 
sur ©. Définissons dans H le produit scalaire 

N,-1N,-1 


(u, v)— 2 À ui, j)v(i, j) Riho. 


Etudions le problème de différences de Dirichlet pour l'équation de 
Poisson associée au maillage w 


Ay= À Acy=—œ(x), zEo, 
a=i (61) 
y(x)=g(x), xEy, 


Le schéma aux différences (61) peut être transcrit sous forme 
d’équation opératorielle (59). À cette fin définissons l'opérateur À 


suivant la formule Ay — —Ay, rEw, où yCEH,yEH et y (x) — 
— y (x) pour z E ©. H est ici un ensemble des fonctions de mailles 
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données sur @ et devenant nulles sur y. Le second membre f de 
l’équation (59) ne diffère de celui de q du schéma aux différences 
(61) qu'aux nœuds frontières 


| = p + quhi + prlhe, 
ou 


g (0, L2); Zi —=h:, 
Pi (x) — 0, 2h, Lz,Ll,— 2h, 
g (l, T2); Zi=lj —h;, 


ÉACTE O), To = ho, 
P2 (x) = to 2h32 T2< lo — 2h, 
g(Xys lo), To la —ho. 
Etudions les propriétés de l’opérateur À agissant de X (w) vers H (w)- 
1. L'opérateur À est autoadjoint : 
(Au, v) = (u, Av), u,vEH (o). (62) 
Dans la démonstration tenons compte de ce que 
Ny-1 Ni-1 


Aiu, v)=(— A, 0 = — À he D M GAMy= 
j=1 i=1 
rs = = ° (à o 
dE à ho à hi (uAyv)i5 = —(u, Av) =(u, Aiv), 
J= = 


-car l'opérateur de différences A, en vertu de la seconde formule de 
différences de Green sur le maillage o1 = {21 (i) = du, 0<i< Ma, 
hiN1 = lh} satisfait à l'égalité 
Ni=i ° o Ni= 1 o o 
2 MOAU)i= 2 ha (A), 
1—= 1= 
en outre, il est possible de permuter l'ordre de sommation en i et j. 
De façon analogue on obtient que (Aeu, v) = (u, Asv). Il s’en- 
suit (62). 
2. L'opérateur À est défini positif et satisfait à l’estimation 
ÔE<A<AE, 6 >0, 


où 
2 2 2 2 
= N 4 EL _8_ — _h_ 2 __A \' _4_ 
= Lu sir, > > TS A 2 Fe SN, < 2 7 
a=1 a=1 a=1 a—1 
(64) 


Notons que 6 et A sont des valeurs propres minimale et maximale de 
l'opérateur de différences de Laplace A (voir point 1, $ 2, ch. IV). 

Cette assertion se démontre de la même façon que pour le lemme 12. 
‘On a donc établi que dans Æ = H (w) 


A—=A*, ÔE<AS<AE, 60. 
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Si à la partie yo de la maille frontière y est imposée la condition aux 
limites de première espèce y (x) = g (x), x € Yo, tandis qu’à la partie 
restante sont imposées les conditions aux limites de deuxième ou de 
troisième espèces, l'opérateur À se définit alors au moyen de la 


méthode décrite plus haut, H étant l’ensemble des fonctions qui ne 
deviennent nulles que sur Yo, tandis que À = H (wo) constitue 
l’espace des fonctions de mailles données sur &@o == © (Y Yo). 
Soit par exemple Yo = {t;; Ew,i=0,0<j< No}, tandis que sur 
y Yo sont données les conditions aux limites de seconde espèce. 
Le schéma aux différences s'écrit alors sous forme 


Ay == (Ai + Ne) y = —q (à), zxE oo, 


y (x) — & (x), T € Yo. 
Dans ce cas 


la Ux,s Lo — 0, 
\oy 7 JU Ro TI le — ho, 
2 
Ms To = Lo, hr. 


tandis que l'opérateur A, est défini par les formules 
= lit <lh— hi, 


A y: _ 
n° T=l, 0KrKl. 
Le produit scalaire dans l’espace À — JT (wo) se définit par la for- 
mule 
N 


Ni $ 
(u. v) 2 Jui, jui, j) ha) he (ip). 


51 j_0 


ee. Fe 1<Li<N,—-1. 
= Tor. i=N 

b (: {6 1<j<N2—1 

2) = 05, j=0, N2. 


On peut montrer que l'opérateur À = A1 + A2 correspondant à 
l'opérateur de différences A est autoadjoint dans H et que pour ce 
dernier les estimations (63) avec Ô — ô1 + 0e, À = A1 + Ace. O1 — 


= e sin* D. . M = = pe COS 7e . 09 = 0, A = sont vérifiées. 
ô, et À, sont ici les valeurs propres minimale et maximale de l’opé- 
rateur de différences A,. &« — 1. 

Remarquons que les opérateurs À, et 4° sont permutables aussi 


bien pour le premier que pour le second problème aux limites. Aussi 


18-01162 
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en vertu de la théorie générale (voir point 5, $ 1, ch. V) les valeurs 
propres de l'opérateur À sont-elles la somme des valeurs propres des 
opérateurs A1 et Ae: À (4) = À (41) + À (42). 


8. Equations avec coefficients variables et avec dérivées mixtes. 
Examinons le problème de Dirichlet pour l'équation elliptique à 


coefficients variables dans le rectangle G— {0<z,<l,œ=—1. 2}: 


2 
u- Dh) )-qiu= pt), 26 
ai (65) 
“(= gt, rer 


où k, (x) et g (x) sont des fonctions suffisamment lisses satisfaisant 
aux conditions 0 << c ke (z) Lce, 0 Ld Lq(x) Lde. Désignons 


par © — w + y le maillage de pas À1 et hk° introduit au point 7. 
Le problème (65) sera mis en accord avec le problème de diffé- 


rences de Dirichlet sur le maillage w : 
Ay = (A1 + A2) y — dy= —p(xz), rEo. 


(66) 
y (x) — £g (x), z EY. 


OÙ Acy = (GaYz )xs & = 1,2, tandis que a, (x) et d (x) sont choisis. 
œ 
par exemple, ainsi: 


A1 (z1. Zoe) == k: (z1 = O.5h. To). 
Ag (T1 Ze) == Ke (21, Ze — 05h), d (x) : = gr). 


Dans ce cas les coefficients du schéma aux différences remplissent 
les conditions 


0<La<La, (x) < ce, 0 L<d< ds. (67) 


Désignons par À = H («) l’espace des fonctions de mailles introduit 


au point précédent et par H l'ensemble des fonctions de mailles 
s'annulant sur Ÿ. 

Ecrivons le schéma aux différences (66) sous forme d’équation 
opératorielle (59), où l'opérateur A est défini de façon triviale: 
Ay = — Ay avec y € H, yEHety(x) =3y( pour x € w. 

Désignons par 9 — .#1 + #e, Où Hey = y- Fa 1,2, 
l'opérateur de différences de Laplace et définissons dans / l opéra- 
teur À qui lui correspond: Ry — —_Ry. y EH. y EH et y(x) — 


— y (x) pour x € «. 
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Lemme 19. L'opérateur À est autoadjoint dans H et satisfait 
aux estimations 
(C1 + di/ A) (Ru, u) < (Au, u) < (ce + de/0) (Ru, u). (68) 
(1 + da) (u, u) & (Au, u) & (c2A + ds)(u, u). (69) 
où Ô et À sont définis dans (64). 


En effet, à partir des conditions (67) et des estimations obtenues 
au point précédent 
ÔE << R< AE. (70) 
il s'ensuit que pour tout u € H se vérifient les a 


_ (Ru. u)<d,(u, u)<(du., u)Ld,(u, = (Ru, u). (71) 


une Ja première formule de différences : Green donne 


Ny-i Ni 


(Au, u) — — (Au, u)— ù bi) À (au | )i5 huh. 
j=1 i=1 
Na-1 Ni 

(Ru, u)= —(#u, un) = N oo (Ré, Dj leylro. 
j=1 i= 


En vertu de (67) il s'ensuit l'inégalité 

C1 (Rau, u) < (Au, u) L Ce (Riu. u). 
De façon analogue on aboutit à 

C1(Rou, u) L (Aou. u) L Ce (Rou, u). 
De là, ainsi que de (70), on déduit les inégalités 
aô(u, u) Lc1(Ru, u) L((A1 + Ao)u, u) Le (Ru. u) LcoA (u. u). 
qui une fois additionnées avec les inégalités (71) donnent (68) et 
(69). 

Le fait que l’opérateur À est autoadjoint se démontre par analogie 
avec le point précédent. 

Notons que dans les inégalités (68) figurent les constantes de 
l’équivalence énergétique des opérateurs À et À, en outre, comme 
d>0 et 68/7 + 8/L ces opérateurs sont équivalents aux cons- 
tantes qui sont indépendantes du nombre de nœuds dans le 
maillage. 

Examir ons maintenant le problème de Dirichlet pour l'équation 
elliptique renfermant des dérivées mixtes 


Lu= SN 2 (kg(r) = (x), x EG, 
“re 7e ( ‘ ML ) (72) 


u(x) = £g (x). rer. 
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On admet par PES que les conditions d'ellipticité sont remplies 


2 
a Ÿ E< . hop (x) Ésts er DE. z EG, (73) 


OÙ Ce > C1 > 0, tandis que Ë — (54 E2) est un vecteur quelconque. 
Sur un maillage rectangulaire © on peut oppaser au problème 
(72) le schéma aux différences 


Ay LA 0,9 [(Æasÿz= 8 a + (RasY xp), ] = —= — (x), TZ € &, 


y(z)=g(x), ze. (74) 
Ecrivons (74) sous forme de l'équation opératorielle (59) en définis- 
sant de façon triviale l'opérateur A: Ay - —Ay. où yE€H (w). 


y € H et y (x) = y (x) pour x € w. De plus, le second membre f ne 
diffère du second membre œ de l’équation (74) qu’aux nœuds fron- 
tières. Pour expliciter f, il faut transcrire l’équation aux différences 
dans le nœud frontière, utiliser les conditions aux limites et rapporter 
dans le second membre de l'équation les valeurs connues de y (x) 
sur Ÿ. 

Montrons maintenant qu'avec la réalisation des conditions de 
symétrie Xe (x) — ko1 (x) l'opérateur À devient autoadjoint dans 
l’espace 7 — H (w) défini plus haut. A cette fin écrivons l’opé- 
rateur A sous forme de somme À — (A; + A2)/2, où 


Aay = (koaz_ + KapUz )x + (Æaavx, ju kasUxg)e » 
BP—3—a, aœ—1, 2. 
En utilisant les formules de sommation par parties (7') et (9°), on 


obtient pour tous u, b ce H 
= Lt, 5 
(Au, v) = — D S ((kuuz + kyau= )vz liyhihe — 


ji fi 
N:-1 Ni 
—_ 2 à (kiss, + Kyo) Dali hihe. 


En tenant compte de ce que D et Us sont nuls pour j = V: et 
j = 0, l’égalité obtenue peut être écrite sous la forme 


60 oo Na ous 
(Au. ü) = DR À Is, + Ératz Duels he — 


— ÿ! > (ut, + kiolx.) Dali, kil. (79) 


te 
=! 
=) 
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De façon analogue, on obtient 


o o Ni LE 
(Aou, V) — > a, I(oauz, + kyuz )U dk: io — 
is1 }—1 
Nil Ns—i 
— Ÿ 2 [ous + hotxi) D. ALTUES (16) 
i=0 j=0 


En De et (76), il vient 


(Au, v)= —0 5> > huhs ( À 


is £1 


Ï1 s'ensuit que si kie — ka, on a l’ l'égalité 
(Au, v) = (u, Ab). 
En vertu de l'égalité (Au. v) = — (Au, L) l'opérateur À est auto- 


adjoint dans H. 
Cherchons les bornes de l'opérateur À. En portant dans (71) 


au lieu de v la fonction de maille U, tenons compte de l'ellipticité 
(73) et de la condition u (x) = 0 pour x € y. Il vient 

nn Niz1 Mo, Nil 
— Qu, 42050 À le lE Gt D Cuxhislal+ 


N:-t Na o Ner— 1 > : : 
+ à he, pn CA Ro + 2 (us.)i; he] } = 
. : Ni-1N 


= Ci > 2; CARLIES LE. Ÿ (u- )5 lle) = Ci (—. su À u). 
= == 


i 


où .# est l'opérateur de différences de Lu De façon analogue 
on obtient 
— (Au, u) L Ce (—.Hu. u). 


Compte tenu de l'estimation (70), on aboutit aux inégalités suivantes 
relativement à l'opérateur À : 


C1 (Ru, u) < (Au, u) L ce (Ru, u). (GS) 
(10 (u, u) < (Au, u) L ceA (u, u). | 


où Ô et À sont définis dans (64). Par conséquent, l'opérateur A 
correspondant à l'opérateur de différences elliptique avec dérivées 
mixtes et l'opérateur R correspondant à l'opérateur de différences 
de Laplace sont énergiquement équivalents aux constantes c, et ce 
indépendantes du nombre de nœuds dans le maillage. L'opérateur A 
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possède des bornes cô = O (1) et A =0(R)(R=R+Rh) 
et si le nombre de nœuds du maillage est grand l'opérateur A est 
mal conditionné. 
Notons que les inégalités (78) restent vraies même au cas où pour 
l'approximation de l'opérateur différentiel Z on utilise des opérateurs 
de différences 


| = 
Ay Tarn >, aaÿx Fi (RaaUx,); ] + 
1-:-2 
1 
FE > l(asYrslxe + (Kopÿz }e ] 
œ:f 


ou 


Ay L _ > [(haayz Ar + (FaaUx,)z JT 


a=—i 
1.:-2 
Î t 
Er = na > PT: 17700 ES + (haslxg)s + (ÆasYxp)x + Rasyz )e ]- 
af 


$ 3. Notions générales sur la théorie 
des méthodes itératives 


1. Méthode de stationnarisation. On a montré plus haut que les 
schémas aux différences des équations elliptiques se transcrivent de 
façon naturelle sous forme d'équation opératorielle de premicre es- 


pèce 
Au =: f (1) 


dont l’opérateur À agit dans l'espace hilbertien 7/7 de dimension 
finie. Aux équations elliptiques linéaires correspondent des opéra- 
teurs À linéaires. et aux équations quasi linéaires des opérateurs À 
non linéaires. 

La théorie des méthodes itératives de l'équation opératorielle 
(1) peut être exposée comme une des branches de la théorie générale 
de stabilité des schémas aux différences. Les schémas itératifs peu- 
vent être assimilés à des méthodes de stationnarisation de l’équation 
non stationnaire correspondante. Eclairons-le sur un exemple d'équa- 
tion à opérateur À autoadjoint. défini positif et borné. À = A* > 
> ÔE. Ô > 0. 

Soit v = v ({) une fonction abstraite de t à valeurs dans A, c'’est- 
à-dire que v (t) est un élément de l'espace À pour chaque £ fixé. 
Etudions le de abstrait de Cauchy: 


TiAref, 1>0 v(0):2v0 EH. (2) 
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Montrons que un || & () — u || — 0, où u est la solution de 


l'équation (1), autrement dit la solution vw (t) de l'équation non 
stationnaire (2) tend avec l'accroissement de f vers la solution u 
de l’équation stationnaire (indépendante de l) (1) (il y a lieu à 
« stationnarisation » ou à une « sortie sur un régime stationnaire »). 
Pour une erreur z (t) — & (t) — u on a une équation homogène 


+ Az=0, t>0, z2(0)=v(0)—u. 


En multipliant cette équation scalairement par 2: (+. :)+ 
+ (423. :) =0 et compte tenu ne 


dz 4 d , 
CE, = LL = 2 Lise (43 2261218 


il vient 
d : _ 
2 | 2 G) 1 + 28 || z (4) N° <0- 


Après multiplication de cette inégalité par et =>0, on à 
Te |] 2 (0) PO, 


d'où il s'ensuit que et ||z (t) |[F < || (0) | ou 
Ho ( —ul<e-S#I|lv (0) —u||— 0 pour t — co. 


Donc en résolvant l'équation (2) pour tout w € À, on obtient, au cas 
de t suffisamment grand, la solution approchée de l'équation ini- 
tiale (1) à toute précision voulue. Ce procédé d'obtention de la 
solution est appelé méthode de stationnarisation. Une propriété ana- 
logue d'amortissement des données initiales est propre aux analogues 
de l'équation (2) au sens des différences finies. 


2. Schémas itératifs. Arrêtons-nous d'abord sur la caractéristique 
générale de la notion de schéma itératif. Supposons qu il s’agit de 
trouver la solution de l'équation (1). Admettons tout d’abord que À 
est un opérateur linéaire défini dans A. 

Dans toute méthode itérative de résolution de l'équation (1) 
on part d'une certaine approximation initiale yo € H en détermi- 
nant de proche en proche les solutions approchées y1, yo, . . ., Yx, 
Yr+as - - -, Où k est le numéro de l'itération. L'approximation ÿ,41 
est exprimée en fonction des approximations déjà connues au moyen 
de la formule de récurrence 


Yh+1 — Fr (Yo; Us ee.) Yn); 


où F, est une certaine fonction dépendant en général de l’opérateur À, 
du second membre f, du numéro d’itération . 
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On dit que la méthode intérative est de l’ordre m si chaque appro- 
ximation suivante ne dépend que des m approximations précédentes. 
c’est-à-dire 

Yr+1 = Fr (Yr-maxs Yn-m+s +: ., Yn). 


Les schémas itératifs d'ordre élevé exigent pour leur réalisation la 
mémorisation d’un énorme volume d'information intermédiaire, 
aussi en pratique se limite-t-on à des valeurs de m — 1 ou # : - 2. 

Du choix de la fonction F, dépend la structure du schéma ité- 
ratif. Si la fonction est linéaire, la méthode itérative est également 
dite linéaire. Si F, est indépendant du numéro d'’itération k, la mé- 
thode itérative est dite stationnaire. 

Etudions l'aspect général du schéma itératif linéaire du premier 
ordre. Tout schéma de ce genre, en accord avec la définition, peut 
être écrit sous la forme 


Yh+1 = SryaVn À Th+iPn+n  # = 0, 1, ..., (3) 
où S, est l'opérateur linéaire donné sur A, —t, certains paramètres 
numériques. 


Généralement on exige des schémas itératifs une condition toute 
naturelle: la solution u — A-!f € H de l’équation (1) doit être pour 
tout j un point immobile du procédé d’approximations successives 
(3), autrement dit 


AT = Suy14"1f + TryiQuya. (4) 
Il s'ensuit que si l’on pose 
S'h+1 = E — ThyxBr}14,  ŒGu+r1 = Brhif, (5) 


où Bz,+1 est un opérateur linéaire inversible agissant dans /7. la 
condition (4) sera remplie. En portant (5) dans (3), on obtient finale- 
ment après quelques transformations fort simples 


Bntr EE + Ayn = f, k=—0, 1,..., yoCH. (6) 


En se conformant à la terminologie de la théorie des schémas aux 
différences [voir A. Samarski, Théorie des schémas aux différences. 
1977, ch. V (en russe)], appelons (6) forme canonique du schéma 
itératif à deux couches. Bref, tout processus itératif linéaire du 
premier ordre peut être transcrit sous la forme (6). Si B;,41 = £. 
le schéma itératif est appelé explicite, vu que dans ce cas l’approxi- 
mation y:+1 est de forme explicite 


Yn+i = Yn — Tn+1 (AYr — ff), k = 0, 1,... 


Si B,4 diffère au moins pour un # de l’opérateur unitaire, le schéma 
est dit implicite. Les nombres 1, sont appelés paramètres d’itération. 
Si trx+1 dépend de l’approximation itérative y, le processus ilératif 
sera non linéaire. I] est évident que dans le processus itératif station- 


$ 3 NOTIONS GENERALES SUR LA THÉORIE 281 


naire les opérateurs B, et les paramètres T, (plus précisément. 
Byltr+1) ne doivent pas dépendre du numéro d'itération 4. 

Notons que le schéma (6) peut être traité comme un schéma im- 
plicite à deux couches de l’équation non stationnaire 


B(t) + Av=f, t>0, v(0)— Yo, 


de nature plus générale que l'équation (2); étudiée plus haut. De 
plus, le paramètre T;::1 peut être assimilé au pas par rapport au 
temps fictif. 

La différence entre les schémas itératifs et les schémas pour 
problèmes non stationnaires de la forme (2) est la suivante: 

1) pour tous B;41 et Tr+1 la solution w de l'équation initiale (1) 
satisfait à (6); 

2) le choix des paramètres 1;+.1 et des opérateurs B;,;, ne doit 
se plier qu’aux exigences de convergence des itérations et du mini- 
mum d'opérations arithmétiques que coûte la recherche de la solu- 
tion de l’équation (1) avec une précision donnée (pour les problèmes 
non stationnaires le choix du pas est avant tout assujetti à la néces- 
sité d’approximation). 

On a admis plus haut que l'opérateur À était linéaire. Le schéma 
(6) peut, apparemment, être utilisé à la recherche de la solution ap- 
prochée de (1) également au cas où l'opérateur À est non linéaire. 
Pour ce faire, l'opérateur B,+1 est habituellement choisi linéaire. 

Les schémas itératifs à deux couches sont les plus utilisés. Ce- 
pendant dans la résolution de l'équation (1) on utilise également 
des schémas à trois couches qui décrivent les processus itératifs du 
second ordre. Les schémas à trois couches les plus étudiés sont les 
schémas du type « standard ». Ïls se transcrivent sous forme 


Brtiÿnti = Œnti (Brei — TanA )Yr + 

+ ( — au+r) BrtiYn-1 + Cns1thhf (1) 
pour À = 1, 2,... On utilise ici deux suites de paramètres itératifs 
{x,} et {a,}. Pour la mise en œuvre du schéma (7) il faut, outre 
l’approximation initiale yo, définir encore l'approximation #1. 


Habituellement, on l’obtient à partir de y, en utilisant le schéma 
à deux couches (6), c’est-à-dire 


Biÿa = (B1 — GA) Yo + Gif: Yo E H. (8) 


On peut montrer que pour (7), (8) la solution w de l’équation (1} 
est un point immobile. 

Si B, = E pour tous # — 1, 2, ..., le schéma (7) est alors dit 
explicite : 

Yaei = GR (E — ThnAÀ) Ur + (À — Aix) Vnnr + Cnnitu-sl. 


Dans le cas contraire le schéma (7) est implicite. 
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8. Convergence et nombre d’itérations. La principale différence 
entre les méthodes itératives et directes réside dans le fait que les 
méthodes itératives ne fournissent une solution précise de l’équation 
(4) que comme la limite d’une suite d’approximations itératives 
{y,} pour À — co. Font exception les méthodes d'itérations « finies » 
auxquelles se rapportent les méthodes de directions conjuguées qui, 
théoriquement, permettent d'obtenir la solution précise pour toute 
approximation initiale en un nombre d'opérations fini, si À est un 
opérateur linéaire dans un espace de dimensions finies. 

Pour caractériser l'écart de l’approximation itérative y, de la 
solution précise u du problème (1), on introduit l'erreur 2, = y, — u. 
Le processus itératif est dit convergent dans l'espace énergétique H,;, 
si || 2x (ln — 0 pour # — . H, est ici l’espace engendré par l'opé- 
rateur D autoadjoint et défini positif dans J1. 

La raison de l'introduction de l'espace énergétique H, est la 
suivante. Comme on le sait, la suite des éléments H convergeant 
dans une norme converge également dans une norme équivalente. 
Aussi dans l'étude d’un schéma itératif concret est-il commode de 
<hoisir un tel espace énergétique H,, dans lequel les opérateurs du 
schéma itératif À et PB, soient munis de propriétés imposées, par 
‘exemple, seraient autoadijoints et définis positifs. 

Une des caractéristiques essentielles de la méthode itérative est 
le nombre d'’itérations. Habituellement on fixe une certaine pré- 
cision & > 0 avec laquelle il s’agit de trouver la solution approchée 
de l'équation (1). Si || u ||} = © (1), il faut que soit remplie la 
condition 

un —uln<e pour n>no (e). (9) 


no (&) est le nombre minimal d'itérations garantissant la précision 
donnée €. Ce nombre est fonction du choix de l’approximation ini- 
tiale. La condition (9) permet de déterminer le moment de la fin 
des itérations, au cas où la norme indiquée se prête efficacement au 
<alcul au cours des itérations. Par exemple, si l'opérateur À est non 
dégénéré et défini positif, en choisissant pour D l'opérateur A*4À, 
on obtient de (9) 

[Yn — u ln = || AYn — Î IEEE 
car 
(Un — U: Yn — u)p En (A *A (Yn — u), Un — u) Fe 

= (Aya — Au, Ayn — Au) = || Ay, — f |. 


Pour la comparaison de la qualité des différentes méthodes, on 
se réfère généralement au nombre d'itérations qu'on déduit de la 
condition 

Un — une Yo —ulls pour n > no (e). (10) 


Ce nombre indique le nombre d'itérations qu'il suffit de réaliser 
pour que pour toute approximation initiale y, la norme de l'erreur 
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initiale dans À, soit réduite de 1/e fois. La condition (10) peut égale- 
ment être utilisée en guise de critère d'achèvement du processus 
d’itérations. 

On peut opposer à l'équation (1) un grand nombre de schémas 
itératifs (6) ou (7), (8) avec B, et T,, &«, quelconques. Toutefois lors 
de la résolution d’un problème concret on voit apparaître le problè- 
me du choix d’un schéma unique. Sous l'angle du calcul mathéma- 
tique, l'essentiel est de construire des méthodes itératives capables 
d'aboutir à la solution de (1) avec la précision voulue en un temps 
machine minimal. Cette exigence envers la rentabilité de la méthode 
est toute naturelle. Lors des appréciations théoriques de la qualité 
de la méthode, elle est souvent remplacée par le critère du minimum 
d'opérations arithmétiques © (e) permettant d'obtenir la solution 
avec la précision voulue. 


ui 


Le volume total de calcul @ (e) vaut Q (8) — Y qg,, où qu est 


h=i 

le nombre d'opérations de calcul de l’itération de numéro #, tandis 
que x est le nombre d'’itérations, n>n (e). Le problème de cons- 
truction de la méthode itérative se pose ainsi (pour un schéma à 
deux couches (6)): l'opérateur À est fixé, tandis que les paramètres 
{t,, k :1,2,...,n} et les opérateurs PB, doivent être choisis sur 
la base de la condition du minimum Q (e). 

Ainsi posé, le problème n’a apparemment pas de solution. Ha- 
bituellement la composition des opérateurs Z, est donnée à priori 
et si le nombre d'opérations nécessaire à l'inversion de l'opérateur 
B, est indépendant de #, on a alors g, = g et Q (e) = qno (e). Dans 
ce cas le problème du minimum © (e) se réduit au problème du 
choix des paramètres d'itération 7, à partir de la condition du mini- 
mum du nombre d'itérations no (€). 

Pour établir une hiérarchie des méthodes, il est nécessaire de les 
classer suivant une caractéristique quelconque. On recourt quel- 
quefois à des estimations asymptotiques du nombre d'opérations ou 
du nombre d’itérations quand le nombre d'inconnues tend dans le 
schéma aux différences vers l'infini. Or, en fait, il existe une limite 
du nombre d’inconnues lors de la résolution des équations ellipti- 
ques à plusieurs dimensions par la méthode des différences finies. 
C'est ainsi que pour l'équation tridimensionnelle de Poisson le 
nombre moyen de nœuds pour chaque variable N = 100 nous place 
en face d’un système d'équations algébriques linéaires à 47 — 106 in- 
connues. Il semble peu logique d'augmenter le nombre de nœuds. 
Aussi la comparaison des méthodes doit-elle avant tout s'effectuer 
avec des schémas réels. 


4. Classification des méthodes itératives. Les méthodes itératives 
se caractérisent par la structure des schémas itératifs. l’espace éner- 
gétique Hp dans léquel est étudiée la convergence de la méthode. 
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le type de la méthode itérative, la condition de l’achèvement du 
processus d'itérations, ainsi que par l'algorithme de la mise en 
œuvre d'un pas itératif. 

On n'étudiera que les schémas itératifs à deux et à trois couches. 
explicites et implicites, pour lesquels la condition de l'achèvement 
du processus d'’itérations sera la condition 


Un — 0 ID <Lellyo—ul», e>0. 


Dans la théorie générale des méthodes itératives on étudie deux 
types de méthodes: celles utilisant une information à priori sur les 
opérateurs du schéma itératif et celles qui ne l'utilisent pas (méthodes 
du type variationnel). Dans le premier cas les paramètres d'itération 
t, pour le schéma (6) et T,, &«, pour le schéma (7), (8) sont choisis 
sur la base de la condition du minimum, soit à partir de la norme 
de l'opérateur résolvant (opérateur reliant les approximations ini- 
tiale et finale), soit à partir de la norme de l'opérateur de passage 
d’une itération à l’autre. Les paramètres d'’itération sont dans ce 
cas choisis de façon à assurer une vitesse maximale à la convergence 
pour la pire des approximations initiales. Dans les méthodes de ce 
type la qualité de l’approximation initiale n’est pas prise en compte. 

Dans les méthodes du type variationnel les paramètres d'’ité- 
ration sont choisis sur la base de la condition du minimum de cer- 
taines fonctionnelles reliées à l'équation de départ. On choisit, par 
exemple, en guise de fonctionnelle la norme énergétique de l'erreur 
de la k-ème itération. Dans ce cas les paramètres d’itération dépen- 
dent des approximations itératives précédentes et possèdent la fa- 
culté de tenir compte de la qualité de l’approximation initiale. 

Dans la théorie générale des méthodes itératives on s’abstient 
d'étudier la structure concrète des opérateurs du schéma itératif 
(on ne se sert en théorie que du minimum d'information sur les upé- 
rateurs, de nature fonctionnelle générale). Cela permet d'aboutir au 
but principal: formuler les principes généraux de construction des 
méthodes itératives optimales suivant la nature et la forme de l'in- 
formation à priori sur le problème, ainsi que des exigences imposées 
au mode de résolution de ce problème. Ces exigences supplémen- 
taires peuvent, par exemple, consister dans l'obligation de cons- 
truire une méthode optimale non pas pour un problème, mais pour 
une série de problèmes possédant un même opérateur À et des se- 
conds membres différents. 

La prise en compte de la structure de l'opérateur du problème 
résolu permet, apparemment, de bâtir des méthodes itératives spé- 
ciales possédant des vitesses de convergence supérieures à celles des 
méthodes de la théorie générale. On y aboutit par un choix approprié 
des opérateurs B, et des paramètres d'’itération. Les méthodes spé- 
ciales ont un domaine d'application restreint. 
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Arrétons-nous maintenant sur le rôle joué par les opérateurs PB}. 
Pour les schémas itératifs implicites le choix des opérateurs À} 
doit ètre soumis à deux exigences: la garantie de convergence la 
plus rapide de la méthode et celle de simplicité et d'économie de 
l’inversion de ces opérateurs. Ces exigences sont contradictoires. 
En effet, si dans le schéma (6) on pose B, — À et T1 = 1, alors pour 
toute approximation initiale la solution de l’équation (1) peut être 
obtenue avec une seule itération. La vitesse de convergence dans ce 
cas est maximale, toutefois l'inversion d’un tel opérateur B;, équi- 
vaut à la résolution du problème primitif. 

Il s'avère, comme il le sera montré plus loin, qu'il n’est pas né- 
cessaire de choisir l'opérateur PB, égal à l’opérateur 4. I] suffit que 
les énergies de ces opérateurs soient proches. Cette exigence ouvre 
des perspectives de choix dans la classe des opérateurs PB. dont l’éner- 
gie est proche de celle de l'opérateur À, ceux qui se prêtent à une 
facile inversion. 

Actuellement, lors de la construction des méthodes itératives 
implicites, on recourt le plus souvent à l’approche suivante. L’opé- 
rateur /},.:1 est donné de façon constructive sous forme explicite. 
ou bien l’approximation itérative y,+1 s'obtient par quelques calculs 
auxiliaires qui peuvent être interprétés comme une inversion impli- 
cite de l’opérateur B, +1. 

Dans le premier cas l’opérateur B,:1 est habituellement choisi 
sous forme de produit d’un certain nombre d'opérateurs facilement 
inversibles, de manière que l'opérateur Z,41 soit à certains égards 
proche de l'opérateur A. En outre, les opérateurs compris dans le 
produit peuvent de leur côté, dépendre des paramètres assimilés à 
des paramètres d'itération auxiliaires. Par exemple, si B, — 
= (E + wA1) (E + wrA2), où À, sont des opérateurs, w, sont 
alors des nombres représentant les paramètres. Dans ce cas la varia- 
bilité de l'opérateur BP, ne se manifeste que dans la dépendance des 
paramètres mentionnés w, du numéro d'’itération #4. Avec une telle 
construction de l'opérateur B, on garantit l’unicité du processus de 
calcul permettant de trouver la solution approchée à chaque itéra- 
tion. 

Arrêtons-nous sur deux algorithmes permettant d'obtenir la 
nouvelle approximation y4+1 au cas où l'opérateur PB, 1 est de forme 


factorisée. Soient By +1 == Bi+1B}?43 sue B£ 4) et Yh+1 obtenus 
suivant le schéma itératif à deux couches (6). Dans le premier algo- 
rithme on résout la suite des équations 


Bi! = Fh+1 By4avt = vai, Œ — 2, 3, ETS (11) 


OÙ F1 = Br+iYr — Tu+1 (Ayr — f). On voit que yy,41 — vP. Cha- 
cune des équations (11) se résout sans peine. L'’algorithme n'’'exige 
pas la mémorisation de l'information intermédiaire qui une fois 
obtenue est aussitôt utilisée. Le défaut de l’algorithme est la néces- 
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sité de calcul de l'élément B,,1y,. procédure devenant pariois très 
Jaborieuse. 
Le second algorithme a la forme du schéma avec correction : 


Yn4r = Yn — Th+nT. 
B} avt — AYh Lu Î. Biau —= vai, œ —- 2, Dre D 


Dans ce cas il faut mémoriser en outre l’approximation itérative 
précédente y, et la stocker jusqu’à l'obtention de la correction r?. 

Dans le second procédé de construction de la méthode itérative 
implicite on part, par exemple, du schéma de la correction (12) en 
cherchant la correction &? sous forme de solution approchée de 
l'équation auxiliaire 


R'yga0 = Fe Tn = AYn-- ff. (13) 


Posons que (13) se résout par un schéma itératif à deux couches quel- 


(12) 


conque. Alors l'erreur 2" -: ©" — v vérifie l'équation homegène 
2H — Sur. m=0,.1,.... p—14, mr 


Où Sm+1 est l'opérateur de passage de la m-ième à Ja (m“+1)-ième 
itération. De là il vient 
J' 
lets S Sp -1 CR TE — Th (1° — v), T, = [I] D 
m— 1! 
où T, est l'opérateur résolvant. En y portant v — R;k;r, et en 
posant 1 = 0, on obtient 


D = (E—T;) Fiji où w-- Bit, (4) 


où, au moyen de B+41. est désigné l'opérateur R,,1(E — 7,)"1. 

Portons (14) dans (12) et l’on trouve que y,:1 vérifie le schéma 
à deux couches (6) muni de l’opérateur mentionné B,1. Si la norme 
de l'opérateur 7, est petite, l’opérateur B,;, est « proche » de l’opé- 
rateur Ry41. Aussi en guise de l'opérateur R,:1 est-il naturel de 
choisir un opérateur proche de À. 


CHAPITRE VI 


MÉTHODES ITÉRATIVES À DEUX COUCHES 


On étudie dans ce chapitre les méthodes itératives à deux couches suscep- 
tibles de résoudre l'équation opératorielle Au = /. Les paramètres d'itération 
sont choisis sur la base d’une information à priori relative aux opérateurs du 
schéma itératif. Dans le $ 1 on montre comment se pose le problème du choix 
des paramètres d'un schéma à deux couches. Dans les &$ 2 et 3 le problème est 
résolu pour le cas d'opérateurs autoadjoints. On recourt à la méthode de Tché- 
bychev et à la méthode itérative simple. Le $ 4 étudie quelques procédés de 
choix du paramètre d'’itération au cas d'opérateurs non autoadjoints et suivant 
le volume de l'information à priori. Au $ 5 sont donnés quelques exemples 
d'applications des méthodes construites à la résolution des équations de mailles. 


$ 1. Position du problème sur le choix 
des paramètres d’itération 


1. Famille de base des schémas itératifs. Au chapitre V on a 
montré que les problèmes de différences aux limites pour équations 
elliptiques constituent des systèmes spéciaux d'équations algébri- 
ques qui peuvent être assimilés à des équations opératorielles de 
première espèce 

Au = (1) 


dans l'espace hilbertien réel H. Dans quelques cas particuliers ces 
systèmes peuvent être résolus de façon efficace par des méthodes 
directes étudiées dans les chapitres I1-IV. Dans le cas général l’une 
des méthodes approchées de résolution des équations de mailles 
elliptiques est la méthode itérative. On commencera l'étude des 
méthodes itératives par les méthodes à deux couches les plus simples, 
à savoir par la méthode de Tchébycher et la méthode itérative simple. 

Pour la résolution approchée de l'équation (1) à opérateur li- 
néaire non dégénéré À donné dans Æ. examinons le schéma itératif 
implicite à deux couches 


BE E Ay,—f, k--0, 1. ..., (2) 


Th41 


avec approximation initiale quelconque yo € H. {T4} est ici la suite 
des paramètres d’itératian. quant à /7. c’est un opérateur linéaire 
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non dégénéré quelconque agissant dans H. La question du meilleur 
choix de l’opérateur B sera étudiée séparément. Ici, on ne notera 
que l'opérateur B doit s’inverser facilement. 

La convergence du schéma itératif (2) sera étudiée dans l’espace 
énergétique H , engendré par l'opérateur D autoadjoint et arbitraire. 
défini positif dans H. 

Comme l'opérateur B n’est pas fixé, (2) engendre une famille de 
schémas itératifs qu’on appellera famille de base. 

On a montré au chapitre V que pour l’étude de la convergence de 
la méthode itérative il faut rechercher le comportement dans H, 
de la norme de l'erreur z, — y, — u pour # —+ , où y, est l’appro- 
ximation itérative obtenue avec le schéma (2) et w la solution de 
l'équation (1). La méthode itérative converge dans A, si la norme 
d'erreur z, tend dans H, vers zéro quand # tend vers l'infini. 

Comme la vitesse de convergence dépend du choix des paramètres 
d'itération 7,. ces derniers doivent être choisis de manière que la 
vitesse de convergence soit maximale. 


2. Problème des erreurs. Etudions d’abord la convergence des 
schémas itératifs à deux couches (2). A cette fin on obtient l'équation 
à laquelle satisfait l’erreur 2. 

En posant y — 2, + u pour Æ -{. 1.... dans (2) et. compte 
tenu de l’équation (1), il vient 


B Re ha LA, 0, k=0,1..... 2=ÿo—u. 


autrement dit. l'erreur 2, satisfait à une équation homogène. En 
résolvant cette équation en 2,43: 


2h41 = (E — Tu 7"A) 24 


sn ad = D? ; à l’é ti l'erre 
et en admettant que Zz4, = Tr, passons à l'equation pour l'erreur 
équivalente x,. qui ne comprendra qu’un seul opérateur. L’équation 
pour z, aura la forme 


Lui = Supilre Snyi = E — TnnC. k = 0. 1...., (5) 
où C — DVY?B-1AD-V*, En vertu de la substitution effectuée. se 
vérifie l’égalité 

ze = HD Pz | = [28 I: 


aussi le problème de l'étude de la convergence de la méthode itéra- 
tive (2) dans AH, se réduit-il à la recherche de la suite numérique 
I zx ÎL # -= 1, 2, .. .. où zx, est défini dans (3). 

Cherchons la solution de l'équation (3). De (3) il vient 


ke 
TR = Th, 00: To EE 1] S = Sn S n-1 ….. S{- 
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De là s'ensuit l'estimation suivante pour la norme d'erreur 2, dans 
H . 
D° 


3x Un = zx MSN Tao M Nzo M = 1 Tao I 120 Mn (4) 


L'opérateur T,,est dit opérateur résolvant de la k-ième itération, 
tandis que S, est l’opérateur de passage de la (k — 1)-ième itération 
à la k-ième. 

I1 s'ensuit de l’estimation (4) que la méthode itérative (2) con- 
verge dans À, si la norme de l'opérateur résolvant T,, tend vers 
zéro quand * tend vers l'infini. 

Ainsi le problème de l'étude de la convergence de la méthode 
itérative (2) dans À, se réduit-il à la recherche du comportement de 
la norme de l'opérateur résolvant T,, dans l’espace H en fonction 
du numéro d'itération k. 

L'opérateur résolvant T,, est défini par l'opérateur C et les 
paramètres d’itération T1. Te. . . ., Th. 

En admettant l'opérateur C fixé, posons le problème du choix 
des paramètres {t,} de manière que la méthode itérative converge. 
Parmi les méthodes itératives convergentes la méthode optimale 
sera apparemment celle dont les paramètres {t,} garantissent l'ac- 
quisition de la précision voulue 8 >> 0 en un nombre minimal d'ité- 
rations. En vertu de l'estimation (4), on peut donner à cette exigence 
la forme équivalente suivante: construire pour un nr donné le jeu 
de paramètres itératifs T1, Te. . . .. t, pour lequel la norme de l’opé- 
rateur 7,,, soit minimale. 


3. Cas d’opérateur autoadjoint. Posons maintenant de façon très 
stricte le problème du meilleur choix des paramètres d’itération pour 
le schéma à deux couches (2). Ce problème présentera une solution, 
si des hypothèses bien déterminées seront faites relativement aux 
opérateurs À, 3 et D. Formulons ces hypothèses. 

1) Posons que les opérateurs À, B et D sont tels que l'opérateur 
DB”'A est autoadjoint dans H. Si cette hypothèse est vérifiée. on 
dira qu'on est dans le cas d'opérateurs autoadijoints. 

2) Soient 1 et Y2 les constantes de l’équivalence énergétique des 
opérateurs D et DB71A, c'est-à-dire les constantes des inégalités 


v1D < DB”'A < vaD. Yi >= 0, DB”1A — (D B71A ee (9) 


La seconde hypothèse détermine le type de l'information à priori 
sur les opérateurs du schéma itératif; cette information est utilisée 
pour l'établissement des formules pour les paramètres d’itération 
dans le cas d'opérateurs autoadjoints. L'exemple le plus simple. où 
l'hypothèse de l'opérateur DB-1A autoadjoint est satisfaite. est le 
suivant: À = ÀA*, D -- B — E, c'est-à-dire on est en présence d’un 
schéma explicite dans l'espace initial 77 pour l'équation (1) à opé- 
rateur À autoadjoint. Dans ce cas l'information à priori se réduit à 
1001162 
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la fixation des bornes de l’opérateur 4. Des exemples plus compliqués 
du choix de l’opérateur D seront étudiés plus loin. 

Supposons donc que les conditions (5) sont remplies. De (5) 
il s'ensuit que l'opérateur C — D-1/* (DB-'A) D-V* est autoadjoint 
dans À, quant à V1 et V2, ce sont ses bornes, autrement dit 

ME LCLYE. M>0, C=C*— D (DB 14) D. (6) 
En effet. en posant dans les inégalités 

Y1 (Dz. x) L (DB Az, x) KL V2 (Dr, x) 


x = D-1/?y, on obtient les inégalités (6). Par conséquent, les hypo- 
thèses formulées plus haut sur les opérateurs À. B et D sont équiva- 
lentes aux conditions (6). 

Formulons maintenant le problème du choix optimal des para- 
mètres d'’itération pour le schéma (2). De la définition de l'opérateur 
résolvant Tr, et des conditions (6) il s'ensuit que l'opérateur 
Tuo = To 14 est autoadjoint dans À et la norme du polynôme 
opératoriel 7 no (C) s'estime de la façon suivante: 


Toi max LÉ At) |. 
<< 


Va SIXRYs 
A partir de l’estimation (4) on tire que dans le cas d'opérateurs 
autoadjoints les paramètres d’itération T1. Te. . . ., 7, doivent ètre 
choisis de façon que le maximum du module du polynôme P, (1) -- 


n 
IL ( — zut), construit en fonction de ces paramètres. soit 
h=1 
minimal sur le tronçon [ÿ1, Y2l, c'est-à-dire qu'il faut trouver Îles 
paramètres en partant des conditions 


min max | Î] A—+t,t)|= max |?2,(t)1. 
(Th) Va LYs k=1 ILES A 


Alors pour l'erreur de la méthode (2) se vérifiera l’estimation 
| Zn nn H3olln, où 
Qn= max |P,(t)|. 
ATESES 7 

Le problème formulé plus haut est le problème classique du 
minimax. On donnera au $ 2 la solution de ce HE et on fournira 
le jeu des paramètres d’itération T1, Te. . . .. 7. La méthode itéra- 
tive avec un tel jeu de paramètres est appelée méihode de Tchébycher. 
Dans la littérature spécialisée cette méthode est également dénammée 


méthode de Richardson. 


$ 2. Méthode de Tchébychev à deux couches 


1. Construction d’un jeu de paramètres d’itération. Au $S | on 
a montré que la construction d’un jeu optimal de paramètres d ité- 
ration Ty. To. - . .… 1, Se réduit à la recherche du polynôme ??, ({) de 
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7L 

l'aspect P, (t) -- [| ( — v;t) dont le maximum du module sur le 
2 | 

segment [YŸ1, vel est minimal. 

Résolvons ce problème. Vu que la forme du polynôme est déter- 
minée par la condition de normalisation P, (0) — 1. le problème 
posé se formule de la façon suivante: parmi tous les polynômes de 
degré nr prenant au point { — 0 la valeur 1 trouver le polynôme s'é- 
cartant le moins de zéro sur le segment [Vÿ1. y2l ne comprenant pas 
le point (0. 

La solution de ce problème a été obtenue par le mathématicien 
russe V. A. Markov en 1892 et est donnée dans l'annexe. Le polynôme 
cherche P, (t) a la forme 


à | 1 — 1 
Ph (= qu n | ), fn Fe (1) 
Po T (—) 
7 \P 
où T, (x) est le polynôme de Tchébychev de première espèce de 
degré n. 


r cos (A arccosz). |r|<1. 
T) - 
n (x) ch (#2 Arch r), Ir|>i, 
20 2 1—5 1—VE £ _. Vi 
In TEpnor VE Portes PT Ce 
(=) 
En outre. max {|P,(t)|—gq,. De là s'ensuit l'estimation pour 
VSILYS 
la norme d'erreur z, dans H,: 

[2 In < 9n 130 |p: (5) 


où g, est défini dans (2). 

Cherchons les formules des paramètres d'itération. Vu que les 
polynômes des premier et second membres de (1) prennent la mème 
valeur égale à 1 pour t — 0, l'identité dans (1) ne se réalisera que 
dans le cas où les ensembles des racines des polynômes P, (t) et 

à (==) coïincideront. Le polynôme P, (t) possède les racines 
0 

1/t,, k — 1.2,...,n, tandis que le polynôme T, (x) a des racines 

2i—1 


égales à —cos | a) .i=1.2,...,n. Si l’on désigne par 9, 
l’ensemble des racines du polynôme de Tchébychev T, (x): 


2i—1 3 
Mn = { — cos Sn, i — 1, 2: ss n}, (4) 


on obtiendra la formule suivante pour les paramètres d’itération : 


Tr -— To/(1 + polir). Ur EMA. k — 1. 2, . . . D. (3) 
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u, EM, signifie qu'en guise de u, on doit choisir successivement 
tous les éléments de l’ensemble M... 

À partir de la formule ainsi obtenue pour les paramètres T4 
on déduit que pour le calcul des paramètres d'itération il faut fixer 
le nombre d'itérations nr. Aussi passons à l'appréciation du nombre 
d’itérations. Habituellement, pour condition d'achèvement du pro- 
cessus d'’itérations on choisit l'inégalité 


Zn [ln < € 120 ||» 
en désignant pour nombre d'itérations le plus petit nombre x pour 
lequel l'inégalité est satisfaite. 

Il s'ensuit de (3) que pour la méthode étudiée le nombre d'ité- 
rations se déduit de l'inégalité g, < €. En recourant à (2), résolvons 
cette inégalité. [Il vient 

| LE. PARIS 2, 
n>no(e), (E) = In | 5 1) In D + 
On utilise généralement une formule plus simple pour n,(e) 


n>u(e), © (e)=1In/in 2. (6) 


Après avoir trouvé le nombre d’itérations exigé nr, on peut construire, 
suivant la formule (5), le jeu des paramètres d'’itération. 
Bref. pour un schéma implicite à deux couches 


BE + Apr =f, k—=0, 1, .… YE, (7) 
on a démontré le 
Théorème 1. Soient remplies les conditions 
v1D << DBT'A L'yD, M > 0, DB-TA = (DBTAY*, D = D* > 0. 
(8) 
A lors Le processus d'itération de Tchébychev (1), (4), (5), (2) converge 


dans H,, et pour l'erreur z, on a l'estimation (3). Pour le nombre d'ité- 
rations l'estimation (6) est vraie. 


Les estimations obtenues permettent de conclure que dans le 
cas d'opérateurs autoadjoints la vitesse de convergence de la méthode 
de Tchébychev est fonction du rapport Ë — Y1/y2, cette vitesse 
étant d'autant plus élevée que Ë est plus grand. 


2. Impossibilité d’améliorer l’estimation à priori. Montrons main- 
tenant que dans la classe des approximations initiales quelconques yo 
l'estimation de l'erreur de la méthode de Tchébychev, donnée dans 
le théorème 1, ne peut être améliorée dans le cas d’un espace H de 
dimension finie. Ïl suffit d'indiquer l’approximation initiale Yo 
pour laquelle avec une norme d'erreur équivalente x; on a l'égalité 
Hz, [= qg, ro ll. On cherchera l'erreur initiale ro vérifiant cette 
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égalité, quant à l’approximation initiale y,, en vertu du rapport 
entre les erreurs 2, et z,, z: — D”V/°x,. elle sera déterminée suivant 
la formule yo = u + D. 

Cherchons l’inconnue zo. Soit H un espace de dimension finie 
(4H — H,). Vu que l'opérateur C est autoadjoint dans Æ7, il existe 
un système complet de fonctions propres 14, Le, . . ., Un de l' opéra- 
teur C. Désignons par À, la valeur propre de l'opérateur C associée à 
la fonction propre v,. Posons que les valeurs propres sont ordonnées 
1 Le L...LAx. En qualité de bornes de l'opérateur € on 
peut alors prendre ÿ1 — À1 et Ye == Àn. 

En guise d'erreur initiale xo choisissons la fonction propre tr. 
A partir de l'équation pour l'erreur zx, : 

Tn+1 — (E — Tr+1C) Th: k — 0, d: > . To — Li 
et l'égalité Cv, = Aux, on obtient successivement 
mn = (E — TC) zo = (1 — TaYa) Un = (1 — TaV1) To. 
To — (E + TeC) T1 — (1 — T1V1) (E — TeC) To — 
= ( — Tiÿa) (À — Teÿi) To» 


Tn — Ï (1 — Tyva) ro — P, (Y1) (to). 


k= 
En portant dans (1) £ — ÿ1 et compte tenu de l’égalité 1 — toÿ1 :- 
= po, Calculons P, (y1) = qhTh (1) = g, et, par suite, 


Tn 7 QnTo: xs | = Qn Î To ||, 
ce qu'il fallait démontrer. 
Bref, on a montré que l'estimation à priori obtenue dans le 
théorème 1 ne peut être améliorée dans la classe des approximations 
initiales arbitraires. 


3. Exemples de choix de l’opérateur D. Donnons quelques cxem- 
ples de choix de l'opérateur D. Rappelons que la méthode de Tché- 
bychev est considérée dans l’hypothèse de l'opérateur DB”1A auto- 
adjoint. On indiquera plus loin les conditions imposées aux upéra- 
teurs À et P pour que cette hypothèse soit vérifiée une fois l'opéra- 
teur D choisi. Pour chaque choix concret de l’opérateur D on indi- 
quera les inégalités fixant l'information à priori sur les opérateurs 
du schéma itératif. Cette information est utilisée pour la construc- 
tion du jeu de paramètres d’itération dans la méthode de Tchébychev. 

Voyons le premier exemple. Soient À ct À les 
opérateurs autoadjoints et définis positifs dans H. En guise d'opé- 
rateur D on peut alors choisir l’un des opérateurs suivants: À ou /?. 
Si, de plus, l’opérateur 3 est borné dans H. on peut prendre D :- 
= AB”14A. Dans ce cas l'information à priori se réduit à la Fun 
des constantes de l’équivalence énergétique des opérateurs À et 2: 


NB <LALVYB, >0 BU. ()) 
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En effet. il faut montrer que les conditions suivantes sont rem- 
plies : l'opérateur D choisi est autoadjoint et défini positif dans A, 
l'opérateur DB7'A est autoadjoint dans }. les inégalités (8) et (9) 
étant équivalentes. 

Le fait que les opérateurs D et DB-1A sont autoadijoints dans 
tous les cas étudiés est la conséquence de ce que les opérateurs À et B 
sont aussi autoadjoints. Au cas où D := À ou D -- B la définissabili- 
té positive de D découle de celle de À et B. Montrons maintenant que 
l'opérateur D — AB-1A est également défini positif dans H. 

De fait, supposons que sont remplies les conditions formulées 
plus haut relatives aux opérateurs À et B: 4 — A*>aE. B — 

BF ZE. Pr | LM Ir], a B>U. M < oœ. À partir de 
ces NE et des lemmes 6 et 8 du $ 1, ch. V. on tire que 77! > 


>7E et (Az. Az) > a (Az. x) > a*° (x, x). De là on obtient pour 
l'énergie de l'opérateur D l'estimation par le bas 
(Dr, x) —(AB”1Ax, x)--(B"!Ax. Ax) > 


>+ (Ar. An) > (x, »). cestà-dire D>-LE. 


Par conséquent. la définissabilité positive de l'opérateur D — 
— AB”'A est démontrée. 

Montrons maintenant que les inégalités (8) et (9) sont équivalen- 
tes dans l’exemple examiné. En effet. supposons vérifiées les iné- 
galités (9): 

Ya (Bz, x) <L (Az, x) L'Yo (PT, x), Ya > 0. (10) 

Si D .- B. DB”YA :- À. les inégalités (10) et (8) coïncident de 
même. Soit maintenant D = AB7YA. Dans ce cas DB"14 - AB”1 x 

AB"1A et. posant dans (10) x  B1Ay.il vient 


Ya (AB A y. y) L (AB AY. BA y) L Ye (AB TA y. y) 
ol! 
Y1 (Dy. y) < (DB A y. y) L V2 (Dy. y). 


c'est-à-dire que l’on obtient les inégalités (8). Le passage inverse de 
(S) à (10) est evident. 

Soit D : A. alors DB"1A - AB-1A. Il s'ensuit du lemme 9 
du $ 1, ch. V. que pour les opérateurs À et 73 autoadjoints et définis 
positifs les inégalités (10) et les inégalités 


V1 (A x, 2) LB x, x) L'Ye (AT. x), DU 


sont équivalentes. En posant ici x — Ay. on aboutit à l'inégalité (S). 
Le passage inverse est évident. 
Cette inégalité permet de démontrer aussitôt que D est défini 
positif : 
(Dr, x) > ai (r. r). 
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En effet, (Dz, x) — (B7'Az, Ar) > Y1 (A7! Az, Az) = "1 (Az. 2) > 
Z V1 (x, z). 

Second exemple. Posons que les opérateurs À et B 
sont autoadjoints et définis positifs dans H ainsi que permutables : 
A- Af>0,B = B* >0. AB -— BA. Si en guise d'opérateur D 
on choisit l’opérateur A°, l'information à priori sera alors fixée 
sous forme des inégalités (9). 

En effet, le fait que l’opérateur D est autoadjoint et défini posi- 
tif est la conséquence de ce que l'opérateur À est autoadjoint non 
dégénéré. Ensuite. DB”!A — À (AB?) À et puisque les opérateurs 
A et B sont permutables. les opérateurs À et B-1 sont donc aussi 
permutables. De là, une fois les opérateurs À et B autoadjoints, il 
s'ensuit que l'opérateur DB-1A est aussi autoadjoint. 

Les inégalités (8) prennent dans ce cas la forme 


V1 (Az, Az) < (AB”'Az, Az) < Ye (Az, Az), ÿ > 0. 


En posant ici z — À71BV/°y et utilisant la permutabilité de la racine 
de l'opérateur 73 avec l'opérateur À, il vient 


Yi (By. y) < (Ay, y) L'Y2 (By, y), 


autrement dit. on obtient l’inégalité (9). Le passage inverse de (9) 
à (8) est évident. 

Voyons encore un exemple. Soient À et BP des 
opérateurs quelconques non dégénérés satisfaisant à la condition 


B*A — A*B. (11) 


Si en guise de D on choisit l'opérateur A*A4, l'information à priori 
peut être donnée sous forme des inégalités 


V1 (Br, Bx) < (Az, Bz) < V2 (Bx, Br), V1 > 0. (12) 


L'opérateur D est évidemment autoadjoint et il est défini positif 
vu la non-dégénérescence de l’opérateur A. L'opérateur B étant 
non dégénéré, les conditions (11) peuvent se transcrire sous forme 
des conditions AB”! — (B*)-1 4A* qui expriment que l'opérateur 
AB” est autoadjoint. De là on obtient que l’opérateur DB-'A — 
— AtAB”1A est autoadjoint dans À. Ensuite, en posant dans (12) 
z = B"1Ay. il vient 


V1 (4Y, Ay) < (AB Ay, Ay) < Y2 (Ay, Ay) 
ÿ1 (Dy, y) < (DB Ay, y) Ye (Dy, y). 


C'est ainsi que des inégalités (12) s’ensuivent les inégalités (8). 
Le passage inverse de (8) à (12) est évident. 

Notons en conclusion qu’en cas d'opérateurs À et B autoadjoints 
définis positifs et bornés dans À la méthode itérative de Tchébychev 
converge dans À, où D — À, B ou AB°"'A (et, si, en outre, À et B 


ou 
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sont permutables, également pour D -- A), à la même vitesse défi- 
nie par le rapport des constantes y. et y. des inégalités (9). 

Les cas de D — AB”'A et de D — A*A méritent une attention 
particulière. Avec ce choix de l’opérateur D la norme de l'erreur 
dans À, peut être calculée au cours des itérations. En effet. avec 
D = AB”'A, il vient 


|| 2n D Es (Dz,. 2n) = (B-142,. A2n) Fr (B71r,,. l'a) ".< (u, la) 
et avec D = A*A: 


Il Zn Ib ce (42h. À Zn) au (Fa bn): 


où r, — Az, — Ay, — Au = Ay, — f est le résidu de la n-ieme 
itération et w, — Br, la correction. Ces grandeurs peuvent être 
obtenues au cours des itérations. 


4. Stabilité de la méthode sous le rapport des calculs. En étudiant 
la convergence de la méthode de Tchébychev on a admis que le pro- 
cessus de calcul était parfait, c'est-à-dire que les calculs s’effectuaient 
avec un nombre infini de chiffres. Dans un calcul réel toutes les 
opérations de calcul se réalisent avec un nombre fini de chiffres et 
à chaque étape du calcul apparaissent des erreurs d’arrondi. Les 
erreurs d’arrondi associées aux opérations arithmétiques engendrent 
l'erreur de la méthode. 

Dans les méthodes itératives, l'erreur de calcul de la méthode 
est constituée des erreurs impliquées par chaque itération. Si le 
nombre d’itérations est suffisamment grand et la méthode itérative 
est susceptible d’accumuler les erreurs d’arrondi de chaque itération, 
l'erreur de calcul d’une telle méthode peut s'avérer si grande qu'on 
aboutit à une perte totale de précision, et l’approximation itérative 
Yh différera fortement de la solution cherchée. Aussi pour les mé- 
thodes itératives est-il important d'étudier le mécanisme de for- 
mation des erreurs de calcul et de déceler les stades de l’algorithme 
où se produit l'accroissement de l'erreur de calcul de la méthode. 
Dans nombre de cas certaines modifications du processus de calcul 
permettent d’atténuer sensiblement l'accroissement de l'erreur de 
calcul et de rendre la méthode applicable à des utilisations pratiques. 

Une autre particularité du processus réel de calcul est en relation 
avec l'existence pour l'ordinateur d’un «zéro» et d’un «infini 
machine ». Ces notions caractérisent l’ordre admissible de nombres 
pouvant être introduits dans l’ordinateur. Par exemple, dans l'ordi- 
nateur BESM-6, en régime de précision unique, il peut être introduit 
des nombres réels dont la valeur absolue appartient à la gamme 
allant de 10-19 à 1012. Ce sont justement les limites du « zéro » et 
de l’« infini machine ». Si les calculs sur ordinateur aboutissent à 
une valeur sortant de cet intervalle. les calculs s’arrêtent ct il y 
a lieu à « arrèt d'urgence ». Aussi l’exigence envers la « continuité 
de service » du processus itératif est-elle toute naturelle. 
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Bref, les méthodes itératives doivent assurer la « continuité de 
service » (de l’ordinateur) et présenter une stabilité par rapport aux 
erreurs d'arrondi. 

On a construit au point 1, $ 2, la méthode de Tchébychev à deux 
couches. Le théorème 1 montre qu'après n itérations aux paramètres 
T = To/(1 + poux), Ur EMn, k = 1. 2, .... n, l'estimation 
12, In Sn 1 Zo llD Sera vérifiée pour l'erreur z,. En guise de pu, 
on choisit successivement tous les éléments de l’ensemble M,, 
l’ordre suivi étant quelconque. 

Etudions la stabilité des calculs de la méthode de Tchébychev. 
Pour être plus concret, admettons que u, est le k-ième élément de 
l'ensemble ,. Dans ce cas les différents ensembles M,, ordonnées 
engendreront des différentes suites {u,} et, partant. des différentes 
suites de paramètres d'itération {T:}. 

Du point de vue d’un processus de calcul idéal, toutes les suites 
de paramètres d’itération de Tchébychev sont équivalentes, c'est-à- 
dire que chaque suite doit aboutir à une même approximation y, 
et, partant, à une même précision après exécution de nr itérations. 
L'apparition d'erreurs d’arrondi dans les calculs réels implique la 
non-équivalence des suites de paramètres d'’itération. 

Ilustrons cette assertion par un exemple. Supposons que sur le 
maillage © — {r; = ih, O<Li<N,h=— A1/N}il s'agit de trouver 
la solution du problème de différences suivant: 


Ay= y —dy=—-m(@) rEo,. 
y (0) —=0, y) =1, d= const > 0. 
Au $ 2, ch. V, il a été montré que le problème de différences peut être 
réduit à l’équation opératorielle 
Ay = f. (3) 
dont l'opérateur À se détermine de la façon suivante: Ay - — Ay. 
où yEH,yE, y (x) = y (x) pour z € w. H est ici un ensemble 


des fonctions de mailles associées à w et s’annulant pour x = {l et 
x — À, quant à À, c’est l’espace de fonctions de mailles données sur 


w avec produit scalaire (u. v) = Ÿ u (x) v (x) k. Le second membre 


xtco 
f de l’équation (13) ne diffère du second membre œ du schéma aux 
différences qu’aux nœuds frontières du maillage: f (x) :- «q: (x), 
h<Lz<L1—2h, f(A—h) — p(1 — À) + 1/h°. 
Pour la résolution approchée de l'équation (13). recourrons à la 
méthode explicite de Tchébychev 


EE + Au = f, k—0. 1. ..., EH. (14) 


Comme les opérateurs À et B — E sont autoadjoints dans À. il 
s'ensuit des exemples examinés au point 3, $ 2. qu’en guise d'infor- 
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mation à priori pour la méthode de Tchébychev (14) il suffit de fixer 
les bornes de l'opérateur À : Y1£ < À < ÿ2E. ÿ1 > 0. si en qualité 
de l'opérateur D est choisi l'opérateur B = EÆ. ÿ1 et y. coïncident, 
apparemment, avec les valeurs propres minimale et maximale de 
l'opérateur de différence A, c’est-à-dire 


4: à 7 2 
Ys = sin + d, va= + cost LE + à. 
Les paramètres d’itération Tt, se calculent suivant les formules 
Tr To’ (1 a Dolix); UE € M, , k — 1, 2: ...) D, 
To = 2/(ÿ1 + Ye). po = (Ve — M)/(ve + ni). (15) 
On à examiné trois suites de paramètres d’itération définies par 


les M, ordonnés suivants: 
1) suite « directe » 


M, = MM = {or O2 ..., 0}. c'est-à-dire uy = on. 
k—=1,2,...,n: 


? 


2) suite « inverse » 


M, : Jr {o,. O,, -1+ + + -. O1}. c'est-à-dire Ur — Oh h +1: 
Éæ=1;2 >; n: 


3) suite « alternée » 


MN, MMA — {o1. On. Oo. On-1: - - .}, C'est-à-dire boy 1 = O4, 
Hor — On-nx+1: k — L: 2, de n/2. 
e e. 2k—1 
On à posé ici 6, — —cos ni. 


Les calculs s’effectuuient de la façon suivante: on fixait le 
nombre d’itérations nr ct, suivant le schéma (14), (15), pour chaque 
suite de paramètres d'itération on effectuait nr itérations. La pré- 
cision réelle à laquelle on aboutissait après n itérations s’évaluait par 
la formule 


21 Îl Yn —u || 
“réel [you | * 
A titre de comparaison on calculait la quantité g,, où 
n 1+p°" 9 { 14 VE ° Ve ? 


définissant la précision théorique de la méthode lorsque le nombre 
d’itérations est n. Dans tous les calculs l’approximation initiale yo 
était prise égale à zéro sur w. La solution précise du problème de 
différences y (x) — x correspond au second membre q (x) -: dx. 
Le coefficient d était choisi de la sorte que y. fût égal à 0.1: 


; 2 0 
ec Le va 0.1 + À cos ne, += cos 1h + 1. 
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Tableau 5 


D TEE 


É&e 


L 1 


D 1 


à me 10 C5 Ce ES O1 I 00 
FHBSRABES 


L 1 
Li 


1 
pee. 
4 
(Te) 

e 


L 


. BSASE 


8 
1 
6 
5 
4, 
3 
2 
1 
1 


1 


La 
. $. 


Les résultats des calculs pour N -- 10 sont donnés au tableau 5. 
Dans ce tableau, outre les suites mentionnées de paramètres d'’ité- 
ration. sont indiqués les résultats pour l’ensemble M? maximale- 
ment ordonné qui sera décrit plus loin. 

Les calculs effectués montrent que dans le processus réel de 
calculs les suites étudiées de paramètres d'itération ne sont pas 
équivalentes. Les calculs ont fait ressortir deux particularités carac- 
téristiques de ce processus réel: possibilité d’« arrêt de la machine » 
dû à l'accroissement de solutions itératives intermédiaires et pos- 
sibilité de perte de précision finale en cas de continuité de service 
à cause de l’accumulation d'erreurs d'arrondi. 

La raison de cette instabilité de calcul de la méthode pour cer- 
taines suites de paramètres d'itération réside dans le fait que la 
norme de l'opérateur de passage d’une itération à l’autre S, — 
— ÆE — 7,C est plus grande que l'unité pour certaines valeurs de #. 

En effet, puisque S est un opérateur autoadjoint dans A, || S, || — 


» | (Syx. x) |. En utilisant les bornes y et y: de l’opéra- 
xl" 
teur € 


ME LCLYE, Vi >O0, 
on obtient 
(1 — Tuye) E <K E—rC << (1 — Tin) E. 


Portons-y 1, tiré de (15) et tenons compte de l'égalité 1 — po -- 
= toYÿr D + po = ToYe- Îl vient nt 


__ Pa(f— Un) Por bn) 
1+ Por E<Si< À 
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et, par conséquent, 


2 M E Ha) < 1: My >0, 
1 Pour 
Il Sr || 4 
Po( Lx) () 
RÉ, pa co. 


Il s'ensuit de là que [| S, [>> 1 pour ur, <Z—(1—p5)/(2p0). Comme 
ux EM, on a 


— cos UE — c08— ñ = Cos — k=1; 2h. 
et. par suite, pour un grand nombre de numéros # la norme || S, | > 1 
(le nombre de ces numéros de # est environ égal à n/2). Aussi si l’on 
utilise successivement un trop grand nombre de paramètres Tt;, pour 
lesquels la norme de l'opérateur S, est supérieure à l’unité, il peut se 
produire une accumulation d'erreurs de calcul et, partant. un ac- 
croissement d’approximations itératives impliquant l'instabilité 
de calcul de la méthode. 

Le théorème 1 traduit en fait l’instabilité du schéma itératif sur 
la base des données initiales. Dans le cas de calculs réels il est néces- 
saire d'étudier la stabilité du schéma itératif également par rapport 
au second membre, car les erreurs d’arrondi peuvent être traitées 
comme des perturbations du second membre du schéma itératif à 
chaque itération. 

Si l’on tient compte de l'erreur d’arrondi, au lieu d’une équation 
homogène pour l'erreur équivalente x, on obtient une équation 
inhomogène 


Zh+1 = Snpiln + ThpiParns k = 0, 1, ... (16) 


z, = D'E (y, — u), où y, est l’approximation itérative réelle. 
En résolvant l'équation (16), on trouve x, — Th 070 + 
n n 


+> Till n, jy: OÙ Ta, y — [| Sy, Tn.n==E. On en tire l'estima- 
j=i i=j+1 


tion suivante : 


1 12 
Zn SH T no zol+ D TT. max [œil (17) 
j=1 1<LILn 


L'estimation de la norme de l'opérateur T, + est indépendante 
de la mise en ordre de l’ensemble M, et pour toute suite de paramè- 


tres de Tchébychev +1, on a [[T, 0 [| <qn. L'’estimation pour 
n 


St || Th, ll est fonction de la mise en ordre de l’ensemble M,. 


Il découle de (17) que l’ensemble M, doit être ordonné de manière 
que la somme mentionnée prenne une valeur minimale. 
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Le lemme suivant indique la valeur minimale possible que peut 
prendre cette somme. 


Lemme 1. Siÿ1et y: sont des bornes précises de l'opérateur C 
pour toute mise en ordre de l'ensemble M,, on a l'estimation 


n 


ë 1— 9, 
DT Ti > 
j=i 
Fr effet. de la définition de l’opérateur 7,,; il ressort que 
n 


ne nya CN À Ho. æ (End CU 


2= 


Comme 


I(E— Tao) C'=| 


n n 
2 UOTE Te ll 
J3= Je 


il suffit d'apprécier la norme de l'opérateur (E — T, o) C1. Cet 
opérateur est autoadjoint dans Æ et si yÿ1 et y2 sont les bornes de 


l'opérateur C. on a 
1 — Tot 
1 anTn | Po ] 
t 


ICE —T,.0) CAS max 


ARSES 7 

1— ToY:1 

1 qnT (—) 
_ Fer Po —_ 1—Qn 
Y1 Vi 
On a donc montré que, pour tout €, on a l'estimation 
- 1 — » 
IE — Ta, 0) Ca | gl. (18) 


Comme , est la borne précise de l’opérateur autoadjoint C', y1 coïn- 
cide avec la valeur propre minimale de l’opérateur C. En portant 
dans (18) au lieu de x la fonction propre correspondant à la valeur 
propre minimale de l’opérateur C, on obtient dans (18) une égalité. On 
a obtenu, par conséquent, l'estimation |[|(E—T, 0) C1||= (1 —g;)/y1. 
Le lemme est démontré. 


5. Construction de la suite optimale des paramètres d’itération *). 
5.1. Cas de n — 2P. L'ordre de mise en œuvre des paramètres 
d’itération t, dans la méthode de Tchébychev influe fortement sur la 
convergence de la méthode. Aussi s’élève-t-il un problème de cons- 
truction de meilleure suite de paramètres d'itération qui assurerait 


*) Le procédé de mise en ordre des paramètres d'itération voir dans E. C. Hi- 
koraes, À. A. Camapckuit (BM n MO, 12, N0 4, 1972), où il est donné pour 
tout x ct [8] pour nr = 2P. 
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l'influence minimale de l'erreur de calcul de la méthode. Vu que la 
suite des paramètres est fonction de la mise en ordre de l’ensemble 9}... 
il faut établir dans l’ensemble M, un ordre optimal. 

Donnons la solution de ce problème. Supposons d’abord que le 
nombre d'’itérations est une puissance de 2: n — 2P. Désignons par 
Om l'ensemble composé de m nombres entiers: 


On = {0:7. 81, .... Om). 


Sur la base de l’ensemble 6, =: {1}, construisons l'ensemble 0,» 


en appliquant la règle suivante. Soit construit l'ensemble 6,,. Alors 
l’ensemble 6, sera déterminé suivant les formules 


Bom — {0,27 — 4m — 6", 65 RE) = 0:77, = 1,2 LORS m). 
m—1. 2. 4, .... 21, (19) 


On se convainc sans peine que l’ensemble 6 + est composé de 


nombres impairs de 1 à 2*+*1 — 1, 
En utilisant l'ensemble construit 6,,, ordonnons l’ensemble 


M.» de la façon suivante: 
MA = { — cos fi, Bi 2 0", id, 2, n).. n— 2. (20) 


C'est précisément l’ensemble M, ordonné cherché pour le cas où 
n — 2P. Pour la suite des paramètres d’itération correspondant à 
cet ordre on a démontré l'estimation 


LL 


D tillTa. 
j=1 
En comparant cette estimation à l'estimation du lemme 1, on se 
convainc que l’ensemble ordonné 9? garantit en fait l'influence 
minimale de l'erreur de calcul sur la convergence de la méthode de 
Tchébychev. 
Donnons quelques exemples de construction de l’ensemble 6,. 
1) nr —= 8. 
01 {1}, 02 — {1. 3}, 0, — {1, 7. 3. 5}. 
84 — {1, 15, 7 Ps ss fn 
L'ensemble 64 an construit. Suivant la formule (20) est mis en 
ordre l’ensemble Mi. 
2) n == 16. 
En utilisant l’ensemble 6, trouvé plus haut. construisons suivant 
les formules (19) l’ensemble 6:,: 
Be — {1, 31. 15. 17. 7, 25. 9, 23, 3. 29. 13. 19. 5, 27. 11. 21}. 
3) n — 32. 
By - {1. 63, 31. 33. 15. 49, 17. 47. 7. 57, 25, 39, 9, 55, 23, 
41.3. 64. 29. 35, 13. 51, 19. 45. 5, 59. 27, 37. 11, 53, 21. 431. 
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À partir des formules (19) s'ensuit la règle simple de passage de 
l'ensemble 6,, à l’ensemble 6:,, : 057% — 67? ot la somme de deux 
nombres voisins vaut 4m : 


Sa + 0 — 4m, i—1.2, ..., m. 


Une règle de passage analogue s'applique également dans le 
cas général l’étude duquel on aborde. 

5.2. Cas général. Supposons que le nombre d'itérations nr 
soit un nombre entier quelconque. Décrivons le procédé de construc- 
tion de l’ensemble 6,. Les étapes élémentaires de ce procédé sont 
les passages de l’ensemble 6,, à l’ensemble 6., et de l’ensemble 62, 
à l’ensemble 6::1. où m est un nombre entier quelconque. 

Formulons les règles de passage d’un ensemble à l’autre. 

1) Le passage de 6» à O2m+1 consiste en une adjonction aux élé- 
ments de l’ensemble 6°, d’un nombre impair 2m + 1. 

2) Le passage de 0» à Om s'effectue de la façon suivante. Si ce 
transfert est suivi du passage de 6 à 04m ou si le passage de 6,, à 
Om est la dernière opération dans le procédé de construction de 
l’ensemble 6,. on utilise les formules indiquées plus haut : 


67 — 07, OT HOT — 4m. i—1, 2, .... m. (21) 


Mais si le passage de 8» à 0en est suivi du transfert de @:,, à Oomut: 
on recourt aux formules 


0j, OEM GE = 4m 2, 1. 2... m. (22 


En utilisant ces règles et en alternant convenablement les passages 
de l’ensemble à nombre pair d'éléments aux ensembles à nombre 
impair d'éléments et de l’ensemble à m éléments à l’ensemble à 2m 
éléments, on peut. sur la base de 6, -- {1}. construire l’ensemble 0, 
pour tout n. 

Donnons quelques exemples. 

1) n = 15. Dans ce cas le transfert de 6, à 6, s'effectue suivant 
la chaîne suivante: 


01 —> 02 —+ 0, —+ 0, —> 07 —+ 0,, —+ O5. 


Selon les règles exposées, les transferts de 6, à 62. de 6, à 0 et de 
8, à 01 s'effectuent suivant les formules (22). tandis que dans le 
passage de 6: à 6,, de 6, à 6; et de 6,, à 6,5 il faut ajouter un nombre 
impair correspondant à l’ensemble initial. Cela donne 

6, — {1}. 6e — {1, 5}, 0, — {1. 5. 3}. 

84 — {1. 13, 5, 9, 3, 11}. 0, — {1. 13. 5. 9, 3, 11, 

Que (4, 29. 15. Â7. 5. 25. 9. 24, 3. 27. 11. 19. 23 

25 “— {1, 29, 13. 17. 5, 25. 9, 24. 3. 27. 11, 19, 7. 23. 451. 
re semble m* est mis en ordre suivant la formule (2). 
2) n 2. A ce cas correspond la chaîne 


0, — 0, — 8, — 0; — O9 — 004, — Os, 
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les passages de 6, à 02 et de 812 à 6,, se réalisant suivant les formules 
(22), tandis que les passages de 6, à 6, et de 64 à 012 le sont suivant 
les formules (21), quant aux passages de 62 à 6, et de 8,4 à 6... ils 
s'effectuent avec addition d’un nombre impair. Il vient 


6, — {1}, 0e — 41, 5}. = ft. 5. 3). 9 = {1 11,5,7, 3.9} 
Bus — 1, 23, 11, 13, 5, 19, 3, 21, 


B,, = {1, 49, 23, 27, 11, 39. 13, 1. 5, 45, 0” A 7, 43, 17. 33. 
3. 47. 21. 29. 9. 41, 15, a 


Ba, = {1. 49, 23. 27, 11, 39, 13, , 45, 19. 31, 7. 43. 17, 33. 
3. AT, 21. 99. 9. 4, 15, "3. 25}. 


La procédure. exposée plus haut, de construction de l’ensemble 
6, pour un nr quelconque peut être formalisée. À cette fin représentons 
n sous forme d'un développement en puissance de 2 à indices k, 
entiers : 


NME. US, Eikeide Je D dus Se 
Formons les quantités suivantes 
ÿ hi] 

O LE Rl d 
Zeit 
i=1 


et posons n$41 = 2n + 1. Suivant les formules (23), construisons 
l'ensemble 6, 1° 


Bu, = {87 — 0577”. An; i1.2. ...,n;—1}, (23) 


pour j = . choisissons 0, — {1}. Ensuite, suivant la formule (24), 
on 7 l'ensemble 


m == {057 = 4m — 6f", O4 = 05, i=1,2. ...,m} (24) 


N'y — 2 Re 2, TES 29 


pour m -: n,, 2n;, An; [(n;+1 — 1)/4], où lai est la partie 
entière de a. Si [(n;+1 — 1)/4] < n;, les calculs suivant la formule 
(24) ne s'effectuent pas et l’on passe à l'étape suivante. Si j — s, 
l’ensemble cherché 6, est alors construit. Au cas contraire on pose 
m =: (n;;1 — 1)/2 et ‘l'on construit l’ensemble 


Dom = {O8 = 4m+ 2— 0, OEM, — Bi, i— 41, 2, ..., m}. (25) 


Ensuite, on augmente j d’une unité et le processus se répète en com- 
mençant par la formule (23). On obtient finalement l’ensemble 6,. 
L'ensemble MA est ordonné suivant la formule (20). 

Pour le cas de nr -- 2P l’algorithme (23)-(25) se simplifie et passe 
à l’algorithme décrit par la formule (19). En effet, pour nr — 2? on 
obtient s = 4, k1 = p, na = 1, n,41 = 271 — 4. Par conséquent, 
dans l'algorithme (23)-(25) j prend la seule valeur égale à l'unité et 


les calculs s'effectuent suivant la formule (24) pour m = 1.2. 4.... 
= DPF 
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Jilustrons la qualité de la mise en ordre de l’ensemble > cons- 
truit ici par l’exemple étudié au point 4. $ 2. Le nombre d'itérations 
donné n variait de 16 à 512 avec le pas 8. Pour chaque 7. la pré- 
cision réelle atteinte après l'exécution de nr itérations ne dépassait 
pas la précision théorique q, (qs132 — 1.23-1077), le processus étant 
en continuité de service (voir tabl. 5). 


$ 3. Méthode itérative simple 


1. Choix du paramètre d’itération. Au $ 2 a été résolu le pro- 
blème sur la construction du jeu optimal de paramètres d’itération 
T, pour un schéma à deux couches 


BE + Ayx = f, k=0, 1, .., yCH 


dans l'hypothèse que l'opérateur DB-1A était autoadjoint dans H 
et qu'étaient donnés y1 et y. les constantes de l’équivalence énergé- 
tique des opérateurs D et DB”1A: 


v1D < DB”'A <y2D, M >. (1) 


Cherchons maintenant la solution de ce problème pour une limita- 
tion supplémentaire Th = T7, c'est-à-dire dans l'hypothèse que les 
paramètres d'itération t, sont indépendants du numéro d'itération k. 
Ce problème apparaît lorsqu'on recherche le paramètre d'itération t 
pour un schéma à deux couches 


BP Th L Ay, = f, k=0, 1, …. (2) 


Rappelons comment est formulé le problème susmentionné: parmi 
n 

les polynômes de degré r de forme Q, (&) = [| (1 — tit) trouver 
1 


J 
le polynôme s'écartant le moins de zéro sur le segment [Y1, y2l. En 
vertu de la limite imposée, le polynôme P, (ft) prend la forme 


P, (t) = ( — rt)". 


Donc le problème posé plus haut est équivalent au problème suivant : 
parmi les polynômes de premier degré prenant au point t — O0 la 
valeur de l'unité trouver celui qui s'écarte le moins de zéro sur le 
segment [Yÿ1. Y2l. 

Ce problème est un cas particulier de celui étudié au $ 2. Dans 
le cas donné nr = 1 et des résultats du point 1, $ 2, il s'ensuit que 
le polynôme cherché a la forme 


Qt) = Ti (° —) , Dee. Po — —. E=, 


Po Vi + Ye 


ou 


D 2Pr __ 1—VE 
Fe 1 + p? — Po: Ps — 11VE . 


20—01162 
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T1 (x) est ici le polynôme de Tchébychev de première espèce. Comme 
T1 (x) = x, le polynôme Q@, (t) prend la forme 
Q1(E)=1—Tot, max | Qi (t) | = 1 = Pos 
VIS ILYs 
donc 
P, (t) = (1 — tot)". 
La valeur optimale du paramètre t pour le schéma (2) est donc 


obtenue : 
T = To — 2/(ÿ1 + V2). (3) 
Vu que la norme de l'opérateur résolvant T,, pour le schéma (2) 
(voir point 3, $ 1) est appréciée de la façon suivante: 
Î Th ol < ms | P, (£) |, 
on obtiendra pour t = ‘10 l'estimation || 7,, | <p?. De là se 
déduit l’estimation pour l'erreur z, dans H ,: 


Zn Mn < 05 | 20 Îlp- (4) 


La méthode itérative (2),(3) s'appelle méthode itérative simple. 
On a donc démontré le 


Théorème 2. Soit l'opérateur DB\A autoadjoint satisfaisant 
aux conditions (1). La méthode itérative simple (2), (3) converge dans 
H;, et pour l'erreur on a l'estimation (4). Pour le nombre d'itérations 
se vérifie l'estimation n > no (e), où no (£e) = In e/In po. 


Remarque. Comme pour la méthode de Tchébychev, l’esti- 
mation à priori de l'erreur de la méthode itérative simple ne peut 
être améliorée au cas d'un espace de dimension finie. 

Comparons le nombre d’itérations de la méthode de Tchébychev 
avec celui de la méthode itérative simple. Le théorème 1, au cas 
de £ petits, fournit l'estimation suivante pour le nombre d'’itérations 
de la méthode de Tchébychev : 


In 0,5e 1 2 
n>(e), M(Ee) = “or de: 


Le théorème 2 nous donne l'estimation pour le nombre d'itérations 
de la méthode itérative simple 


ne 1 
n>n(e), M(E)=R RE | 


Il s'ensuit de ces estimations que pour E <€ 1 le nombre d'’itérations 
de la méthode de Tchébychev est beaucoup inférieur à celui de la 
méthode itérative simple. Par exemple, pour Ë = 0,01 le nombre 
d’itérations de la méthode itérative simple est d'environ 10 fois plus 
grand que pour la méthode de Tchébychev. 
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2. Estimation de la norme de l’opérateur de passage. Au point 1, 
$ 3, a été étudiée la vitesse de convergence de la méthode itérative 
simple, cette dernière y étant considérée comme un cas particulier 
de la méthode de Tchébychev. Pour des raisons méthodiques il sera 
utile d'étudier la convergence de la méthode itérative simple indé- 
pendamment de celle de Tchébychev. 

On utilisera donc pour la recherche de la solution approchée de 
l'équation 

Au = 
le schéma à deux couches (2) 
BEA + Ay=f, k=0, 1. ..., YEAH. (5) 
Pour l'étude de la convergence du schéma (5). passons au problème 
posé pour une erreur équivalente x, = D'’/:z,: 


Th+1 — ST, k — 0, 4, es S — E — 1C, (6) 
où C — D'/:B"1AD-/2. En utilisant (6), on trouve l’expression 
explicite de x, au moyen de xzo: zx, = S"ro, d’où s'ensuit l'estima- 


tion de la norme d'erreur z, dans AH, 
Zn Un = Mn HS Nzo N = NS" No lp: (7) 


Supposons que l'opérateur DB”14 est autoadjoint dans H et que 
les constantes Y1 et y. sont données dans les inégalités (1). Avec ces 
hypothèses l'opérateur € et, en même temps, l'opérateur S sont 
autoadjoints dans FH, ÿ1 et V2 étant les bornes de l'opérateur C: 


VE L<CLYE, N>O0, C=CX. (8} 


Comme l'opérateur S est autoadjoint. on a l'égalité || S" || = || S |". 
Par conséquent, de l'estimation (7) il s'ensuit que le paramètre d'ité- 
ration t doit être choisi sur la base de la condition du minimum par 
rapport à la norme + de l'opérateur de passage S = E — +C. 

Il y a lieu au 


Lemme 2. Soient S$ = E — 1C et les conditions (8) remplies. 
La norme de l'opérateur S est minimale pour t = 10 = 2/(ÿ1 + Ye} 
et on a l'estimation 


IS = ÎLE — toC | = po, po = (1 — E)/(A + Ë), E = Yr/Ye. 


En effet, puisque S est autoadjoint dans }H, on obtient de la 
définition de la norme 


La Sa al a Cm a Ce 14 
ae (z, 2) c ; CE A D 


Comme œ (t) — 1 — 7t est une fonction linéaire, la valeur maximale 
en module de œ (t) sur le segment [Y,, y] ne sera atteinte que sur les 
20% 
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bouts du segment. Les calculs directs donnent 


4 (T)=1—tys, 0LTLT, 
pS 1 max (11 ml 1 1—rve 1) = {NE Vi TT To 
Pa(T)=Ty2—1, TET. 


où to est défini dans le lemme. Comme la fonction y1 (t) décroît sur 
le segment [0, tol, tandis que q2 (t) croît pour t > To, le minimum 
de la norme de l'opérateur S est atteint pour t — to et est égal à 
Do = À — ToY1 = ToYe — 1 — (1 — E)/(1 + EE), Ë — y1/y2. Le lemme 
est démontre. 

Il découle du lemme 2 et de l'estimation (7) que pour T = to 
on a pour l'erreur du schéma itératif (5) l'estimation 


[Zn ln < 5 1 Zo llp- 


On a ainsi obtenu encore une démonstration du théorème 2 for- 
mulé plus haut sur la convergence de la méthode itérative simple. 
Les exemples de choix de l'opérateur D pour lequel l'opérateur 
DB”1A est autoadjoint ont été étudiés au point 3, $ 2. 


$ 4. Cas d’opérateur non autoadijoint. 
Méthode itérative simple 


1. Position du problème. Aux $$ 2, 3 on a construit des méthodes 
itératives à deux couches pour la résolution approchée de l'équation 
opératorielle linéaire 

Au = f (1) 


à opérateur À non dégénéré et donné dans l’espace hilbertien réel H. 
On supposait que les opérateurs 4, B et D étaient tels que l'opéra- 
teur DB-1A était autoadjoint dans H et qu’étaient données les 
constantes de l’équivalence énergétique Y, et y: des opérateurs D 
et DB”14, avec 1 > (. 

Ces hypothèses satisfaites. on avait résolu le problème du choix 
optimal des paramètres d'itération et construit les méthodes de 
Tchébychev et itérative simple. Au point 3, $ 2, on avait analysé 
quelques exemples de choix de l'opérateur D et trouvé les conditions 
pour lesquelles l'opérateur DB”TA était autoadjoint pour chaque 
choix concret de l'opérateur D. 

Si les opérateurs À et B sont donnés, il n’est apparemment pas 
toujours possible d'indiquer l'opérateur concret D pour lequel 
DB”!'A est autoadjoint dans 1. Il faut donc étudier les méthodes 
itératives applicables à des cas d'opérateurs non autoadjoints. 

On étudie dans ce paragraphe la méthode itérative simple pour 
le cas d'opérateurs non autoadjoints. On examinera quelques procé- 
dés de choix du paramètre d’itération en fonction du volume de 
l'information à priori sur les opérateurs du schéma itératif. 
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Supposons donc que l'opérateur DB"TA est non autoadjoint dans 
H. Pour une résolution approchée de l’équaticn (1) prenons le schéma 
itératif implicite à deux couches 


BARRE Ay,=f, k=0. 1, .... yoCH. (2) 


Pour étudier la convergence du schéma (2), passons, comme habi- 
tuellement, au problème posé pour l'erreur équivalente x, = D'/:2} 


Th+1 = STh, k = 0, 4, 3 $ = E — TC. (3) 
où C = D'B-1AD-"/2. En vertu des hypothèses admises plus haut, 
l'opérateur C est non autoadjoint dans H. De la substitution faite 
et de l'équation (3) il vient 
Zn = Sxo, tn = [Zn Ip LI SI ro N = IS" Zoe ll» (4) 
Par conséquent. le paramètre d'itération + doit être choisi sur la 


base de la condition du minimum par rapport à la norme 7 de l’opé- 
rateur résolvant ST. 


2. Minimisation de la norme de l’opérateur de passage. 

2.14. Premier cas. Cherchons l'estimation pour la norme 
de l'opérateur S". Comme pour tout opérateur on a l'estimation 
IS" 1 II SIP. le premier mode de choix du paramètre + consiste 
dans l'obtention du paramètre t sur la base de la condition du 
minimum de la norme de l'opérateur de passage S. On obtient deux 
types d'estimation de la norme de l'opérateur S suivant le volume 
de l'information à priori sur l'opérateur C. 

Dans le premier cas on suppose que l'information à priori con- 
siste en la fixation de ÿ1 et Y2 des inégalités 


Ÿ1 (x, x) < (Cz, x), (Czx, Cx) < Y2 (Cz, z), Ÿ1 > 0. (9) 
Si C = C*, y1 et y2 sont les bornes de l'opérateur C. 


Lemme 3. Soient données dans les inégalités (5) Y1 et Y2. alors 
se vérifie pour la norme de l'opérateur S — E — 1C pour 1 = 1/Ye 


l'estimation 
HSUSP, p=VIÎ—E E=ys/v. 
En effet, profitant de (5), on obtient 
I Sz LÀ = |1z — tCz | = (x, x) — 27 (Czx, x) + 7° (Cr. Cr) < 
Lx, 2) — 27 (Cx, x) + T“Ye (Cz, x) — 
= [zx — Tt(2— 1y2) (Cz, x). 
Ï] en suit que si la condition t (2 — ty2) > 0 est remplie, c’est-à-dire 


si 0 << t << 2/y2, la norme de l'opérateur S sera inférieure à l'unité. 
Supposons que cette condition est satisfaite, alors, en utilisant (5), 


il vient 
I Sz À T1 — ty (2 — ty) || x | 
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et. partant. 

I Sz |? 
I z Il 
La fonction œ (t) — 1 — ty, (2 — ty:) a un minimum au point 
T = Î1/ÿ2 égal à œ (1/Y2) — 1 — E. où E — y1/y+. Donc pour la 
valeur indiquée du paramètre t de la norme de l’opérateur S se 
vérifie l'estimation || S || & V1 — E. Le lemme est démontré. 

En portant dans (5) l'opérateur C — D-'/: (DB-1A) D-'/2, on 
obtient pour les inégalités (5) des inégalités équivalentes suivantes: 
V1 (Dz, x) < (DBT'Az, x). 

(DB”'Azx, B7\Ax) < y: (DB Az, x). M > 0. (6) 


En portant dans (4) l'estimation pour la norme de l'opérateur S 
obtenue dans le lemme 3, il vient 


Zn Ho P°2olln p=t 1—E. (7) 

Théorème 3. Soient y1 et y: les constantes des inégalités (6). 

La méthode itérative simple (2) pour la valeur du paramètre d'itération 

T = 1/y2 converge dans H, et pour l'erreur z, on a l'estimation (7). 

Pour le nombre d'itérations se vérifie l'estimation n > no (e). où 
no (8) = Ine/Inp. p=V1—E, E — yi/ye. 


Fournissons des exemples de choix de l’opérateur D ainsi que 
la forme concrète des inégalités (6). On a donné au tableau 6: les 


LS 12 = sup L1— Ty (2— Ty). 
xr0 


Tableau 6 


A ctB D Inégalités 


1) A=A* > 0, A ou B*4-1B Y1(Bz, A1Bz) <(Bz, x), 
(Az, z) < Y2 (Bz, z) 
B Z B*>0 A? ou B*B Y1 (Br, Bz) << (Az, Br), 
(Az, Az) < Y2 (Az, Bz) 


2) 4 =: A* > 0, | B ou A*B-14 Y1 (Bz. x) L (Az, x), 
(Az, B-1 Ar) < y, (Az, 2x) 
B=B*>0 B? ou A*A Y1 (Bz, Bzx) L (Az, Bzx), 
(Az, Az) < Y2 (Az, Bzx) 


3) À  A* > 0, A*A ou B*B V1 (Bz. Br) << (Azx, Bzx), 
B = B*5>0 (Az, Az) << Y: (Az, Br) 


4) A= A*,B—B*,| A? ou B° Y1(Bz, Br) (Az, Bx), 
AB-: BA (Az, Az) < Yo (Az, Bzx) 
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hypothèses relatives aux opérateurs À et B, l'opérateur D et la 
forme des inégalités (6). Pour obtenir la forme concrète des inégalités 
(6) on se base sur les inégalités (6) elles-mêmes ainsi que sur les iné- 
galités qui leur sont équivalentes 


Y1 (DA! Bzx, A1Br) < (DA-!Bzx, x), (Dx, x) L y: (DB 'Azx. x), (8) 


qu'on déduit de (6) en posant zx = A7!By. 
Notons les inégalités 


Y1 (Br, Bzx) < (Az, Bz), (Az, Az) < Y: (Az, Br), Yi > 0. 


Si ces conditions sont remplies, on peut, pour les cas particuliers 
présentés au tableau 6, choisir en qualité d’opérateur D soit l’opé- 
rateur 4°, si À — A*. soit l'opérateur A*A. Avec un tel choix de 
l'opérateur D la norme d'erreur z, dans H, peut être calculée au 
cours des itérations 


I Zn D di (Dz,. Zn) — (Az,. An) = I Ta IF, Fn — AYn Î. 


Revenons à l'estimation de la norme de l'opérateur S. Si l’opé- 
rateur C est autoadjoint dans H. alors en vertu de (5) il est défini 
positif et, par conséquent, il existe une racine carrée de l’opérateur C. 
En posant dans la seconde des inégalités (5) x = C”'/2y. on aboutit 
à ce que les inégalités (5) sont équivalentes aux inégalités 


NE LCLYE, > 0. 


Ï1 s'ensuit du lemme 2, ces hypothèses étant admises, l’estima- 
tion suivante pour la norme de l'opérateur S: || S || S Po, Po — 
= (EVA HE,. E = y. 

En confrontant cette estimation à celle obtenue dans le lemme 3, 
on se convainc que l'estimation du lemme 3 est grossière et ne passe 
pas à l'estimation du lemme 2 quand l’opérateur C est autoadjoint 
dans 7. 

2.2. Second cas. Cherchons maintenant une autre estima- 
tion pour la norme de l'opérateur de passage S, qui se transformera 
en l'estimation du lemme 2 quand C est un opérateur autoadjoint 
dans Æ. A cette fin augmentons le volume de l'information à priori 
sur l'opérateur C en admettant que sont donnés trois nombres Yÿ,. y 
et 3: 

VE LCLYE. CUS Ys >0, Ys2>0, (9) 


où C1 = 0,5 (C — C*) est une partie non autoadjointe de l’opéra- 
teur C. 
On a le 


Lemme 4. Soient donnés Y1, Y2 et YA dans les inégalités (9). 
Dans ce cas pour la norme de l'opérateur S — E — 1C pour + = 
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To = To (1 — XPo) se vérifie l'estimation 


LS IIS Po, Po—(1—E)/(1+E), (9”) 
où 
 _ de 


= , 4 = ——_—— |, - , 
TV V NiY2 + VÉ 14 Ye 


Esquissons la démonstration du lemme 4. Soit 0 un nombre quelconque de 
l'intervalle (0, 1). Représentons l'opérateur S sous la forme suivante: 
S= E—13C = 1I60E — 1C,] + [(1 — 0) E — xC;], 
où Co = 0,5 (C + C*) est la partie autoadjointe de l'opérateur C. En recourant 


a A is du triangle, on aboutit à l’estimation pour la norme de l'opéra- 
teur 5: 


IS IS IOE — +Co I + (1 — 0) E — TC Il. (10) 


Apprécions séparément la norme de chaque opérateur. A partir de (9) 
et de l'égalité (Cox, zx) = 0,5 (Cz, x) + 0,5 (C*z, x) = (Cz, x),on obtient 
que Y. et y. sont les bornes de l'opérateur autoadjoint C,: 


NE < Co<LY2Er N > 0. 


Par analogie avec le lemme 2 on obtient l'estimation suivante pour la 
norme de l'opérateur O0E — +C,: 


O—ty,, 0OLT<OT, 
I8E—1Co 1 < max (10— ty hs 10—D={ 7 


TY2 — 0, T > Oto- 


Apprécions la norme de l'opérateur (1 — 6) £ — tC,. Vu que (C;r, x) = 0, 
on obtient pour tous les z € A: 
I ((4 — 8) E — rc) x IP = 
= (1 — 6) 1x + TI Ciz IP << (C1 — 0)? + +2 |] Ci IF) I z IP. 


De là et de (9) s'ensuit l'estimation {| (1 — 0) £ — tC, || & [(1 — 0)? + 
+ Tyil}/3. En portant l'estimation obtenue dans (10), il vient 


Pa (8, T)—0—ty1+ V (1 — 0)2+71273, 0LT<E T8, 
Pa (0, T)=Tya—0+ V'(1 — 0) +12%, T> T8. 


Choisissons maintenant les parametres + et 6 sur la base de la condition du 
minimum de l'estimation pour la norme de l'opérateur S. Notons que la fonc- 
tion q. (0, +) croît de façon monotone en +. Aussi pour la minimisation de la 
norme de l'opérateur S suffit-il d'étudier le domaine 0 < Tt < Tt08, 0 < 8 < 1. 


Dans ce domaine {|| S | < @, (6, +). 

Etudions la fonction , (6, x). Cette fonction croît de façon monotone 
en 6, aussi le minimum est-il atteint pour t = 1,6. Avec cette valeur du para- 
mètre T on aura 
IS Sp (6)= 1 (8, T0) = 8 (1—To71)+ V (1 —8)2+ 1730 — 

= 6p0+ V (1—6)° + 15702 
Bref, il faut démontrer que min ,? (8) = p,. Cherchons le minimum de la 
<8< 


IS1< | 
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fonction œ (8). Faisons la substitution de variable en posant 
6=(4—7z:)/({+ a), zE(—a*,1), à = vi. 
La fonction œ (8) se transcrit sous la forme 


D sys Po __ Po 
POS (VAT). dt 


De là on voit qu'il suffit de trouver le minimum de la fonction 
v(z)=Vr2+at—p,z/V T+ai 


dans le domaine —a° << x < 1. En calculant les dérivées de la fonction & (z} 


, — T = Po n = ai 
Os pres OR 70 


on trouve que l'équation v’ (r) = 0 fournit le point du minimum de la fonction 
v(z). En résolvant l'équation 


z*+ai _ zx 
VE 5 
on obtient le point cherché du minimum de la fonction v (x): 
Zo= apo/ V 1+a— pi € (0, 1),  0o—(1—2z0);(1+ a). 
Portant (12) dans (14), on aboutit à la valeur minimale de Ja fonction (8): 


_ za? 1—2Zy _ Zo 
® (60): V < a? —+ Po 4 + a? — Po + 0oPo - (43) 
IT ne reste qu’à exprimer z, et 6, en fonction des valeurs connues. En se 
servant des notations du lemme 4, on obtient 
1—p$= TEViVa 20 ToYsPo/ V 1—p$+ TV$ = XPo- (44) 


A partir de (12) il vient 
a = 25 (1 — pé)/(p8 — 28), 1 + à = p£ (1 — xÿ)/(p$ — z$). 
Donc 
1—2Zo , __Pô—zÿ _ Po(1—*?) (15) 


PP ge PO Dos) 1 HP 
Portons (14) et (15) dans (13) : 
1%?) __x+po _(1+x)—E(1—X) _ 1—E _- 
0,)= x Po { — 2 — = = — Po- 16 
PORT Ep px Ga) rEG on) ee pe (9 
Cherchons maintenant l'expression pour le paramètre % = 196, En comparant 
(15) et (16), il vient : 
BoPo = Po — X- (17} 
D'autre part, de (16) on peut tirer p, en l’exprimant en fonction de Po et x: 
Po — (Po — *)/(1 — XPo)- 
En portant p, dans (17), on trouve 
_ o=1 — HPor T= Toi — XPo). 
Le lemme est démontré. 
Les inégalités (9) peuvent être écrites sous la forme suivante: 


Yi (x, x) < (Cz, x) < Ye (x, z), (C1x, Cix) < 5 (x, zx), Ÿ1 > 0. 
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En y portant C — D-/2:(DB714) D-"2 et C1 — 0,5D-!/2 (DB-1A — 
— (DB”-14)*) D-"/2, on obtient les inégalités 
Y1D < DB”'A < Y2D, Y1 > 0, 
(D DB-\A ET x. DB-\A LE 2 z) LY: (Dz, 2). 
En portant dans (4) l'estimation (9’) pour la norme de l'opérateur S, 
il vient 


(18) 


Il Zn ID PS 11 20 ll. (19) 
Théorème 4. Soient 1. y: et y, les constantes dans les inéga- 
lités (18). La méthode itérative simple (2) pour la valeur du paramètre 


d'itération T = To = To (1 — Xpo) converge dans H, et on a pour 
l'erreur z, l'estimation (19). Pour le nombre d itérations se vérifie 


l'estimation nr > no(e), où no (e) = In e/ln Po, 


RS ER 
+ ve | 1+E Er Vs Vive vi 
Remarque. Comme le nombre d'itérations se définit par la 


valeur de &, qui peut être écrite sous forme 


E(V vive + (v3/v2) —v3/v2), 
l'opérateur B doit être choisi de manière que le rapport Ë = Y1/Y: 
soit maximal. ct ÿ3/y:2 minimal. 
Donnons des exemples de choix de l'opérateur D. Si en guise de 
D on choisit l'opérateur A*A ou B*B, les inégalités (18) pourront 
ètre écrites sous forme 


y1 (Br, Br) & (Ar, Br) < y: (Br, Bo), 
10,5 (AB — (B*)T A*) I < Y3. 


En effet. au cas de D — B*B cette assertion est évidente. mais 
si D = A*A, il faut procéder dans (18) à la substitution x — A”!By 
et obtenir les inégalités (20). 

Si l'opérateur B est autoadjoint, défini positif et borné dans H, 
on peut, en qualité d’opérateur D. prendre l'opérateur B ou A*B”-1A. 
Dans ce cas les inégalités (18) sont équivalentes aux inégalités 
suivantes : 


To = 


(20) 


"18 < À < Y2B, Y1 > 0, 
(B”l Aix, A1) < Y5 (Bz, z), A; —= 0,5 (A _— A*). 
En effet, pour D = B les inégalités (18) et (21) coïncident, tandis 
que pour D — A*B”1A les inégalités (21) découient des inégalités 
(18) après substitution de x — A-!By dans (18). 
3. Minimisation de la norme de l'opérateur résolvant. 


34. Premier cas. Au point 2, $ 4, on a obtenu les estimations pour 
les normes de l'opérateur S" basées sur l'inégalité H SIL IIS I". Voyons 


(21) 
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maintenant un autre procédé permettant d'obtenir l'estimation pour || S® ||. 
Ce procédé se fonde sur l'estimation du rayon numérique de l'opérateur. 
Rappelons (voir $ 1, ch. V) que par le rayon numérique de l'opérateur T, 


agissant dans l'espace hilbertien complexe H, on appelle la quantité 
p(T= sup (72,21, 2€ À. 
TEXTES 


Pour l'opérateur linéaire borné T le rayon numérique vérifie les inégalités 
L(DITI<PE(TD<HITI, p(TT) <{p (7), (22) 


où n est un nombre naturel. tandis que pu (T) > 1/2. 
En profitant de la notion de rayon numérique de l'opérateur, on aboutit 
à deux estimations pour la norme de l'opérateur S” suivant le type de l'infor- 
mation à priori sur l'opérateur C. 
Voyons le cas où l'information à priori est donnée sous forme des constantes 
Vis Ya € Ys: 
NE <CLYE, NCiz<Yslzl n>0 ze. (23) 


L'espace complexe À sera défini de la façon suivante: il est composé d'élé- 
ments de la forme z: = zx + iy, où x, y € H. Le produit scalaire dans H se 
définit par la formule 

(, w)= (x, u)+i(y, u) — é(z, v) + (y, v), 
= z<+iy, w = u + ir. 
L'opérateur IS C donné sur H est défini sur À de la manière suivante: 
z= Cr + iCy. 

En vertu des propriétés (22), pour tout nombre entier nr se vérifie l'esti- 

mation 


1 
Sn < Sn) << 2[p(S)}?, 
SU Tr P SN <21p (S)] 
aussi suffit-il d'apprécier le rayon numérique de l'opérateur S. 


On a le 


Lemme 5. Soient V1, Ye et Y: données dans les inégalités (23). À lors pour 
la norme de l'opérateur S = E — xC dans H pour % — min (To, XTo) se vérifie 
l'estimation 


I Sr 1 < 2p”, 
ou 
p?= 1—% (1 — Pa); 0<x<1, 4 = 1 (V1 + V2) 
1—(2—1/#) (1—Po), x > 1, 2(Vi+ Y$) ? 


To—=2/(Yi+ Ye) Po—=(1—E)/(A+HE), = Yi/Y2 
Pour démontrer le lemme, représentons l'opérateur C sous forme de somme 
C=Co+ Ci Co =0,5(C + C*), C1 = 0,5 (C — C*). Apprécions le rayon 
numérique de l'opérateur S = E — TC. On obtient pour tout =: € H 
(Sz, z) = (2, =) — T (Co, 5) — T (C2, 2). 
En vertu du fait que l'opérateur C, est autoadjoint, le produit scalaire 


(Coz, =) est un nombre réel. Puisque C, = —C*, (C,:, z) est un nombre ima- 
ginaire. Donc 


| (Sz, 2) = [(z, 2) — t (Coz, 2) + 7° | (Cz, 2) [*. (24) 
A partir des inégalités (23) on tire 
Va (2 2) << (Coz, 5) L'Ye (5 2), NC LKVYsN ZI (25) 
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Soit ||z|| = 1. De (25) il vient 
(2, 2)—T(Co, 2) | Lmax (| 1—71% |, | 1—7Tÿ p={ 


l (C1, DIS IGTUNZN< Ys 
En portant ces estimations dans (24), il vient 
P(T)= (TM) + Ty, 0LKT<E To, 
Pe (T)= (1— Ty) + TE, T > Vo. 
Choisissons le paramètre + sur la base de la condition du minimum d'appré- 


ciation du rayon numérique de l'opérateur S. Vu que la fonction œ, (+) croît 
en T pour T > To: 


° eo a 2 2 2 3 
ie) = 2e (ED y) > 2 MERE 0, 
le minimum p (S) en + doit donc être cherché dans le domaine + << %,, où pour 
p (S) est vérifiée l'estimation p° (S) < 1 (Tt). 
Etudions la fonction @, (t). Comme 


pi (t) = 2 (vi + v3) > 0, 


a (t) = 2 [t (vf + Yi) — Ml 
à zéro, on trouve le point extrémal de la fonction œ, (+) 


1—7t+,, OLTSE To, 
TYa—1, T> To 


p°(S)= sup |(S:, 2) 7 < 
H:l1=1 


en égalant la dérivée 


T — = To. 


T1 —= PR à Fe 

Vi+ Yi 
Pour t < 7, la fonction qi (t) décroît, tandis que pour + > 7, elle s'accroît. 
Aussi la valeur minimale de , (+) est-elle atteinte au point t = 7;, si % < To, 
et au point T = To, Si T1 > To- On a donc trouvé la valeur optimale’ du para- 
mètre t, t —= min (To, TX). De plus 


‘ 2 Pa (To), x2 À, 
ee (S<{ puit), 0x1. 


Calculons ; (to) et q, (T1). À partir de la définition de x et de l'égalité 1 — 
— ToŸ1 = Po, On obtient 


ToŸ1 ToY1 2 1— Po 
+ 3Y? T£yé 8Y ë "] ävf : ( Pc) 


Ensuite, 
Pa (To) = (1 — Toi) + TV = PS + (1 — Po)/X — (1 — po)? = 
= 1 — (2 — 1/x) (1 — po), 
Pa (tn) = À — U) + VE = 1 — 2 + Ti (vi + V8) = 
= 1 — = 1 — XtoU = 1 — x (1 — Po). 
Bref, le rayon numérique est apprécié. L’estimation du lemme s'ensuit de l’iné- 


galité || S? | L 2{p (S)}7. Le lemme est démontré. 
En recourant au lemme 5 on obtient l'estimation pour la norme d'erreur z,,: 


I Zn [ln < 2P7 1 2 llp- (26) 


Théorème 5. Soient ÿ,, Ye et V3 les constantes dans les inégalités (18). 
La méthode itérative simpie (2) pour la valeur du paramètre d'itération t = 
= min (To, XTo) converge dans H},, et pour l'erreur z, on a l'estimation (26). 
Pour le nombre d'itérations se vérifie l'estimation n > n)o(e), où no(e) = 
= ]n (0,5e)/ln p, x et p étant définis dans le lemme 5 


Les exemples de choix de l'opérateur D et l’aspect concret des inégalités (18) 
sont donnés au point 2.2 
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3.2. Second cas. En recourant à la notion de rayon numérique de 
l'opérateur, on obtient encore une estimation pour la norme de l'opérateur Sn. 
Admettons que l'information à priori est donnée sous forme de constantes 
Vi Ye et Ys dans les inégalités 


ME <CLYE, (Car, Cuir) K'Ys (Cr, 2). M > 0. (27) 
On a le 
Lemme 6. Soient Y,. Ye et Ya données dans les inégalités (21). Pour la 


norme de l'opérateur S = Ë — 1C dans H pour + = min (tà, xt) se vérifie 
alors l'estimation 


| I SI < 2p7, 
ou 
1—9o 1 

1— (2x —1 —<LA<LA, 

2 = 11 p0 2 = VitYetYs 

= 2-4 7 2 - 
(2-1) ie, eos +) 
#1 1+Po 


TD = 2/{Y + Ye + Vs) Po = (1 — EE) + E), E = Yi/ye. 
Et de fait, en représentant l'opérateur C sous forme de C = C, + Ci, 
où Co=0,5(C + C*) et Ci = 0,5(C — C*), il vient 
1 (Sz, 2) [2 = [(z, 2) — t (Coz, 2) + 7° | (Ciz, 2) [. 
A partir de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski et des conditions du lenme 
on obtient 
| (C12; 2) [° < (C3, C2) (z, z) < Ya (Coz: 2) (z, 2). 
Vu que pour tout z€ À on a les inégalités 
Ya (& 2) L'(Coz, 2) L' Ya (2, 2), N > 0, 
à partir des trois relations précédentes on peut donc déduire l'estimation sui- 
vante pour le rayon numérique de l'opérateur S 
p?(S)< max œ(t), où pe) —(1— T1) + Tyst. 
VIS ILRYs 
Etudions la fonction @ (t). Cette fonction ne peut prendre une valeur maximale 
qu'aux bouts du segment [y,. y.]. Donc 
p?(5) < { Pa (T) = (A— TP) + Tips, 0 LTLT, 
Pa (T)=(1— TV) + Ti VeVas T > T6. 
Choisissons le paramètre + à partir de la condition du minimum de l'estimation 
de p (S). Comme la fonction q, (t) croît en t pour t > t*: 


Ye V1 + Ye 
8 (T)= 2% [T (Ye — 1]. 2% =———© > 0, 
PE Cr) 2ve[ (yet va) — 1] > 2pe ER > 
le minimum p (S) doit être recherché dans le domaine t < t#, où pour p(S) 
s vérifie l'estimation p° (S) < @, (Tt). 

La fonction @,(t) pour t = T1 = 1/(Y; + Ys) = XxT* atteint la valeur 
minimale, mais pour t < T7, la fonction g, (t) décroiît, tandis que pour t > 7; 
elle croît. Aussi la valeur minimale de @, (t) sur le segment [0, t*] est-elle 
atteinte au point T = T;,, si 7 < T%, et au point t = 1, si T, > té. 

Finalement on a trouvé la valeur optimale du paramètre +: 

T = min (T$, XT£). 
De plus, ° . 


Pi (TS). x* > 1, 


min p?(S) < 
PSE pin), x<1 
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Calculons p, (t$) et q1 (t,). Des calculs simples fournissent t# = (2 — 1/x)/y:, 
Ys = 1/(2x7#) — y,. En utilisant ces relations, on obtient 
Pa (to) = À — TM) + (TO) ViVs = 1 — 2 + TO Y1/x = 
: = 1 — (2 — 1/4) ylye = 1 — (2 — 1/4) (1 — po)/(1 + Po)- 
Ensuite, 
Pa (U) = À — TP) + (TE) A aYs = 1 — TON = 
= 1 — (2x — 1) Valve = 1 — (2x — 1) (1 — po)/(1 + Po) 
On a ainsi obtenu l'estimation du rayon numérique. L'estimation du 
lemme est tirée de l'inégalité || S7 | & 2[p (S)]". Le lemme est démontré. 
En portant dans les inégalités (27) C = D-1= (DB-1A) D-1* et C, = 
= 0,5D-12 (DB-14 — (DB-'4)*) D-1=, on obtient les inégalités 


Y1D < DBTA <YD, N>0, (28) 
1 4 — =] $ 14. 1 * 
(o- 27 407 ar z. Le te :) Lys (DB-1Az, 7). 


Théorème 6. Soient ÿ], V2 et Ys Les constantes dans les inégalités (28). 
La méthode itérative simple (2) pour la valeur du paramètre d'itération + = 
= min (1, #1?) converge dans H},, et pour l'erreur :, se vérifie l'estimation (26). 
Pour le nombre d'itérations on a l'estimation n > n9 (€), où 


no (£) = In 0,5e/ln p, 
#, Pp et 19 étant définis dans le lemme 6. 


Fournissons l'aspect des inégalités (28) pour quelques exemples de choix 
de l’opérateur D. Si en guise d'opérateur D on prend l'opérateur 4*A ou B*B, 
les inégalités (28) peuvent être écrites sous la forme suivante: 


Y1 (Br, Br) < (Az, Br) < y: (Br, Br), > 0, 
110,5 (AB-1 — (B*)-14%) x IP < ys3 (4*zx, Br). 


En effet, les inégalités (29) dérivent directement de (28) après substitution 
de D = B*B dans (29). Au cas de D = A4"*A il suffit dans (28) de procéder à la 
substitution z= 4-1By. 

Si l’opérateur B est autoadjoint défini positif dans H et borné, on peut 
prendre en qualité d'opérateur D les opérateurs B ou A*B-14. Dans ce cas les 
inégalités (28) auront la forme 


B < A < Y2B, n> 0, (30) 
(B-1Az, Aux) < Ys (Az, z), A1 = 0,5(4 — A*). 


Notons qu'au cas de D = A*B-14 Jes inégalités (30) se déduisent de (28) après 
substitution mentionnée plus haut. 


(29) 


4. Méthode de symétrisation de l’équation. Dans la résolution de 
l'équation Au = f à opérateur À non autcadjoint on recourt à un 
procédé bien connu de symétrisation de l'équation. Au lieu de l’équa- 
tion primitive on étudie l'équation symétrisée 


Au=f, A—A*A, f— A*f, (31) 
qu'on obtient à partir de l’équation de départ en la multipliant à 


gauche par l'opérateur adjoint à À. En algèbre cette transformation 
de l'équation porte le nom de première transformation de Gauss. 


$ 3] EXEMPLES D'APPLICATION DES MÉTHODES ITÉRATIVES 319 


Pour obtenir la solution approchée de l'équation (31), prenons 
le schéma implicite à deux couches 


BTS + Ag, =f, k=0,1,..., wEXH, (32) 
+1 

avec l'opérateur B autoadijoint et défini positif. En guise d’opéra- 
teur D choisissons les opérateurs B ou À = A*A. Dans ce cas l’opé- 


rateur DB-1À est autoadjoint dans H et, par suite, les paramètres 
d’itération t, peuvent être choisis suivant les formules de la méthode 
de Tchébychev étudiée au $ 2. L'information à priori de cette méthode 
pour le cas des opérateurs D mentionnés prend l'aspect de constantes 


de l'’équivalence énergétique des opérateurs B et À = A*A 
B<A"AL VB, V>0. 


L'estimation de la vitesse de convergence de la méthode de Tché- 
bychev (32) et les formules des paramètres d’itération sont données 
dans le théorème 1. 


$ 5. Exemples d’application des méthodes itératives 


1. Problème de différences de Dirichlet pour l’équation de Poisson 
dans un rectangle. Afin d'illustrer l'application des méthodes ité- 
ratives à deux couches construites dans ce chapitre. étudions comment 
se résout le problème de différences de Dirichlet pour des équations 
elliptiques linéaires de second ordre. Le problème de différences 
sera traité comme une équation opératorielle 

Au = f (1) 
dans un espace de dimension finie des fonctions de mailles. On 
examinera les méthodes de Tchébychev explicite et implicite ainsi 
que la méthode itérative simple. 

Commençons l'étude des exemples par le problème de Dirichlet 
pour le problème de Poisson dans un rectangle. Supposons que dans 
le rectangle G = {0< zx, < l,, &« = 1, 2} à frontière T il s'agit 
de trouver la solution de l'équation de Poisson 


du , d°u 


Lu=-+ — f(x), z=(x, 2) EG, (2) 
1 è 
qui prend à la frontière T les valeurs données 

u(x) =g(r), rer. (3) 


Le problème de différences de Dirichlet correspondant à (2), (3) 
sur le maillage 


O—={z;y=(ih;, jh:) EG, O<Ki<N\, 0<j< 2, 
ha=liNes a=1, 2} 


320 MÊTHODES ITÉRATIVES A DEUX COUCHES [CH VI 


prend la forme 
Ay= NY y. =—q{x), zEw, y(r)=g(x), xEy, (4) 
a=1 «a 
où y—{r;; ET} est la frontière du maillage w, tandis que 
1 : : de : L 
Vs, = Te WTA j)— 2y (à, j)+y(i—1,)j)). 
1 2 — ne 
ya = ge (UE +1) —2y (Gi, j) + y, j —1)), 


y (ë, j) = y (ru). 

Au $ 2, ch. V,. on a montré que le problème de différences (4) 
peut être réduit à l'équation opératorielle (1) pour laquelle l’opé- 
rateur À se détermine de la façon suivante: Ay — —Ay, où y € H, 
y € H et y (x) = y (x) pour x r € w. À est ici un ensemble des fonc- 


tions de mailles associées à ow et s’annulant sur y. tandis que H est 
l'espace de fonctions de mailles données sur &w et dont le produit 


scalaire (u., v) = à u (x) v (x) kihe. Le second membre f de (1) 


xco 
ne diffère du second membre œ de l'équation aux différences (4) 
que dans les nœuds frontières : 


f (2) = @q (x) + qu (z)/h5 + pe (z)/h, 


g (0 T2) Ti = h;, 
(2x) = 4 0, 2h, <r, li — 2h, 
8 (li, Ze), Zi=lj—h, 


(Zi, 0) To ne ho, 
2(x) = 4 0, 2h L T2 la — 2h, 


(ris dr),  Z2—=l2—ho. 


Bref, on a réduit le problème aux limites discret (4) à l’équation 
opératorielle (1) dans un espace hilbertien de dimension finie H. 

Pour la résolution approchée de l'équation (1), prenons la méthode 
explicite de Tchébychev (B — E): 


BAIE + Ay,=f, k=0,1,..., YoEA, (5) 
L 2i—1 
ou pr EM = {—cos IE, i— 1,2, ….,n}, 
(6) 


k = 1, 2, .... NA, 
n > no(e), no(e) = In (0.5e)/In p:. (7) 
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Au $ 2, ch. V, on a montré que l'opérateur À qu'on vient de 
définir est autoadjoint dans H et ses bornes y, et y: coïncident avec 
les valeurs propres minimale et maximale de l’opérateur de diffé- 
rences A. c'est-à-dire 


ME LAVE, N>O0, (8) 
où 
7 & 2 sh e 4 xh 
= + ul R n D TE one ®) 
a= = 


Les opérateurs À et B — Æ sont autoadjoints et définis positifs 
dans FH. Il s'ensuit donc des exemples examinés au point 3 du $ 2 
que y1, Y2 de (8) sont des constantes de la méthode de Tchébychev 
(5)-(7), si en guise de D est choisi l’un des opérateurs £, À ou 4°. 
Alors dans les formules (6). (7) 


nie DAIZVE pv 
mort PTT MOITYE : V2 ? 
où y1 et y2 sont définis dans (9). 

Vu que 1 = O (1), tandis que Yÿ2 == O (1/h° + 1/h?), on a E — 
= O(|h |), où |k F — h? + hi. Donc pour |’ CRE ‘étudié l'esti- 
mation asymptotique du nombre d’itérations n0 (e) prend la forme 


m(e)=0 (pin +). 


Dans le cas particulier de G carré de côté L (1 = le = L) et de 
maillage w carré (41 = he — hk — L/N), on a 


To = 


2 Th 5 > Th - 2 JU 
Vi r SIN 5, Ver COS Tr, = Îg TX ? 
.. Th 
n° | ni 1—sin TJ. 
To—-Z rs Po—CoS——, Pi 7h ? 
COS —— 


ia Li 


M(E)& — -nix = 0,32N In = (10) 
Donc, le nombre d'itérations n est au nombre de 
nœuds Ÿ dans une direction. Notons que le nombre d’inconnues du 
problème (4) est égal à Af — (N — 1). c'est-à-dire que le nombre 
d'itérations est proportionnel à la racine carrée du nombre d'’in- 
connues. 

Le schéma opératoriel itératif (5) pour B — E peut être écrit, en 
utilisant la définition de l'opérateur À et du second membre f. 
sous forme de schéma aux différences suivant: 


Yn4+i = Yn + Th+1 (AY + PP), zEo&, Yyls = 8 k=0,1,... 
21—01162 
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En y portant (4), on obtient les formules de calcul 
ÿne (Es D = (1) y (E, j)+ 


To 


Le [ yr(i+1, D (—1, i) + Jr (ë. HAE (&. j— 1) 
1SiSN.—1, 1<j<N:—1. 

L'approximation initiale yo est une fonction de maille quelconque 
sur & prenant à la frontière y les valeurs données yo (x) = g (x) pour 
z € Y. 

Apprécions le nombre d'opératicns arithmétiques Q (e) nécessaire 
à l'obtention de la solution approchée du problème de différences 
(4) à la précision € en utilisant la méthode de Tchébychev (5)-(7). 

En posant donnés les paramètres d’itératicn t,. on cbtient que 
pour le calcul de y,+1 dans un nœud du maillage « il faut neuf opé- 
rations arithmétiques. Le nombre de nœuds intérieurs dans le maillage 
w étant M—(Ni—1) (NV: — 1). la réalisation d’une itératior 
exige Qo Æ 9N1V2 opérations arithmétiques. Donc Q (£) — nQo & 
& 9SnNiNs, où n est le nombre d'’itérations. 

Pour le cas particulier examiné plus haut le nombre d'’itérations 
n est déterminé dans (10) et. par suite. cet exemple donne 


Q (e) = 2.9N8 In (2/e). 


Pour résoudre l'équation (1). voyons maintenant la méthode 
itérative simple. Le schéma itératif de la méthode itérative simple a 
la forme (3), tandis que les paramètres d’itération 74 et le nombre 
d’itérations x s'obtiennent à l’aide des formules du théorème 2: 

2 In _ 1—c nn Y1 ; 
Va + Ye , In 0, ” Po — {LE ? E— Va ’ (11) 
où y1 et y: sont définis dans (9). À partir de (9) et (11) on obtient 
l'estimation asymptotique en À du nombre d’itérations de la méthode 


+. à) |, 


Tr = To = n>nNo(e) — 


itérative simple no(e) — 0( In +). Pour le cas particulier 
étudie plus haut, on obtient 
21° Î 1 
ee ————— — ON? Et 2 
n(e) = rs ln &O2NIn—, (12) 


autrement dit, le nombre d'’itérations de la méthode itérative simple 
est proportionnel au carré des nœuds Ÿ suivant une direction (ou 
au nombre d’inconnues de l'équation). 

En comparant les estimations du nombre d'itérations des mé- 
thodes de Tchébychev (10) et iterative simple (12) on constate que 
la méthode itérative simple exige un nombre beaucoup plus impor- 
tant d’itérations que la méthode de Tchébychev. Pour la confron- 
tation de ces méthodes sur des maillages réels, fournissons les valeurs 
vraies du nombre d'itérations pour le cas particulier susmentionné 
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en fonction du nombre de nœuds NW suivant une direction pour € — 


= 4074 (en premier lieu on indique le nombre d'itérations de la 
méthode de Tchébychev) : 


N —=32 n— 101 nr — 1909 
N —=64 n—202 n — 1642 
N = 128 n— 404 n — 30571. 


Fournissons les formules de calcul de la méthode itérative simple 
pour le cas particulier étudié: 


| I 


Ynæs (E, h=+[u G+ 1, j)+yr(Gi—1, j) +, j+1)+ 


+ ya (i, j—1) + pi j). 


La très forte dépendance du nombre d'itérations de la méthode ité- 
rative simple du nombre de nœuds du maillage est la raison de 
ce qu'’actuellement cette méthode n'est presque pas utilisée pour la 
résolution des équations de mailles elliptiques. 


2. Problème de différences de Dirichlet pour l’équation de Poisson 
dans un domaine quelconque. Supposons qu'il s’agit dans un domaine 


limité quelconque G à frontière T de rechercher la solution de l’équa- 
tion de Poisson 


o°u d'u 
Lu tre —1(@), T= (x. T2) EG, (15) 
qui prend à la frontière l les valeurs données 
u (rx) = g(xz), zer. (14) 


A titre de simplification. examinons le cas quand l'intersection 
du domaine G avec la droite passant par le point x € G et parallèle à 
l'axe des coordonnées n'intercepte qu’un seul intervalle. 

Recouvrons le plan d’un réseau formé par l’intersection de 
droites parallèles aux axes de coordonnées et menées à la même distan- 
ce k l’une de l’autre. 

Les points x;; du réseau appartenant à G appelons nœuds du mail- 
lage w = {r;; EG}. Désignons par A, (r;;) l'intervalle formé par 
l'intersection de G avec la droite passant par le point x;; € w paral- 
lèlement à l’axe des coordonnées OUzx,,. & — 1. 2. Les extrémités de 
cet intervalle seront appelées nœuds frontières dans la direction x,. 
L'ensemble de tous les nœuds frontières dans-la direction x, sera 
désigné par ÿ., tandis que par Ÿ = 1 2: sera désignée la frontière 
du domaine maillé. Les ensembles des nœuds intérieurs et frontières 
constituent le maillage © — w |) y dans le domaine G. 

Prenons l’un des intervalles A,. L'ensemble de nœuds z;; € w 
se plaçant sur cet intervalle sera désigné par ow, (x). B — 3 — a. 
œ — 1, 2. Au moyen de w; (xs) désignons l’ensemble composé de 
21% 
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nœuds w, (z4) et de l'extrémité droite de l'intervalle A,. Définissons 
a (xs) comme l’ensemble composé de nœuds w, (r$) et d'extrémités 
de l’intervalle A. Désignons par r£*'«) et xl les nœuds voisins 
du point z;; € w, (xs) respectivement à droite et à gauche et appar- 
tenant à ©, (xp). 

On appellera pas R£ (x;;) du maillage w au point x;; € w la dis- 
tance entre les nœuds x,;; et afF lo) € w. Notons que si tous les quatre 
nœuds zfF 10) voisins de zx;; appartiennent à w les pas k% sont alors 
égaux au pas principal du réseau k. Dans les nœuds voisins de la 
frontière k* < h. Entre les pas h* et 25 on a la relation 

hE (m=ha@S *). 

Au problème (13), (14) faisons correspondre sur le maillage w 

le problème aux limites discret 


Ay= dy = —q(r), rEw, y(x)=g(x), zEy, (15) 


ai [e Ang» 2 


+1 1 
1 ,,+1 =+(2 y y— y —) 
JU #— y); LE AC PET he he ! 


Le problème de différences (15) se réduit à l'équation opératorielle 
(1), l'opérateur À se définissant de la même façon qu'au point 1. 
Le produit scalaire dans À est donné ainsi: 


(u, v) = ÿ u(z)v(xr)h*. 
XEW 
Introduisons quelques notations qu'on utilisera dans la suite. 
Définissons les produits scalaires pour les fonctions de mailles don- 
nées sur w au moyen des formules : 
&.vhu,= 2 u(z)v(x)A, 
XaEVa Xp 
@u)s= À  u(rv(r)ha(r), 
a + 
XaEWa (xp) 
(u, v), =((u, RCE Lo, B—3—a, a—1, 2. 
En recourant à ces notations, on peut écrire le produit scalaire 
dans À sous la forme 


(u, v) = ((u, vos 1e, = (U; vhos Lu: (16) 
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De la définition de l'opérateur À on déduit que 


(Au, v)= — (Au, D) = —((uz 2, Das Du, —((Uz 3: Vus, Das: 
Or, comme en vertu des formules de différences de Green on a l'égalité 
(voir point 3. $ 2. ch. V) 


© o o o [à Oo 
Us Vo, = (Us VE Du = — (u. Ve & J6a 


on en déduit les égalités 
(Au, v)=(u, Av), 
(Au,u)= N' (UE ,l)e uEH, UE. (17) 
a=îi œ 
La première de ces égalités démontre que l'opérateur À est auto- 
adjoint dans X. 


Pour résoudre de façon approchée l'équation (1), adressons-nous 
à la méthode implicite de Tchébychev 


BAIE + 4, —f, k—0,1,..., VC H, 


où en guise d’opérateur B est pris l’opérateur diagonal facilement 
inversible 


1 1 1 
By=(+b)y. (= (mm trm) 2=12 (48) 


Expliquons le choix de l'opérateur B. Si l'équation (1) est traitée 
comme un système d'équations algébriques linéaires de matrice # 
correspondant à l'opérateur À, la matrice correspondant à l’opé- 
rateur B est alors la partie diagonale de la matrice 4. 

Comme les opérateurs À et B sont autoadjoints et définis positifs 
dans À, ÿ1 et Y2 compris dans les conditions (6). (7) constituent des 
constantes de l’équivalence énergétique des opérateurs À et B: 


18 < À < Y:B, nn > 0, 


si en guise de D est choisi l’un des opérateurs À, B ou AB714. 
Cherchons les estimations pour ÿ1 et 2. Montrons d’abord qu'on 
a l'égalité 
Y1 + Ye: = 2. (19) 


En effet. soit u (x) la fonction de maille arbitraire de À. Exami- 
nons la fonction v (x) qu'on définira de la façon suivante: 


Ù (ziy) = (—1)*+ u (zij), ti; E ©. 
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Calculons la valeur de l’opérateur de différences Av au point 
Zij. Il vient 


2 2 +1, ° o 1 
At De (=) _ 
(&, j) À h hÈ he x=x;} 
5 9 tfétiei uit 
(183 (it ) 
a) h he he x=x,; 
_ — 2 (— 1) 5 (D (ri5) + be (m5) U (mi). 
onc 
Avi, j) = —Av(i, j) = (—1)+ (2B — A) u (i, j). 
Ensuite, vu que 
qe De D (Av, v)—2(Bu,u)—(Au,u), (Bv, v)=(Bu, u), 
on a 
(Av, v) (Au, u) _ 
PT en ea 2 — Y1. 


La proposition est démontrée. 
En utilisant la relation (19) on obtient que dans les formules (6) 


To = 2/(a1 + Ve) = 1, po = (ve — V)/(ve + V1) = 1 — Vi. 
Pour le calcul des paramètres d’itération 7, il suffit donc de trouver 
l'estimation pour y. À partir du lemme 13. $ 2, ch. V, il s'ensuit 


que pour toute fonction de maille y € Hona l'inégalité 


(bay; Yo, < Ha UE ’ lus , aœ=1, 2; (20) 
OÙ Xa = %Xa (Ts) = Max (x), quant à v%(x), c'est la solution 
XxaEVa (xp) 


du problème aux limites triponctuel suivant : 


PA — —b, (x), To € Où (xp). (1) 
va (x) — 0, La € Va: 
En divisant l'inégalité (20) par x, et en sommant en os. il vient 
b o o o, eo, 
(== UE y) (GE . Los s Dog = (VE » Lés a = 1. 2 


En additionnant ces INEgAnIeE on obtient 


(S FE ÿ, y) < > (QE + De (22) 
a=i 
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Po h LE 
| 
Le (: Zg) Lx (Ts) 
Fig. 3. 


De (17), (18) et (22) il s'ensuit que pour y, on peut choisir 
la quantité 
. b. (x) 
ka (xp) ” 


M 


Yi = min 


ne 9 
xew P1(7) + be (x) (23) 


a=1 
Il ne reste qu’à calculer x,. Cherchons pour cela la solution du 
problème (21). 

Soient £, (xs) et L, (xk) les extrémités de l'intervalle A, sur 
lequel se disposent les nœuds du maillage @, (xs). En vertu de la 


construction du réseau sur le plan les pas ÀY ne diffèrent de À que 
pour les nœuds voisins de la frontière (voir fig. 3). 


Aussi sur le maillage &, (xs) la différence divisée v- - et le 
a'œ 
second membre de l'équation (21) peuvent-ils s’écrire de la sorte 


+1 1 
| v Xp U—V œ 1 | 1 , — 
es = % | ho he }» ba (5 + =). Ta=la the, 


1 


+1 1 2 3 
8, = 7e a—2y+r a), ba ++ : EL +ha<rze<La—ha;, 


U= 
Le à 


- 1 
À fo Ton v—v 1 1 1 
es ne) bep) Salah. 


La vérification directe montre que la fonction de maille 

4 (ha) — (ht) : ne 

ve (2) = pr | (re — la) (La Ta + EE) + he — (Ha) | 
pour r, Ewa (xs) est la solution du problème (21). Vu que 


1 
UT (r) 7 (Ta — la) (Lo —ta) +1, 
on a 
DRE 
Xe = Max Ur) (<=) + 1. (24) 
XaE%a xp) . 
En portant (18) et (24) dans (23) on obtient l'estimation pour ÿ1. 
L'estimation grossière de Y, peut ètre obtenue de la façon sui- 
vante. Supposons que le domaine étudié G soit inscrit dans un carré 
de côté L. Dans ce cas L, — L, << L pour tout & et, partant, x, < 
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< ŒF/(4R°) + 1, & = 1, 2. En portant cette estimation dans (23), 
on obtient y1> 4h°/([° + 4k°), c'est-à-dire que ÿ1 Æ 4h°/F. Comme 
Ye = 2 — V1 E = Yi/ye & 2h°/T. Par conséquent, de l'estimation 
(7) du nombre d'itérations on tire 


l° 
M % 7 in Ê LOB5SN In£, (25) 


où V est le nombre maximal de nœuds en chaque direction. 

Donc. pour la méthode de Tchébychev implicite étudiée ici le 
nombre d'’itérations ne dépend que du pas principal du maillage h 
et est indépendant des pas irréguliers À% dans les nœuds voisins de 
la frontière. En comparant l'estimation (25) à celle obtenue aupara- 
vant dans (10), on constate que le nombre d’itérations pour le cas 
du domaine arbitraire G inscrit dans un carré de côté L est le même 
que pour le cas où le domaine G est précisément le carré mentionné. 

Donnons les formules de calcul pour la méthode itérative de 
Tchébychev quand cette dernière est utilisée pour la résolution du 
problème de différences de Dirichlet pour l'équation de Poisson 
dans un domaine G arbitraire: 


Yn+s (Tis) = (L —Trss) Ur (Lis) + 


Thes IN RE US ME Du 
Ed (z15) + bo (zij) [+ ( h*? «A h3 + h5 F hs )+o L 


Ti ED, Yr(x)=Zg(z), zEY. 


Notons que dans le ch. X il sera construit pour le problème étu- 
dié une autre méthode implicite de Tchébychev (methode itérative 
triangulaire alternée) pour laquelle le nombre d'opérations arithmé- 
tiques de la mise en œuvre d’une itération est quelque peu supérieur 
à celui que nécessite la méthode qu'on vient de décrire, quant au 
nombre d'itérations, il est sensiblement inférieur, ce qui rend la 
méthode très efficace. 


3. Problème de différences de Dirichlet pour l’équation elliptique 
à coefficients variables. 

3.1. Méthode explicite de Tchébychev. Etudions le problème de 
Dirichlet pour l'équation elliptique de second ordre à coefficients 


variables dans le rectangle G = {0Sz,< Le, a« — 1, 2}: 


2 
Lu= D (ken )—-g(u=-f(), 26, 


(26) 
u(x) = g (x), zer. 
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Sur le maillage rectangulaire 
w={riy=(ihs, jh) EG, OLIiSN,, OKjLNe, 

RL=LINe, al; 2? 
au problème D LAC (26) correspond le problème de différences. 


S ae UP 
A 2 (aa (x) yr d(z)y=—æp(x), re, 27) 
y(x) =£g (x), x EY. 
Si les coefficients À, (x). g (x) et f (x) constituent des fonctions suf- 
fisamment lisses, les coefficients a, (x), d (x) et q (x) du schéma aux 
différences (27) peuvent alors être définis, par exemple, de la façon 
suivante : 
; (ris) = ka ((— 0,5) hi,jhe), do (tiÿ) = ko Ga, (j —0,5) 2), 
d'(zis) = q (xiy, Pis) = Î (Gi). 
Admettons que les coefficients du schéma aux différences (27) satis- 
font aux conditions : 
0La<Las (t)Lcs, rEw, 
(28) 
0Sd<Ld(r}L du rEow, a —=1, 2. 
Ces conditions garantissent l’existence et l’unicité de la solution du 
problème (27). 
Le schéma aux différences (27) se réduit à l’équativn opératorielle- 


(1) de la façon banale: Ay — —Ay, où y CH, y € H, tandis que H 
est l’espace de fonctions de mailles associées à w au produit scalaire. 


(u,v)= Uu(r)v(z) hi, 
xEw 


le second membre / de l'équation (1) ne diffère du second membre œ- 
du schéma (27) que dans les nœuds voisins de la frontière. 

Pour résoudre de façon approchée l'équation (1), recourrons à la 
méthode explicite de Tchébychev (5)-(7) (B = E). On a montré au 
$ 2. ch. V, que l’ opérateur A défini ici est autoadjoint dans Æ. Aus- 
si l'information à priori de la méthode de Tchébychev acquiert-elle- 
la forme de constantes 1 et y. des inégalités VE < A LYE, Ÿ > 0, 
si en qualité de D on a choisi l’un des opérateurs E, À ou A*°. Cher- 


chons ces constantes. A cette fin introduisons |’ opérateur A, corres- 


« 


pondant à l'opérateur de différences À, où Ày else 
et définissons les produits scalaires suivants pour les fonctions de- 
mailles données sur «: 
en NS — 
(u, Vo, a” rs u (x) U (x) Ro (u, OP 4, u (x) UV (x) Ras 
[o 2 


(u, ve = ((u, DRE Log B—3—ax, a—=1, 2. 
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On a ici 
Lalla. i=ites ISIN, —A1} az {ta i=ihe 1<i<N)}. 


Les produits scalaires qu’on a introduits ici sont des analogues des 
produits scalaires définis au point 2. 


A partir de la définition des opérateurs À et À et des formules 
aux différences de Green (voir point 2, $ 2. ch. V) on obtient 


(Au, u) = —(Au, ü) = — (aus. ju, 1e, —((@rtz... Wus Los + 


L (du, u)= 5 (aan 1)e+(du, u), (29) 


(Au, u)= —(Âu, u)= N (UE lle UEH, UE. 
Gr œ 


Compte tenu des inégalités (28), on obtient de ce qui précède 
les inégalités opératorielles de la forme 
Â+dE<A£cÂ+dE. (30) 


Au point 1, $ 9. il a été montré que l'opérateur À possède 
des bornes | 


c'est-à-dire qu'on a les inégalites 
NESASYE. (31) 


A partir de (30) et (31) on obtient que l'opérateur À possède 
des bornes Vi Cid ds. V2 = CaŸe + do. 


Bref. les constantes Y1 et y. sont trouvées. En les utilisant, calcu- 
lons suivant les formules (6) les paramètres d'itération 1;, tandis 
qu'à l’aide des formules (7) cherchons l’estimation pour le nombre 
d'itérations 7. 


Vu que Ë— ÿ/Y2 = O (| 4 |2), E— Ys/v2 = O (| À |?) et on a pour le 
nombre d’itérations de la méthode étudiée l'estimation asymptotique 
Suivante : 


No (Ee) 0 (in 2) : 


tandis que la constante dans l'estimation est fonction des caracté- 
ristiques extrémales des coefficients a, (x) et d (x), autrement dit, 
de cet d,. &œ = 1, 2. 
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Dans le cas particulier, quand G est un carré de côté L (l1 = le = 
= 1), le maillage © est carré (41 — hs — h — IN) et d=0, on 
obtient 


. 8c; sin? rh __ 8c. > Ah = 
Vi Sin 5. Vi= ns COS, E= 


et, partant, 


n(e)&V/ Lin 2% 0,32y € N in à 


C1 th 

En comparant l'estimation obtenue pour le ee d' itérations de 
la méthode de résolution explicite de Tchébychev de l'équation aux 
différences (27) à coefficients variables avec l’estimation (10), on 
trouve que pour l'exemple considéré le nombre d'’itérations est 
V c2/c1 fois supérieur au nombre d’itérations quand les coefficients 
sont constants. 

Donnons les formules de calcul pour la méthode explicite de 
Tchébychev (5)-(7) utilisée à la résolution de l'équation aux diffé- 
rences (27). Ces formules prennent la forme: 


Yr+1 ( j) = Ln+s (ë, j)yr (ë, j) + 
arf lei GA on (HA D) 4e (ue GA, Di 
++ las (é, j+ ya, j+1)+a2(i, j)yn(i, j—1)]+o(i, j)}, 
1ISISN 1, 1Sj<No—1, 


où on a posé 


"Re 4, j) + | 
Qh+i (és j) = Î—Ta+: [ee + Gus Lu RU 


ete Loup], 


tandis que l'estimation initiale yo est une fonction de maille arbitrai- 
re sur w qui prend sur y les valeurs fixées : y (rx) — g (x) pour x € y. 


3.2. Méthode implicite de Tchébychev. Pour résoudre de façon 
approchée l'équation (1) construite au point précédent et corres- 
pondant au schéma discret (27). voyons maintenant la méthode 
implicite la plus simple de Tchébychev (5)-(7). En guise d'opé- 
rateur B prenons de nouveau, comme au point 2. la partie diagonale 
de l'opérateur À 


By = by. 
(De lei (i+ 1, 4e (D 


+ lat, j4+1)+a(i, + d( D. (39) 
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Etant donné que les opérateurs À et B sont autoadjoints dans H 
et définis positifs. l'information à priori de la méthode implicite de 
Tchébychev (5)-(7) acquiert l’aspect de constantes de l'équivalence 
énergétique des opérateurs V18 < À < Y2B, ÿ1 > Ù, si en guise de D 
on a choisi l'un des opérateurs À, B ou AB71A. 

Cherchons les constantes V1 et y. De même qu'au point 2, on 
démontre qu'on a l'égalité ÿ1 + y: — 2. Aussi dans les formules (6) 
donnant les paramètres d’itération t;,, on à To — 2/(Y1 + Y:) = 1, 
Po = (Ve — Y1)/(ve + Va) = 1 — Ya. 

Apprécions ÿ1. À partir du lemme 14, $ 2, ch. V. on tire que pour 


toute fonction de maille y EHona l'inégalité 
EU, Puy LXa | (at + Das + (ds Vu, | a=1, 2, (33) 
OÙ Xa — Xa (Ts) = max v*(x), tandis que v% (x) est la solution du 
problème aux its tiponetuel suivant: 
GaUE ja, — + = —b(x) ha L Te la has 
va(xz) = 0, = 0 la hp<KrsLlp—hg, B—=3—-a, a—=1,2. 


A partir des inégalités (33), en divisant par x, et en sommant 
ensuite en og, il vient 


b: 7° LE { o o 
(A y,v)<t., ++, a=1, 2 


En additionnant ces inégalités, compte tenu de (29), on obtient 


(34) 


2 


1 o o É o 5 5 
(5 by, y)< D (Gay£ , 1)+ (dy, y)=(Ay, y). 
œ (à 


à 
a=1 a=1 


Par conséquent, on peut prendre en guise de 1 
9 


y, = min ÿ 1 min min 
À xEw … ka x,€w, *1 (xs) x, Eu 2 (21) ° 

Finalement, pour trouver Y1, il faut résoudre l'équation (34), 
obtenir x, (xs) et à l’aide de la formule (35) calculer y1. La constante 
v2 S’obtient suivant la formule yes — 2 — 1. 

Cherchons l'estimation pour le nombre d’itérations de la méthode 
implicite de Tchébychev étudiée. De la théorie des schémas aux 
différences il s’ensuit que le schéma aux différences (34) est stable 
à droite en métrique régulière, c’est-à-dire qu'il existe une telle 
constante M, indépendante des pas du maillage 1 et h:, vérifiant 
pour la solution de l’équation (34) l’estimation 

max va (r) << M (b°, 1)1/2. 
œ 


Xa€Wa 


(35) 
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Comme b(n =0(-) à out hk, pour xEw, il s’ensuit que 


| 1 
_— ° 22% ss RE 
D nr (0) =0 TE ]: 
et, par suite. y1 = © (h°) et y: = O (1). Donc E = y1/ÿe = O (h°), 
tandis que pour le nombre d'itérations on a une estimation asymp- 
totique en =, identique à celle de la méthode explicite 


n(e)=0(+in 2) | 


En quoi consiste l'avantage de la méthode itérative implicite par 
rapport à la méthode explicite de Tchébychev étudiée auparavant ? 
La réponse à cette question est fournie par le théorème suivant qu'on 
donnera sans démonstration. 


Théorème 7*). Pour le schéma itératif (5)-(7) à opérateur À 
correspondant au schéma discret (27), le meilleur dans la classe d'opé- 
rateurs diagonaux B (c'est-à-dire pour lequel le quotient Ë est maximal) 
est l'opérateur défini par la formule (32). 

Il découle du théorème 7 que si en guise d’opérateur PB on choisit 
la partie diagonale de l’opérateur À, le quotient Ë — Y1/ÿ2 des cons- 
tantes de l’équivalence énergétique Y1 et y- des opérateurs À et B 
sera maximal et, partant, le nombre d'itérations nr minimal. 

llustrons les avantages de la méthode implicite sur l’exemple 
modèle suivant. Soit le schéma aux différences (27) donné sur un 
maillage carré dans un carré unitaire 41 — he — h — 1/N, l1 = 
— Lo —= 1. 

Les coefficients a1 (x). a: (x) et d (x) seront choisis de la façon 
suivante : 


a (x) = 1 + cz; — 0,5) + (ze — 0,5)*], 
Ge (x) = 1 + c{0.5 — (x, — 0,5)* — (ze — 0,5)*], 
dx) =0, c > 0. 


En outre. dans les inégalités (28) on a c4 = 1, ce = 1 + 0,5c. dy — 
— de = 0. En variant le paramètre c. on obtient les coefficients du 
schéma aux différences (27) aux caractéristiques extrémales diffe- 
rentes. 

On a montré que dans le cas de la méthode explicite le nombre 
d’itérations dépendait du quotient c2/c1. Pour la méthode implicite 
le nombre d'’itérations est fonction non pas des valeurs maximale 
et minimale des coefficients a, (x), mais de certaines caractéristi- 
ques intégrales de ces coefficients. 


*) Ce théorème est un cas particulier d’un théorème plus général démontré 
dans: G. Forsythe, E. G. Straus, On best conditioned matrices, Proc. Amer. 
Math. Soc. 6 (1955), 340-345. 
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On a présenté au tableau 7 le nombre d'itérations associées aux 
méthodes explicite et implicite en fonction du quotient c./c1 et du 
nombre de nœuds W suivant une direction. Les calculs sont effectués 
pour & — 107, C'est pour le cas où le paramètre c — 0. c’est-à-dire 
quand a, (x) = 1, et que l’on étudie l’équation de Poisson, le nom- 
bre d’itérations des méthodes explicite et implicite est le mème et 
est donné au point 1. 


Tableau ÿ 


N=32 N :: 64 N=I28 


implicite cxolicite implicite | explicite | implicite | explicite 


123 286 
149 < 971 
175 1142 
192 | 2283 
202 : 4565 


Il s'ensuit du tableau que dans l’exemple étudié le nombre d'’ité- 
rations de la méthode implicite est beaucoup inférieur à celui de la 
méthode explicite. La dépendance du nombre d’itérations du quo- 
tient c2/c1 est moindre pour la méthode implicite que pour la méthode 
explicite. 

En guise de conclusion, donnons les formules de calcul pour la 
méthode implicite de Tchébychev: 


Yræi (és 1) = (1 —Tr+s) Ya (È, À) + 


+ ( [es (+, j)yx G +. j) +ai(é, j) ur — A, jÿ)] + 


Ce 


ge lea +1) ya (41) Ha j) vx G, +1) + (. ÿ)} ’ 
1SISNi—1, 1Sj<N2—1, 


où b (i.j) est défini dans (32). tandis que l’'approximation initiale 
yo est une fonction de maille arbitraire sur &w qui prend sur la fron- 
tière y les valeurs données: yo (x) = g (x). rx € Ÿ. 

La comparaison des formules de calcul pour les méthodes expli- 
cite et implicite montre que le nombre d'opérations arithmétiques 
exigé pour le calcul de y,+1 sur la base de y, fixé est pratiquement 
le même pour les deux méthodes. Etant donné que pour la méthode 
implicite le nombre d'’itérations est sensiblement plus faible que 
pour la méthode explicite, il est naturel que la préférence soit accor- 
dée à la méthode implicite. 
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4. Problème discret de Dirichlet pour l’équation elliptique à déri- 
vée mixte. Il s’agit de résoudre le problème de Dirichlet pour l'équa- 
tion elliptique à dérivées mirtes dans le rectangle G = {0<zr,< los 
a = 1, 2} à frontière l 


0 Ô : 
Lu= D, (het) — —j(2, 366. 


u(r) =g(x), zxer. 
On suppose que sont vérifiées les conditions de symétrie 
k2 (2) = ka (@), z€G, (36) 
et d’ellipticité 
NES D, halo SD > 0, (37} 
a=1{ a,fi=1 a—1 


où £ — (Ë1, E+) est un vecteur quelconque. 
Sur un maillage rectangulaire 


w={r;;= (ils, jh:) EG, OGISNs, OLIS, 
ha = LIN: Œ = 1, 2} 


au problème différentiel correspond le problème discret de Dirichlet 


Ay = 0,5 ; > (UT UER ES + (KasUxg)x |] = —q(xz), zxEo. (38) 


F=1 
ya) =8(:) zEy, 


où y est la frontière du maillage w. 
Au $ 2, ch. V, on a montré que le problème de différences (38} 
se réduisait à l'équation opératorielle (1) de la façon bauale: Ay — 


= AY, où y € HT, yeH et y (x) — y (x) pour x € w. H est ici un 
ensemble de fonctions de mailles données sur w et s’annulant sur *, 
tandis que 7 est l’espace de fonctions de mailles données sur w avec 
produit scalaire 
(u,v)= Y u(x)v(x)hijh. 
x€u 

On y a également montré qu'avec la satisfaction de la conditicn (56) 
l'opérateur construit À est autoadjoint dans H et. si les conditions 
(37) sont remplies, possède des bornes y, et y- égales à 


Ÿ 
Y 


9 ha 
"HT 9 
2la 


= 
| 
ax 
LD 
Sn 
[a] 
pes 
= 
t, 
| «4 
no 
R 
— 
ty 
| 
Le 
ts 
LM 
E 
œ 
© 
47] 


(39) 


c'est-à-dire 
NE < AK Y:E. (40) 


336 MÊTHODES ITÉRATIVES À DEUX COUCHES [CH. VI 


Pour résoudre de façon approchée l'équation (1) correspondant 
au schéma discret (38), rapportons-nous à la méthode explicite de 
Tchébychev (5)-(7) (3 = E). Vu que les opérateurs À et B sont 
autoadjoints et définis positifs dans FH, l'information à priori prend 
la forme de constantes y: et y: dans les inégalités (40) et la méthode 
converge dans H,, où D — À, B ou AB-A. 

A partir de (39) on obtient 


m=O(), m=0(%), E=-o(iu), anti. 


Donc pour l’exemple envisagé l'estimation asymptotique en À 
du nombre d'’itérations #0 (e) prend la forme 


no(e)=0(y/£ +2). 


C1 
Dans le cas particulier où G est un carré de côté L et le maillage w 
est également carré (k1 — he — hk — IN), il vient 


ea Ù COS? — t= ts DEL 
D 7 2’ ZT ST 2 ? 


bay Es Lin 20,32 y : 3 : Nine, 


c'est-à-dire que le nombre d'’itérations est Lea proportionnel 
au nombre de nœuds # suivant une direction, comme au cas d’équa- 
tion sans dérivées mixtes. 

Sur ce, on achèvera l’étude d'exemples d'application des métho- 
des itératives à deux couches à la résolution d'équations elliptiques. 


Des exemples plus compliqués seront passés en revue dans le cha- 
pitre XIV. 


CHAPITRE VII 


MÉTHODES ITÉRATIVES À TROIS COUCHES 


On étudie dans ce chapitre les méthodes itératives à trois couches permet- 
tant de résoudre l'équation opératorielle Au = f. Les paramètres d'itération 
sont choisis avec la prise en compte de l'information à priori sur les opérateurs 
du schéma. Au $ 1 on apprécie la vitesse de convergence du schéma à trois couches 
du type standard. Les &$ 2, 3 traitent de la méthode semi-itérative de Tchébychev 
et de la méthode de stationnarisation à trois couches. Le $ 4 est consacré à l'étude 


de la stabilité des méthodes à deux et à trois couches par rapport aux perturba- 
tions des données à priori. 


$ 1. Appréciation de la vitesse de convergence 


1. Famille de départ des schémas itératifs. Au ch. VI, pour trou- 

ver la solution approchée de l'équation opératorielle linéaire 

Au = f (1) 
‘à opérateur À non dégénéré agissant dans l'espace hilbertien réel H, 
on a construit des schémas itératifs à deux couches. Dans ces méthodes 
le schéma à deux couches relie deux approximations itératives 
Yn+1 CÙ Yr- 

Le présent chapitre sera consacré à l'étude des schémas itéra- 
tifs à trois couches. Le schéma itératif à trois couches pour l’équa- 
‘tion (1) relie trois approximations itératives yy41, y, et yr-1, de 
sorte que ÿ4+1 est défini au moyen de y, et y,_1. Pour la mise en 
œuvre du schéma à trois couches il est nécessaire de fixer deux ap- 
proximations initiales yo et y1. Généralement avec un y, arbitraire 
on obtient l’approximation y, suivant le schéma à deux couches. 

Limitons-nous à l'étude des schémas à trois couches du type 


standard. Le schéma itératif à trois couches standard de nature impli- 
cite est de la forme 


Byn+1 = Guy (B — Tu414) y + (À — Gu+1) Byx 2 + FRANS 


By = (B — %4) Yo + if; k —1,2,..., yoEH, 
où yo est une approximation initiale quelconque, À un opérateur 
linéaire non dégénéré, agissant dans À, &; ct 7, des paramètres 
d’itération. Les formules (2) définissent la famille de départ des 
schémas itératifs à trois couches. 
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L'obtention de la nouvelle approximation y,+1 peut être exprimée 
de la façon suivante. Soit y l’approximation itérative intermédiaire 
qu'on obtient suivant le schéma implicite à deux couches 


BTE + Ay, = f. 


Th+1 


Il s'ensuit alors de (2) que y;,:1 est une combinaison linéaire des 
approximations y et Yr-1 


Ur+1 = Œp+iÿ + (1—Gn+s) Yn-se 


L'approximation ÿy;,+1 est donc une extrapolation linéaire des ap- 
proximations y et y,.1. 

Si l’on pose dans (2) a; = 1, le schéma à trois couches (2) passe 
au schéma à deux couches dont la convergence a été étudiée au ch. VI. 
Par conséquent, l’introduction des paramètres d'itération &, permet 
d’espérer que la convergence du schéma (2) sera non inférieure à celle 
du schéma à deux couches. 

Notons qu’à la différence du schéma itératif à deux couches la 
mise en œuvre du schéma à trois couches oblige à mémoriser non pas 
une mais deux approximations itératives y, et Yx-1- 


2. Appréciation de la norme d’erreur. Abordons maintenant l’étu- 
de de la convergence du schéma à trois couches (2) dans l'espace 
énergétique À, engendré par l'opérateur D autoadjoint et défini 
positif dans . À cette fin voyons le comportement dans 7, de la 
norme d'erreur Zz, — y, — uU pour À —+ co. 

En portant y, — 2, + u pour # — 0, 1, ... dans (2) et en te- 
nant compte de l’équation (1), on obtient l’équation pour l’erreur 2, : 


Bzy+1 = Gn+1 (B — Th+a1 À) 2x + (1 — ur) Bzrx, k = 1, 2, …, 
Bz1 = (B — 14) 20, Zo = Yo — u. 


Resolvons cette équation par rapport à z:+1 et, en posant z, = 
— D”V°r,, passons à l'équation pour l'erreur équivalente x,. L’équa- 
tion pour x, prendra la forme suivante: 


Th41 = Ch kil + (1 — Gu+1) Tn2, a (3; 
} 


T1 —= S1xo, Su —= E — TaC, 


où C = D'/*B"1AD”1/*, 

En raison de la substitution réalisée z, — D-l/*°r, l'égalité 
I za || = || 2x [ID doit se vérifier et, partant, le schéma (2) convergera 
dans H, si ||xz [| —> O pour # —+ oo. 

Etudions la conduite de la norme zx, dans À pour k —+ . A cette 
fin cherchons la forme explicite de la solution de l'équation (9). 
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En utilisant les formules (9). on chtient successivement 
In = (E — CC) ro — P1 (C) to, 
Ze = Go (E — TeC) 1 + (1 — @e) ro = Île (E — TeC) Pa (C) + 
+ (1 ue = 


Th+1 — Lh+1 Œ - Ca ee ) P, © To . « —. un) P,. -1 © To —= 


= P}y1 (C) zo, etc. 


Par conséquent, la solution de l'équation (9) pour tout * prend 
la forme 


2, = Py(Chrzo k—=0.1,... (4) 


où P, (C) est un polynôme opératoriel de degré À relativement à 
l'opérateur C. En vertu de l'arbitraire de xo, le polynôme algébrique 
correspondant P, (t) satisfait aux relations de récurrence suivantes: 


Pa () = Gui (1 — Tayat) Pay (0) + (1 — us) Pr-1 (6), 


(5} 
Pi(j—=1—ut, Polb=i, k=1,2,... 


I1 s'ensuit de (5) que le polynôme P, (t) remplit la condition de 
normalisation de P, (0) — 1 pour tout k 


Apprécions maintenant la norme r,. De (4), il vient 


zx = | Pa (©) to NS 1 Pa (©) Hizo ll # = 0, 1, ... 
ou, en vertu de la substitution effectuée z, = D”1/*x,, 
IFAPESIES AR RIRIE TRS (6} 


Bref, l'estimation de la norme de l'erreur 2, est obtenue. De (6) 
il s'ensuit que la méthode aura la plus grande vitesse de convergence 
au cas où la norme du polynôme P, (C) tendra le plus rapidement 
possible vers zéro pour À + oc. Etant donné que le polynôme P, (€) 
est une fonction de paramètres d'itération T1, Te, . . ., Tr et @o, 
Gags + + + &r, il faut choisir ces paramètres sur la base de la condi- 
tion du minimum de Ja norme du polynôme opératoriel P, (C). 
Autrement dit, il faut construire un polynôme de degré k normé 
par la condition P, (0) = Æ, dont la norme est minimale. 

Au ch. VI, lors de l’étude de la méthade de Tchébychev à deux 
couches, ce problème a été résolu dans l'hypothèse que l'opérateur 
DB”1\A est autoadjoint dans À et que sont données les constantes 
de l’équivalence énergétique y. et y: des opérateurs autoadijoints D' 
et DB”14A: 

D<DB AL yYD, M>0, DB1A = (DB-14)*.  (i) 


Lors de la construction des méthodes itératives à trois couches 
on n'étudiera que le cas d’autoconjugaiscn. c'est-à-dire qu "on posera 
remplies les conditions (5). 


22" 


340 MÉTHODES ITÉRATIVES A TROIS COUCHES (CH. VII 


Les conditions (7) étant remplies, formons l'opérateur optimal 
P, (C) et obtenons l'estimation à priori pour l'erreur z,. 

Etant donné que C = D'/*B-1AD-V° = D-1= (DB-1A4) D-1=, 
il s'ensuit de (7) que l’opérateur C est autoadjoint dans AH, tandis 
que y. et y: sont ses bornes: 


UE<CKVYE, N>0, C=C*. (8) 


Dans ce cas, en vertu de (8). pour la norme de l'opérateur P, (C) 
se vérifie l'estimation 


IP, (CONS ds | Pa (4). 

Par conséquent. le polynôme optimal P, (ft) se dégage de la con- 
dition suivante: le maximum du module de ce polynôme sur le 
segment [Y1. Vel est minimal. Du $ 2, ch. VI, une fois posée la 
condition de normalisation du polynôme P, (0) = 1, il s'ensuit que 
le polynôme cherché a l'aspect 


Pa =gTa (=), =, (9) 
| Ta (5) 


où 7, (x) est le polynôme de Tchébychev de première espèce et de 
degré x: 


T, (x) PRE" Iz| 1, 

Li = 

É ch(&Archz),  |r|>1, 
_. 2 __1—E __ 2p} __1—VE Vi 

LT ’ Po — 14E s h—= 1+ p2# , P1 — 14VE ’ ë 


On a dans ce cas l'estimation 
I Pa (C)IS max [P,(t)1=qn k=0, 1, ... 
ViSILY 


Y: 


En portant cette estimation dans (6), il vient 


[l Za np < Qu | 20 |lp- 


Ainsi donc la vitesse de convergence de la méthode itérative à 
trois couches (2). dont les paramètres d'itération 7, et &, sont choisis 
sur la base de la condition du minimum de la norme de l'opérateur 
résolvant, est égale à la vitesse de convergence de la méthode ité- 
rative de Tchébychev à deux couches. 

Les formules (9) fournissent la solution du problème de la plus 
rapide construction de la méthode itérative à trois couches. On 
obtiendra au $ 2 les formules des paramètres d'’itération 7, et «4 
de cette méthode appelée méthode semi-itérative de Tchébychev. 
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$ 2. Méthode semi-itérative de Tchébychev 


1. Formules des paramètres d'itération. Cherchons maintenant 
les formules pour les paramètres d’itération &, et 1, de la méthode 
semi-itérative de Tchébycher. Au $ 1. en utilisant le schéma itératif 
à trois couches de la méthode 


Byn+1 = Gn+1 (B — Tn414) Yyn + (1 — œu41) Byr1 + 


+ Œn+itr+1fs (1) 
By; = (B — t14) yo + Ti, k = 1, RER Yo E H, 


on a obtenu l'équation pour l'erreur équivalente 
Zh+1 = Qui (E — Ta41C) Zu + (1 — ur) turn, k = 1, 2, 


@ 
T1 — (E — T1C) To- 


On a montré que pour tout k la solution de cette équation est de la 
forme 


zx = Px (C) ro, k = 0, 1. dote (3} 


tandis que le polynôme optimal P, (C) est déterminé par les for- 
mules 


Pa (t) = qTa (= =), TE x - (4) 
x (=) 


Pour obtenir les formules des paramètres d’itération a; et tx 
cherchons les relations de récurrence que vérifie le polynôme P, (t). 
Ïl est connu que pour tout x les polynômes de Tchébychev de 
première Fire Th (x) vérifient les relations de récurrence suivan- 
tes (voir $ 4, ch. 
T'h+a (x) — QrT, (x) — Tr (x), k — 1, 2, . (5) 
T1 (x) =x, Tor) = 1. 
En utilisant (4) et (5), il vient 


“20 Lo (ie) RO Pan), ge, 0, (6) 


Qh+1 Po qR ( LES D 
P; (t)/q1 — (1 — Tot)/Po, P; (£)/qo = 1. (7; 
De la définition (4) et des relations (5) il découle que 
1/qn+1 = 2/(p0gx) — 1/qn1, Qi = Po, Go = 1. (8) 
De là il vient 
Qu+1/qn-1 = 2Qn+1/(pogr) — 1,  k = 1, 2, ... (9) 


En portant (8), (9) dans (6) et (7), on obtient les formules de récur- 
rence pour le polynôme P, (t): 


2 + 2 + 
Pres (= (1— tot) Pa (+ (1-2) P, (0), 
Pit =1— "vo, Po(t=1, k — 1, 2, 
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De là et à partir de (3) s'ensuivent les relations de récurrence 
pour 7} 


É _ 2 koi _ do 2 quar'  — 
ThH = DS (E TOC) zr + (1 TT ) Zu ht. 2.42 


z=(E —7ToC) ro. 
En comparant ces formules avec (2). il vient 
Qn+1 — 2Qn+1/(pogn). Ta = To = 2/(ÿ1 + Ye). k = 1. 2. ... (10) 


On a ainsi obtenu les formules des paramètres d'’itération T;, 
et &,. Transformons la formule pour les paramètres &,. Pour cela 
calculons, en utilisant (8), l'expression 


4 Sani _ À (1— 1 = (18e mm) = 


ŒRR+1 x Œh+1 Œh 2 h+i 
mm. 1 (5 LE )| = Th = De. 
Ah 2 Po Yh=1 Œh Jh-1 oi 
De là on obtient œuz1 = 4/(4 — pa). k = 1, 2, ... En posant 


dans (10) # = 0 et tenant compte de (8). on trouve que & = 2. 
On a ainsi démontré le d 


Théorème 1. Supposons que sont satisfaites les conditions 
NDSDB AL yD, n>0, DB-1A = (DR-'A}*. 
La méthode semi-itérative de Tchébychev (2) à paramètres d'itération 
TR = 2/(Y + Ve), Gny1 = 4/(4 — pia,). k A PRE 
&1 = 2, (11) 
converge dans I, et pour l'erreur z, se vérifie l'estimation 


[2x D < gx 1 20 Îlp- 
Pour le nombre d'itérations n on a l'estimation n> no (e), où. 


In 0,5e 1—E 1— VE 2p1 eV 
n = =, Di ———— ; =, Eee, 
o (E) In ep, ? Po 1+E Pi 14 VE h 14 p2* | Ye 
Remarque. La confrontation de la méthode semi- 


itérative de Tchébychev et de la méthode de Tchébychev 
à deux couches montre qu'on a pour ces méthodes une même estima- 
tion ||z4 (1h Qn | 20 Î1p, Si À itérations sont mises en œuvre. Tou- 
tefois, pour la méthode à deux couches cette estimation n'est vraie 
qu'après l'exécution de toutes les itérations. tandis que pour la 
méthode à trois couches elle se vérifie pour toutes itérations inter- 
médiaires. À la différence de la méthode à deux couches, dans la 
méthode à trois couches les normes d'erreur diminuent de façon 
monotone sur les itérations intermédiaires, ce qui garantit la sta- 
bilité des calculs de la méthode à trois couches. 
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2. Exemples de choix de l’opérateur D. Donnons maintenant des 
exemples de choix de l’opérateur D et l'exigence imposée aux opéra- 
teurs À et B vérifiant les conditions du théorème 1. 

Au point 3, $ 2, ch. VI, on a passé en revue quelques cas de choix 
de l'opérateur D en fonction des propriétés des opérateurs À et B. 
Rappelons ces résultats. 

1) Si les opérateurs À et B sont autoadjoints et définis positifs 
dans Æ, on peut choisir en guise de D l’un des opérateurs suivants: 
A, B ou AB-'A. L'information à priori peut alors être présentée 
sous forme 


BL AL YB, N>0. (12) 


2) Si les opérateurs À et B sont autoadijoints, définis positifs 
et permutahles 4 = 4A* > 0, B = B*>=>0, AB = BA, on peut 
alors choisir en guise de D l’opérateur A*A. Dans ce cas l’informa- 
tion à priori prend la forme des inégalités (12). 

3) Si À et B sont des opérateurs non dégénérés satisfaisant à la 
condition B*A — A*B. en qualité de D on peut également recourir 
à l'opérateur A*A. L'information à priori se présente alors sous 
forme des inégalités 


V1 (Bz, Br) << (Az, Br) << Y: (Bz, Bz), 1 > 0. 


Ces hypothèses étant vérifiées, on peut appliquer à la méthode 
semi-itérative de Tchébychev à trois couches le théorème 1. 


3. L’algorithme de la méthode. Etudions le problème de la mise 
en œuvre du schéma à trois couches (1). L'algorithme de la méthode 
peut être décrit de la facon suivante: 

1) en fonction de la valeur du paramètre «, et des approximations 
données ÿz-1 et y. on trouve @y+1 et Te+1. en appliquant les formu- 
les (11) et l’on calcule 


P = B (œu+iÿn + (1 — Gu+1) Yn-1) — Gn+1Ta+1 (AYr — f)- 


æ une fois calculé peut être placé à l'endroit de yz,-1 qui, pour les 
itérations suivantes, est déjà inutile; 

2) pour obtenir la nouvelle approximation y,+1 on résout l’équa- 
tion By,+1 = ®. L'approximation y.se déduit de l’équation By; = ®, 
où ® = Byo — T1 (Ayo — f). Cet algorithme de résolution peut être 
recommandé dans le cas où il est nécessaire d'économiser la mé- 
moire de l'ordinateur. 

Si le calcul de la valeur de l’opérateur B se solde par un grand nom- 
bre d’opérations arithmétiques et il n’est pas nécessaire d'économiser 
la mémoire, il est conseillé de recourir à l'algorithme suivant : 

1) en fonction de y, fixé on calcule le résidu r, — Ayz, — f; 

2) on résout l'équation de correction w,: Bw, = r;; 
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3) en fonction de &, donné on calcule &,:1 suivant la formule 
(11), tandis que la nouvelle approximation s'obtient par la formule 


Yh+1 = ŒR+iÿn + (1 — Œn+1) Uh-1 — Lx+1Th+iUre 


où t:+1 est déterminé d’après la formule (11). 

L'algorithme décrit ne contient pas de calcul de la valeur de 
l'opérateur B, mais exige une mémoire complémentaire pour la 
mémorisation de r, et w». 


$S 3. Méthode de stationnarisation à trois couches 


1. Choix des paramètres d’itération. Revonons maintenant aux 
formules des paramètres d’itération æ&4 et t: de la méthode semi- 
itérative de Tchébychev. On a obtenu au $ 1 les expressions suivan- 
tes pour &œy+1 et Tr+1: 


@n+1 — 2Qn+1/(Pogn), Ta = To — 2/(M1 + Ye), k = 1,2, ..., (1) 
où 


La valeur du paramètre d’itération 7, est indépendante du numéro 
d'itération k, tandis que le paramètre a, varie à partir de & = 2. 
Cherchons la valeur limite pour «a, quand * tend vers l'infini. A 
partir de (1), (2), il vient 

Œn+1 — 291 (1 + p5x)/(po (1 + pr+*)). 
Etant donné que p << 1 et po = 1 — 2p3/(1 + p*), & — LL 1 a = 
= 1 + p? et pour des # suffisamment grands, on a a, Æ a © Aussi 


est-il naturel de procéder à l'étude de la méthode itérative de station- 
narisation à trois couches 


Bynsa = a (B— TA)», + (1 — @) Bysa + atf, k = 1, 2, 


By = (B — 14) yo + tf, yo EH 

à paramètres constants (stationnaires) 
2 _1—VE _ 
V1 + V2 P1 = 1H VE ° E= 9 (4} 
où y1 et y- sont des constantes de l’équivalence énergétique des opé- 
rateurs autoadjoints D et DB-'A: 
D L<DB AL YD, VY>0, DB-1A = (DB"14)*. (5) 
2. Appréciation de la vitesse de convergence. Pour obtenir l’esti- 


mation de la convergence de la méthode de stationnarisation à trois 
couches, passons de (3) au schéma pour une erreur équivalente zx; — 


6) 


G—=1+p}, T—=1T— 
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= DV=2, : 
Th = QE —1C)zx + (—a)zux, k = 1,2, ..., 
n=(E—1C)z, C = DVB-1AD-V?. 


I1 s’ensuit de là que x, s'exprime pour tout *À> 0 au moyen de zx 
de la manière suivante: 


Tr = Pr (C) Zo, (6)- 
où le polynôme algébrique P, (t), correspondant à P, (C), se déter- 
mine au moyen des relations de récurrence 

Paru) = a — tt) Pi (ti) + (— a) Prat), k=1,2,..., 
Pt =1—7t, Pot) = 1. Fe 
De (6) on déduit l’estimation de la norme d'erreur z, dans H,: 


zx [D = za I I Pa (©) NI zo 1 = I Pa (C) I 20 Ip. (8) 


Il faut donc apprécier la norme du polynôme opératoriel P, (C} 
pour le cas où les paramètres & et t sont choisis sur la base des for- 
mules (4). Il s’ensuit des conditions (5) que C est un opérateur auto- 
adjoint dans À, tandis que Y, et y, sont ses bornes, et, partant, 


IP (CIS max |2P, (4). 
VISE YS 


Apprécions le maximum du module du polynôme P, (ft) sur le- 
segment [Y1, y2l. À cette fin exprimons le polynôme P, ({) au moyen 
du polynôme de Tchébychev. Il est plus commode d'étudier le poly- 
nôme P, (t) non pas sur le segment [ÿ1, y] mais sur le segment. 
standard [—1, 1]. En posant 

j— 1— Poz 
To 


= _1—E _V 
7 Vi+V Po TE? = V2 ? 


: To 


représentons le segment [ÿ:1, y-] sur le segment [—1, 1]. On a alors 


Pr —Q@(x), zEl-1, 1], 


max |Px(#)]= max |Qn (x). 
YiSILYs 1x1 


Compte tenu du choix des paramètres & et t en conformité de (4), 
on obtient de (7) les relations de récurrence suivantes pour les pol y- 
nômes @, (x): 


Qu+1 (x) = 2p17Q x (x) — PÉQx-1 (x), k =1,2,..., 
Q1 (x) = por, (x) = 1. 
De là au moyen de la substitution 


x — Pi Rx (2) (3) 
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on obtient sans peine la relation de récurrence standard 
Ryt1 (à) = 22zRy (x) — Riz), k—1.2,..., 


Ri (x) = por/01. Ro (rx) = 1. 
A cette relation répondent le polynôme de Tchébychev de première 
espèce 7’, (x) aux conditions initiales T, (x) = x, To (x) = 1 et le 
polynôme de Tchébychev de seconde espèce VU, (x): 


sin ((k + 1) arccos zx) Ir] 1 
e 9 : 479 
Uz (x) 


(10) 


sin (arccos z) 
sh ((4+1) Arch x) 
sh (Arch z) | 


aux conditions initiales U, (x) = 2x, Üo (x) = 1. En utilisant les 
propriétés mentionnées des polynômes Tr (x) et U, (x) et l'égalité 
Po = 1 = 2p1/(1 + pi), on obtient à partir de (10) l'expression 
du polynôme R, (x) en fonction des a de Tchéhychev 


Ix12>1, 


Rx (x) = TU, (x) ADO. 


 T 
Sr (2) + LÉ TETE 
Ensuite, en utilisant les estimations connues 


max [Ta(x)=Tr(1)=1, 

x 1<1 | 
max [U, (x) = Ur (1)=k+1, 
x 1<1 


On obtient 
max [Ri(z)| = R:(1)=1+84(1—p°}/(1 + p°). 


[x 1<1 


De là, compte tenu des substitutions faites plus haut. on tire l’esti- 
mation suivante de la norme du polynôme opératoriel P, (C): 


M Pr (OC) <ei À + & (À — pi} + pi). (11) 


En portant (11) dans (8), on obtient l'estimation pour la norme d'er- 
reur z, dans A): 


[zx D gn Zlio, ga = 6f (A+ E (1 — p5)/(1 + pi)), 
de plus, g: —> 0 pour # —+ o et qu+1 < gr. On a ainsi démontré le 


Théorème 2. La méthode itérative de stationnarisation à 
trois couches (3)-(5) converge dans H, et pour l'erreur z, se vérifie 
l'estimation 


(2x Mo qu M Solos ga = 0 (+ Æ (1 — pi)/(1 + p5)). 
Remarque. On peut montrer que lim Qn/Qh = lim qu'p} = 
k— 


h— 
= 0, où g, est défini dans le théorème 1. Aussi la méthode de station- 
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narisation à trois couches converge plus vite que la méthode itéra- 
tive simple. mais moins vite que la méthode de Tchébychev à deux 
couches et la méthode semi-itérative de Tchébychev. 


$ 4. Stabilité des méthodes à deux 
et à trois couchcs avec iniormation à priori 


{. Position du problème. Pour la résolution approchée de l'équa- 
tion opératorielle Au = f on a étudié au ch. VI la méthode itéra- 
tive simple à deux couches et la méthode de Tchébychev et aux 
$$ 2, 3. ch. VIT. on a construit la méthode semi-itérative de Tché- 
bychev et la méthode itérative de stationnarisation à trois couches. 

Rappelons que pour le calcul des paramètres d’itération on utilise 
dans ces méthodes une information à priori déterminée sur les opéra- 
teurs du schéma itératif. Au cas où l’opérateur DB7'A est autoadijoint. 
cette information prend la forme des constantes de l’équivalence 
énergétique y. et y: des opérateurs D et DB-14: 


Y1 (Dx, r) L (DB Az, 2) << Ye (Dr, x), V1 > 0. (1) 


En maintes occasions les constantes Y, et ÿ+ peuvent être recher- 
chées de façon précise, c’est-à-dire qu’il existe des éléments x € H 
pour lesquels il y a égalité dans (1). Dans d'autres cas pour obtenir 
Y. et y: on recourt à des procédés auxiliaires et ces constantes sont 
établies de façon approchée. 

L'utilisation d'une information à priori imprécise se solde par 
une diminution de la vitesse de convergence et même dans certains 
cas aboutit à la divergence de la méthode. L' objectif de ce paragra- 
phe est d'élucider l'influence de l'information à priori imprécise 
sur la convergence des méthodes itératives mentionnées plus haut. 

Bornons-nous à l’étude du cas d’autoconjugaison. c'est-à-dire 
admettons que l'opérateur DB-'A est autoadjoint dans 77. Suppo- 
sons que dans les inégalités (1) au lieu des valeurs précises Ÿ1 et Ye 


figurent des valeurs approchées 1 et ÿ2. Abordons l'étude des métho- 
des à deux et trois ( couches dont les paramètres d’itération seront choi- 
sis d'après ÿ1 et ÿ+. Rappelons les formules donnant les paramètres 
d'itération. 
Pour le schéma à deux couches 
CLÉS Ve 1 _- —_ 9 
Le ÉUDr--"ENS + Ayr = 1, k 0, L, 9 ( ) 
les paramètres de la méthode itérative simple se déterminent à l'aide 
de la formule 


T=t=2/(+v), k=1,2,..., (3) 
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quant aux paramètres de la méthode de Tchébychev, ils s’obtiennent 
suivant la formule 


Ta=To/(1+ Poux), Ua EMA, k=1,2,...,n, 
Po=(1— È/A+E), = Yi/v2 
Pour le schéma itératif à trois couches 
Byn+1 = Gn+1 (B — Tr414) Ya + (À — ur) Pyr + An+1Tr#f, 
FT, 2: (5} 
By = (B — GA) yo + if 


les paramètres de la méthode semi-itérative de Tchébychev se déter- 
minent suivant les formules 


(4) 


T=ÆTo, Gus =4/(4—pior), k=1,2,..., œ—2, (6) 


tandis que les paramètres de la méthode de stationnarisation à trois 
couches se définissent sur la base des formules 


u=tw œ=1+p, k—1,2,..., p=(i—VE) (1+VE). 
| (7) 
J1 s’ensuit de la théorie générale des méthodes itératives, exposée 
plus haut, que pour l’erreur z, = y, — u des méthodes concernées 
sont vérifiées les estimations: 
1) pour la méthode itérative simple 
[Zn In max | 1—Tot |)" 1] 20 lo : (8) 


IS SY2 


2) pour la méthode à deux couches de Tchébychev et la méthode 
semi-itérative de Tchébychev 
1— tot 
T — 
-*) 


Zn nn Max 
VIS I<Y2 


Il 20 [ls (9) 


« ” Ps pr 
OÙ Qn = 2p1/(1+ 1"); 
3) pour la méthode de stationnarisation à trois couches 


Cu 


1+pt Po 
1 — p? U ( 1—Tot 
= n 


ec 


Iznln&pi max 2t_T (— 
VIS IEV2 


I Zolln. (10) 


T, (x) et U, (x) sont ici des polynômes de Tchébychev de première 
et seconde espèces, y1 et y: les valeurs précises des constantes dans (1). 

Les estimations données définissent la vitesse de convergence des 
méthodes étudiées quand les paramètres d'’itération sont calculés 
sur la base d’une information à priori imprécise. 
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2. Estimations de la vitesse de convergence des méthodes. Appré- 
cions maintenant les maximums des modules des polynômes entrant 
dans les estimations (8)-(10). Opérons pour cela dans (8)- (10) à une 


FAR SR en posant x — (i — Tot)/Po et posons a = (1 — Toÿ2)Po, 
= (1 — ToY1)/Po- Alors les estimations (8)-(10) prendront la forme 


In ln Spo( max |z/)" || 30 lp, 
a<Sx<b 


12 nn max [T,(x)[ Il lip: (11) 
a<x<b 


2p! 1 — pi 
z max — T,(z — U,(z)|1120llp. 
|i n D < pi acx<o | 1+64 n ( ) + 14 pe n ( ) Î ollp 
Voyons d’abord le cas où y, et y: sont des approximations de Yi 
et y. respectivement par le bas et par le haut. c’est-à-dire 


Yi LU V2 Ye (12) 

Dans ce cas, comme il est aisé de le vérifier, les inégalités —1 << 

< a< b< 1 seront satisfaites. A partir de (11) il s’ensuit que la 
vitesse de convergence de Ja méthode itérative simple s’appréciera 


au moyen de la quantité pr, de la méthode de Tchébychev à deux 
couches et de la méthode semi-itérative de Tchébychev au moyen de 


la quantité q,, et de la méthode de stationnarisation à trois couches 


au moyen de la quantité pr (1 + n (1 — p°}/(1 + p°)). Les méthodes 
itératives convergeront mais la vitesse de convergence décroitra. 


Examinons |’ exemple pour lequel sont remplies les conditions (12). Soient 


m=nU—a) Y=vn 0<a<t. 
Dans ce cas a = —1, b < 1. Aussi pour l'erreur des méthodes étudiées 
on obtient de (11) les estimations suivantes : 


I Zn In <p? I So ll: 
Il zn lon | 50 lip, 
I 2n lo pr (1— p#}/(1 + p?)) || 20 [1p- 


À partir des formules correspondantes pour le nombre d'itérations on obtient 
que pour la méthode itérative simple, au cas d'une fixation imprécise de y;, 
ce nombre augmente d'environ 1/(1 — &) fois par rapport à la fixation précise 
de y. tandis que pour la méthode de Tchébychev à deux couches et la méthode 
semi-itérative de Tchébychey ce nombre ne s'accroît que de 1/1 — & fois. 

Supposons maintenant que les conditions (12) ne sont pas remplies. Dans 


ce cas max (|a|. {b|) > 1. Introduisons les notations suivantes 
1 
—; = max(l|al, [blÏ), 
Pa 
de del 
Ta (+) 1+pr°" 1+ V 1—p5° 
Po 
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En utilisant ces notations, de même que le rapport entre les polynômes de Tché- 
bychev de première et seconde espèces 


Un (2) = (Then (x) 1/2 UTE (a) ANA, ri. 


il vient 
max Frs max |[Tn(z)|=7T (+)=+< L 
a£x<b D" acxcb " Lpé qn Pi"? 
x 1 1—p?:n+1 n + 1 
max |[Uh(z)|=U (= < 
Re n IE Un os PT (A—pr°) pr” 
En portant ces estimations dans (11), on obtient 
In D & ( “Us } IL 20 In, (13) 
Po 
Un ID < 2 | 50 lip (14) 
{n 
(an Mo &(p1ip9)9 (+ n (1— p?):4 + pE)) || 20 [lp (45) 


Notons que si // est un espace de dimension finie, on est en mesure d'’indi- 
quer l'approximation initiale y, pour laquelle dans les estimations (13), (14) 
on aboutira à des égalités. 


Cherchons maintenant la condition avec la satisfaction de laquelle il est 
possible de garantir la convergence des méthodes itératives étudiées construites 


sur la base d'une information à priori imprécise. Comme le rapport n/q% ne tend 
vers zéro pour n —+ œ qu'à la condition que p* > p,, cette condition étant 


équivalente à l'exigence de p# > Ps, il s'ensuit donc de (13)-(15) que les métho- 
des itératives convergeront si est satisfaite l'inégalité 


Po < PS. (16) 


En utilisant les définitions de p#, a et b, on constate que (16) se vérifie pour 
[1 — toy | 1, | 1 — ToY2 | << 1. En résolvant ces inégalités, on obtient 


a+ Pa > ve an 


Bref, si la condition (17) est satisfaite, les méthodes itératives construites 
sur la base d’une information à priori imprécise convergeront. 11 s'ensuit de ce 
qui vient d’être dit qu'au cas d'un espace } de dimension finie la condition (17) 
est aussi une condition nécessaire de la convergence des méthodes. 


Apprécions maintenant le nombre réel d'’itérations nécessaires 
à l'obtention de la précision exigée e. Désignons, comme auparavant, 
par 7 le nombre d'itérations au cas de la fixation précise de l’infor- 
mation à priori et par #% le nombre théorique d'itérations calculé 
au moyen des formules des théorèmes correspondants se rapportant à 
une information à priori imprécise, r2* désignant le nombre d'’itéra- 
tions réel qui permet d'atteindre la précision &e. Il s'ensuit des formu- 
les (13)-(15) que le nombre d'itérations réel r7* doit découler des 
conditions : 


1) pour la méthode itérative simple, de la condition p< EPS” ; 
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2) pour la méthode de Tchébychev à deux couches et la méthode. 
semi-itérative de Tchébychev. de la condition Gn < eq». 

On se convainc sans peine qu'on a les inégalités n* > ñ.n*> n. 
le nombre d’itérations ñ% pouvant être plus grand ou plus petit que nr. 
Etant donné que la seule caractéristique quantitative de la méthode. 
itérative pouvant être calculée est le nombre théorique d'’itérations 
ñ, il est important pour la mise en œuvre de la méthode d’appré- 
cier de combien de fois le nombre réel n* sera plus grand que x. 
Pour la comparaison théorique de la qualité des méthodes itératives, 
il faut pouvoir apprécier lc rapport n*/n. 


Cherchons les estimations exigées pour un exemple. Soient y, et ÿ, des- 
approximations pour y, et y. respectivement par le haut et par le bas 


= (A+a)yr Y=(—a)y, a >0. (18) 
De la condition (17) et de l'exigence naturelle que ÿ, < Y: il vient que les- 
méthodes convergeront si est satisfaite Ja condition 
@ << min (8/(1 — Ë), (1 — E)/(1 + 5), E = Yi/ve. 


Pour l'exemple pris auront lieu les inégalités n* > nr > n. En effet, de (18): 
on tire 


et, partant, 


Po Po=(1—-E)/(AHE) pa Sp A VEVAHVE), nn. 
Il s'ensuit de là que n > nr. Apprécions maintenant les grandeurs entrant dans- 
les inégalités (13)-(14). Vu que 
T= 2/(Y1 + Ve) = To/(1 — &Po) < Toy To = 2/(Y1 + V2), 
on doit avoir U 5 
ps =max(lal, |b1)= lai =(ToY2— 1)/Po- 
En omettant les calculs peu compliqués, on obtient 


Ps 


+ __1—EÈ _ Po—« 


PTULE  1—0pe 

Œ Œ 
= 1——(1—E) 4— (1 —) 
Po T7, Ë A E _ 
D (Pod (É — Po) 
" _ 1— VE ee Po —& 
FOOT VE  1—ap0+ Va (Tpÿ | 
; (1+) ET k 
RE | = 
Pt (+) VE+ V1 ne 


œ 


[A+ VE+ VTT y En-t+o) a |4+V® 
1 — ee  _— (1—p:).. 
1—a+({+a)E+2 V(—a 
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Voyons d'abord la méthode itérative simple. Sur la base du théorème 2, $ 3, 


<h. VI, et à partir de (13) on déduit pour les nombres d'itérations n°, netn 
de la méthode itérative simple les estimations suivantes: 


In € In (1/e) — ne In (1/e) 
n = Œ mmmm—— |, n = = —__—— 
In Po Î—Po In Po 1—P0 
In e ” In (1/e) 
7 no Pt) 1—Po pe ‘ 
En y portant les expressions obtenues plus haut, on obtient 
LES 1+a La 1—@Do 
n Le A = LH 
1 E (1 —E) 1 E (1—$) 


à 


L 


Si a Æ& cE, où c <1, on en tire 
n° æn/{({—0c), n° n/(1 — c). 


Bref. si a = c£, le nombre réel d'itérations n* pour la méthode 
itérative simple est 1/(1 — c) fois plus grand que le nombre théorique 
d’itérations # calculé sur la base d’une information à priori impré- 
cise. 

Passons maintenant à la méthode de Tchébychev et à la méthode 
semi-itérative de Tchébychev. Sur la base de la définition de q, 
et qgn, on obtient 


An p% 1+pf°" 2 (p1/p#)" 
En pa  1+pT 14 (ppt) 


On trouve donc pour le nombre d'itérations n#* l’estimation sui- 
vante : 


né In (0,5e) 2 In (2/8) | 
In (p1/p?) 1—p1/pr 
Ensuite, sur la base du théorème 1, $ 2, ch. VI, et du théorèm 
1, $ 2, ch. VII, on déduit les estimations pour nr et n: 
In (0,5e) _ In (2/e) ES In (0,5e) In (2/e€) 
In pi 1—p1 ? np  14—-h 
En y portant les expressions obtenues plus haut pour le rapport 
P1/p* et en posant que à Æ c£. on trouve 


n*næ1/(41—Vc), n*nz1/(1— Vo). 
Donc si a & c£ê, où c < 1, le nombre réel d’itérations n* pour 
la méthode de Tchébychev et la méthode semi-itérative de Tchéby- 


chev est environ 1/(1 — V c) fois plus grand que le nombre théorique 
d'itérations à calculé sur la base d'une information à priori impré- 
cise. 


CHAPITRE VIII 


MÉTHODES ITÉRATIVES DU TYPE VARIATIONNEL 


On étudie dans ce chapitre les méthodes itératives à deux et trois couches 
du type variationnel. Pour la mise en œuvre de ces méthodes on peut se dispenser 
de toute information à priori sur les opérateurs du schéma itératif. Dans les 
$$ 14, 2 on étudie les méthodes du gradient à deux couches et dans les 8$ 3, 4 
les méthodes à trois couches de directions conjuguées. L'accélération de la 


convergence des méthodes à deux couches au cas d'autoconjugaison est traitée 
au $> 


$ 1. Méthode du gradient à deux couches 


1. Position du problème sur le choix des paramètres d’itération. 
Pour trouver la solution approchée de l'équation linéaire opératorielle 


Au =f (1) 


avec opérateur À non dégénéré et associé à l’espace hilbertien réel H, 
examinons le schéma itératif implicite à deux couches 


BHka IR 44, —f, k=0,1,..., (2) 


Th+1 
avec l’approximation initiale arbitraire yo € H et l'opérateur B non 
dégénére. 

Le schéma itératif (2) a déjà été étudié au chapitre VI. où on a 
construit les jeux des paramètres d'itération {t,} et fourni les 
estimations de la vitesse de convergence des méthodes itératives 
correspondantes (de la méthode de Tchébychev et de la méthode 
itérative simple). 

Toute méthode itérative à deux couches. construite sur la base 
du schéma (2), peut être caractérisée par les opérateurs À et BP, 
l'espace énergétique H,,. dans lequel on démontre la convergence 
de la méthode, et le jeu des paramètres d'itération t,. Le problème 
principal de la théorie des méthodes itératives réside dans le choix 
optimal des paramètres T;. 

Dans le chapitre VI les méthodes itératives ont été construites 
avec les paramètres T7, choisis sur la base de la condition du mini- 
mum dans À, soit de la norme de l'opérateur de transfert d’une 
itération à l’autre, soit de la norme de l'opérateur résolvant. Le 
23—01162 
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trait distinctif des méthodes itératives construites sur la base de 
ce principe consiste dans l’utilisation pour le calcul des paramètres 
T} d’une information à priori déterminée sur les opérateurs du 
schéma itératif. 

L'aspect de l'information à priori est fonction des propriétés 
des opérateurs À, B et D. Au cas où l'opérateur DB-'A est autoad- 
joint dans l’espace H. cette information se réduit à la fixation des 
constantes de l’équivalence énergétique des opérateurs D et DB-14, 
autrement dit des constantes y. et y. des inégalités 


VD < DBTA <YD, > 0. (3) 


ou des bornes de l'opérateur DB-1A dans H,. 
Au cas de non-autoconjugaison on utilise soit deux nombres 
Y1 et ve des inégalités 


D< DB-'A, (DB"Az, B-lAxr)< y: (DB'Azx, x), y,>>0, (4) 


soit trois nombres V1, Ye et V3, où V1 et y2 sont des constantes des 
inégalités (3) et y, une constante de l'inégalité 


110,5 (DBTA — A* (B*)1D) x [5-1 < v5 (Dx, x). (9) 
ou de l’inégalité 
110,5 (DB"14 — A* (B*)1D) x [b-1< y: (DB Az, x). (6) 


En maintes occasions la recherche des constantes ÿ1. Ve et Ys 
avec une suffisante précision peut s’avérer compliquée et constituer 
un problème séparé dont la résolution exigera le recours à des métho- 
des de calcul spéciales. Si l’information à priori peut être obtenue 
par des calculs peu laborieux ou s’il faut résoudre une série de pro- 
blèmes (1) aux seconds membres différents. il est rationnel de recher- 
cher une fois pour toutes l'information à priori nécessaire et, en- 
suite, recourir aux méthodes itératives construites au chapitre VI. 
Ce procédé est recommandé si le temps complémentaire dépensé à 
l’obtention de l'information à priori est de beaucoup inférieur à celui 
exigé pour la résolution de toute la série de problèmes (1). 

Au cas où il s’agit de ne résoudre qu’un problème (1) ou quand 
l’approximation initiale est donnée de façon très correcte, tandis 
que le calcul des constantes yÿ1, Y2 et y, est un processus fort labo- 
rieux, il faut recourir aux méthodes itératives du type variationnel 
dont on va aborder l'étude. 

Dans les méthodes itératives à deux couches du type variation- 
nel on n’a pas besoin, pour le calcul des paramètres 7,, de recourir 
à une information à priori quelconque sur les opérateurs du sché- 
ma (2) (à part les conditions de forme générale À = A* > O0, 
(DB”14)* — DB”-14, etc.), la construction de ces méthodes s’ap- 
puyant sur le principe suivant. Si l’approximation y, est donnée, 
tandis que y,41 s'obtient suivant le schéma (2). le paramètre d'’ité- 
ration tr+1 est alors choisi sur la base de la condition du minimum 


6 1] MÊTHODE DU GRADIENT À DEUX COUCHES 355 


dans À, de la norme d'erreur 2,41 = Yr+1 — u, où u est la solu- 
tion de l'équation (1). 

La dénomination des méthodes est liée au fait que la suite y, 
construite suivant la formule (2) et, où les paramètres 7, sont choisis 
sur la base de la condition mentionnée plus haut, est une suite 
minimisante pour la fonctionnelle quadratique 


I (y) = (D (y —u), y — u). 


Cette fonctionnelle, en vertu de la définissabilité positive de l’opé- 
rateur D, est bornée par le bas et atteint un minimum égal à zéro sur 
la solution de l’équation (1), c’est-à-dire pour y = u. Le choix du 
paramètre T,+1 Sur la base de la condition mentionnée garantit la 
minimisation locale de la fonctionnelle Z (y) avec le passage de 
Yn à Yn+r1. C'est-à-dire en un pas itératif. Au cas d’un schéma expli- 
cite (7 — Æ) le passage de y, à y,41 est réalisé suivant la formule 


Yn+1 = Yr — Tagilh Th = AYr — Î. 

Notons que pour un opérateur autoadjoint défini positif À le 
passage de yz à yr+1 S’effectue suivant la direction —r, qui coïncide 
avec celle de l’antigradient de la fonctionnelle (A (y — u). y — u) 
au point y,. On sait que le décroissement maximal de la fonctionnelle 
s'effectue suivant la direction de l’antigradient. Aussi ces méthodes 
sont-elles quelquefois appelées méthodes de descente par gradient 
ou tout simplement méthodes du gradient. On conservera également 
cette dénomination pour les méthodes implicites à deux couches du 
type variationnel. 

Notre premier objectif est de trouver le paramètre +t,,, sur la 
base de la condition du minimum dans À, de la norme d'erreur 
Zh+1 — Yr+1 — U. 


2. Formule pour paramètres d’itération. Cherchons maintenant 
la formule pour le calcul du paramètre d'itération t:4, en posant 
que l’opérateur À n'est pas dégénéré. Ecrivons d’abord l’équation 
de l'erreur z, = y, — u, k = 0, 1, ... En portant y, = 2, +u 
dans le schéma (2), on obtient 


Zh+1 — (E — Tr+1B714) Zh: K:= 0, 1, RE Zo — Yo — U. 


La substitution z, — D-V/?xr, permet de passer à l'équation ne 
comprenant qu'un seul opérateur 


Zn+1 = Srpilre Sn — E — 1, 


(7) 
C = D-® (DB-14) DV, 


En utilisant l'égalité || z, ||, = ||xx ||. on peut formuler le 
problème posé plus haut du choix du paramètre t;,:1 de la façon 
suivante : choisirons le paramètre t,:1 sur la base de la condition 
du minimum de la norme zx,4, dans l’espace }. 


23* 
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Résolvons ce problème. Calculons la norme z}41: 

za+1 = ((E —Tr43C) nr, (E— Tr) 2x) = 

= || Ta | — Tres (Carr, Zn) + Tass (Carr, Car) = 

= __ (Czn, zh) 7? (Czn, zR)° 

= (Can, Can) [tee — re] +lm (re. 
L'opérateur À étant non dégénéré, l’opérateur C ne l’est également 
pas. Aussi pour tout x, a-t-on (Cz,, Czr,) > 0, et le minimum de la 
norme Zz+1 est atteint pour 

De (CTzhs Th) 
RH Caps Can * 6 

En portant (9) dans (8), il vient 


[Tr+a [= Pr+i 1 Ta Îl (10) 


a 


où 
(Czhs Ch) (zh 2h) * (1) 

Bref, la formule (9) définit la valeur optimale du paramètre 
d’itération t:+1. En portant dans (9) zx; — D1/*z,, il vient 

__ (DB”-lAz;, zx) … 
Th+i 7 (DB-1A4zr, B1Azy) ? k=—0,1,... 

Compte tenu de ce que A2, = Ayy — Au = Ayx — f = rx est 
le résidu, tandis que B-1r, = w, est la correction, la formule pour 
le paramètre T;:+1 peut être écrite sous la forme suivante: 


Dur, z 
Th = D 9 k=0,1,..., (12) 


Ph+1 = 1 — 


tandis que le schéma itératif (2) s'écrit sous forme de formule expli- 
cite pour le calcul de y,:1: 


Yu = Yn — ThyiWr, KE = 0, 1, ... (13) 


L’algorithme mettant en œuvre la méthode construite peut 
être décrit de la façon suivante: 

4) sur la base de y, donné on calcule le résidu r,; — Ayy — f, 

2) on résout l’équation de la correction Bwy = rx. 

3) suivant la formule (12) on calcule le paramètre t,+1. 

4) suivant la formule (13) on obtient la nouvelle approxima- 
tion Yz+1- 

Les formules (12) ne peuvent encore servir aux calculs car à côté 
des quantités r, et w,, connues du fait du processus d'’itération, elles 
contiennent l’erreur inconnue z,. Au $ 2, en choisissant un opéra- 
teur D concret, on obtiendra des formules pour les paramètres +}, 
où ne figureront que des quantités connues. Passons, en attendant, 
à l'appréciation de l’estimation de la vitesse de convergence de la 
méthode itérative construite. 
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3. Appréciation de la vitesse de convergence. Apprécions main- 
tenant la vitesse de convergence des méthodes du gradient à deux 
couches. Etant donné que le paramètre d'itération t,:,1 est choisi 
sur la base de la condition du minimum dans F, de la norme d'erreur 
Z14+1. équivalente à la condition du minimum dans } de la norme 
Zr+1, il s'ensuit de (7) que 


[ Za+s = min || Sr+1Tr 1 min || S'r+s I Tr = 
The Th+1 
D IE —1CI Ir: =e0l zx li, Pa IE —7TC ||. 


En comparant cette estimation à l’inégalité (10), on obtient 
on LpELi, k—=1,2,... (14) 


A partir de (10), (14) on tire l’estimation || za [| & 0 [| x ||, 
et en vertu de la substitution effectuée zx, — D1/=z, il s'ensuit l’esti- 
mation de la norme d'’erreur z, dans l’espace énergétique A, : 


[en DSP" so ll p=minllE — + || (15) 


Si la condition p << 1 est remplie, la méthode du gradient à deux 
couches converge dans H,. Il s’ensuit de l'estimation (15) que pour 
diminuer la norme de l'erreur initiale dans FH, de 1/e fois il suffit 
d'effectuer n => no (e) itérations, où 

no (e) = In e/ln po. (16) 

Ainsi la vitesse de convergence de la méthode du gradient à 
deux couches se définit par la quantité p. Rappelons que dans le 
chapitre VI, en étudiant la méthode itérative simple avec des hypo- 
thèses variées sur l’opérateur C, on a obtenu des estimations de p. 
La valeur p définit la vitesse de convergence de la méthode itéra- 
tive simple. Donc de l'estimation (15) obtenue ici il s'ensuit que 
toute méthode du gradient à deux couches converge à une vitesse 
non moindre que la méthode itérative simple. 

Donnons les estimations pour p obtenues aux $$ 3, 4, ch. VI pour 
des hypothèses variées sur les opérateurs 4, B et D. 

1. Si l’opérateur DB-1A est autoadjoint dans H et y1 et y: sont 
les constantes des inégalités (3), on a alors 


p—({—E)VA+E), E — Y1/ye. (17) 
2. Soit un opérateur DB-!A non autoadjoint dans H ; 
a) si la condition (4) est remplie, on a 


p—=V1—E,, E=yy/Y2; (18) 


b) si c’est les conditions (3), (5) qui sont remplies, on a 


sie 1x Vs 
PTE STE Van 9 
On a ainsi démontré le 
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Théorème 1. Si au cas du schéma (2) la méthode itérative 
simple converge, il y a également convergence de la méthode du gra- 
dient à deux couches (2), (12). De plus, pour l'erreur z, se vérifie l'esti- 
mation 


[Zn [ln 2" 120 lp: 


où p est défini dans (17), si l’opérateur DB”'A est autoadjoint dans H et 
les conditions (3) sont remplies, p est défini dans (18) si pour l’opéra- 
teur non autoadjoint DB-TA les conditions (4) sont remplies et dans 
(19) si les conditions (3). (15) sont remplies. L'estimation du nombre 
d'itérations est donnée dans (16). 


Remarque. Si l'équation (1) est étudiée dans |’ espace 
hilbertien complexe, on doit alors choisir le paramètre d'’itération 
Tr+1 Suivant la formule 
Re (Dwx, :k) 

(Dwn, wk) ° 


Th+1 — k= 0, L: 
Le théorème 1 reste valable, mais les conditions (3), (4) doivent 
être remplacées par les inégalités 


1 (Dz, x) << Re (DB Ax. x) L Ye (Dz. tx), 
Y1 (Dz, 2) << Re (DB”'Ax. x), 
(DB”-'Azx, B-1Ar) << yhRe (DB-' Az, x), 


où Re zest la partie réelle du nombre complexe z. 


4. Impossibilité d'améliorer l’estimation au cas d'opérateurs 
autoadijoints. Montrons que pour la classe d'approximations initiales 
Yo quelconques au cas d’un opérateur DB-1A autoadijoint dans l’es- 
pace de dimension finie À l'estimation à priori de l'erreur de la 
méthode itérative (2). (12), obtenue au théorème 1. ne peut être 
améliorée. Pour cela il suffit d'indiquer une telle approximation 
initiale x, pour laquelle la résolution de l'équation (7) implique 
l'égalité || Zi+1 || = 0 [tx ||, où p est défini dans (17). 

Cherchons l’approximation initiale xo. Soit À l’espace de dimen- 
sion finie (4 — H,). Vu que l'opérateur DB-1A est autoadjoint 
dans A, l'opérateur C — D-1/* (DB-'A) D-V/* l’est également dans 
H. Il existe donc un système complet des fonctions propres u1, Vo. . . 

. v,del opérateur C. Désignons par À, la valeur propre de |? opé- 
rateur C correspondant à la fonction propre v,, de sorte que Cuz == 
= iv = 1,2 ., N. Posons ML ...<LAN. Comme 
les inégalités (3) sont équivalentes aux inégalités 

ME<CLYE, N>O0, 


dans (3) au lieu de y, et y: on peut prendre À, et À y. En outre, p, 
défini dans (17), peut être écrit sous la forme: p={(ÀA,; —AÀ;)/(Àx +). 
Choisissons l’approximation initiale 


to = VAsvi+V Avr. (20) 
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On a alors Czo = A1 h A xt + À VAwvx. Profitant de l'orthonor- 
malisation du système des fonctions propres Li. Le, . . ., Un, il 
vient 


(Zo, Zo) = À1 + À x. 
(Cro: To) = 2h14 x. 
(Cro. Cxo) — MA x (A + À »). 

En portant ces valeurs dans (9), (11), on obtient tr; — 2/(A1 + À x), 
Dr = (x — M}/(x + À1) = p. Il s'ensuit de (10) l'égalité || 21 || = 
= p ||xo ||, tandis qu'à partir de (7) on obtient x;: 

z,=p(V An v— Va vx) : 
En poursuivant les calculs, on obtient 

Cz; —p (A; V' An vi x VA vx), 
(Ts, T2) = P° (Zo, Lo); 
(Czi, Ti) = o? (Co: To): 
(Cri, Cri) = p?(Cro, Cro)- 

Par conséquent, 


(Cri, 21) __ (Cros To) 


T2 Cn,Cr) (Crow Cr) 
= — (Cri, z1)° — (Czo Zo)° SUASEU AS 
Pa — (Czys CZi) (Z1s T1) eu (Czos CTo) (To, To) RAP RES 
Donc ||2e || = p || z1 ||. En outre, ze = Z1 — TeC21 = p°ro, c'est-à- 


dire x. est proportionnel à xo. Il s'ensuit aussitôt que T3 = Te = TU, 
ps = 9 et zx; = pr. Aussi pour tout * a-t-on: 


Tr = 2/(h + À x): Pr = Pp — (À x — M)/( + À), 


[ Ta+a 1 = 2 [Ze Îl. 


La proposition est démontrée. 

On a ainsi montré que si l’approximation initiale est choisie 
suivant la formule (20). dans la méthode du gradient à deux couches 
tous les paramètres T, sont alors identiques et coïncident avec Île 
paramètre de la méthode itérative simple (voir $ 3, ch. VI), les 
erreurs sont proportionnelles toutes les deux itérations, tandis que 
la vitesse de convergence de la méthode est la plus lente. 

Notons qu’une telle lenteur de la convergence n’a lieu pour la 
méthode qu’au cas d’une approximation initiale particulièrement 
« mauvaise ». Pour une « bonne » approximation initiale la vitesse 
de convergence de la méthode peut augmenter sensiblement. L'étude 
plus détaillée de la nature des variations de la vitesse de convergence 
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de la méthode fera l’objet du point suivant, en attendant on fournira 
un exemple illustrant la remarque donnée plus haut. 

Montrons que si en qualité d’approximation initiale x, on choisit 
une fonction propre quelconque vh. la méthode du gradient à deux 
couches convergera alors au bout d'une seule itération. 

En effet, soit zo — Um. Alors des calculs peu laborieux donnent 

Co = ÀmÜm = ÀAmTo. (Co. To) = À (to. Lo); 
(Co, Czo) Fe LEA (to, To); T1 — 1/ÀAm: O1 ones 0, 
c’est-à-dire x, — O0 ou y = u. 

Cette propriété qualitativement nouvelle des méthodes du gra- 
dient à deux couches, qui leur permet d'accroître la vitesse de con- 
vergence au cas de choix d’une « bonne » approximation initiale, 
distingue ces méthodes des méthodes itératives à deux couches étu- 


diées au chapitre VI et orientées de façon stricte sur le choix de la 
plus mauvaise approximation initiale. 


5. Propriété asymptotique des méthodes du gradient au cas d’opé- 
rateurs autoadjoints. Passons maintenant à la propriété asymptotique 
des méthodes du gradient à deux couches que ces dernières possèdent 
quand l'opérateur DB-1A est autoadjoint. Cette propriété réside 
dans le fait que la suite {p,}. définie dans (11), est croissante. Etant 
donné que la quantité p, détermine la vitesse de décroissance de la 
norme d'erreur avec le passage de la k-ième à la (4 + 1)-ième itéra- 
tion, la présence de cette propriété implique une diminution de la 
norme d'erreurs z, pour des n grands par rapport au début du proces- 
sus d'’itérations. De plus, pour des »# suffisamment grands la con- 
vergence des méthodes du gradient devient pratiquement identique 
à celle de la méthode itérative simple. 

On montrera que pour des grands numéros d'’itérations les erreurs 
deviennent toutes les deux itérations presque proportionnelles. En 
utilisant ce fait, on construira une méthode approchée d'obtention 
des constantes y. et y. des inégalités (3) et. au $ 5. on construira le 
processus d'accélération de la convergence des méthodes du gradient 
a deux couches. 

Admettons donc que l’opérateur DB-14 et avec lui l'opérateur C 
sont autoadjoints dans À. Montrons que la suite {p,} est croissante. 
De (10) on déduit les égalités 


Zr+e Î = Pate [Tag [T4 Î = Pn+i Ta || 
Calculons la norme de la différence z,42 — Oy+ePn+1Tn : 
Taie — Pa+ePagatr = [Tage IF — 2pn+2Pn+a (Œn+es 2x) + 
o a o 
+ ph+2PR+1 [Te I = 2 (M Ta+e I — Pr+sPa+1 (Œn+ss Zu)). (21) 


Calculons séparément le produit scalaire (r,4°. zx). De (7) on 
tire 
Th+e = Lhr — Th+oCZhqis Zn = Tri + Thil TR (22) 
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En multipliant scalairement cette dernière égalité par Cz, et comp- 
te tenu de (9), il vient 


(Czn. Zn) = (Gnyas Cru) + Tara (Crn. Cr) = 
= (rrsr Cr) + (Crr, 2x). 
Par conséquent, pour tout # on a l'égalité 
(Gr+1 Czx) = 0, (23) 
tandis qu’en vertu de l’opérateur C qui est autoadjoint on aboutit 


à l'égalité (Czry1 Tr) = 0. 
De (22) et (23) on obtient 


(rte, Zn) = (Era — Ta+oCThr Tr) = (n+r Tr) = 
= (This Tn+i + TaiCTx) = [ru IF. 
En portant l'égalité obtenue dans (21), il vient 


2 k 
| Tr+o — Pr+2Pr+iTr | = 2 (1 = ee 


L'lznsele (4) 


Il s'ensuit de (24) que soit p49 >> On+rs Soit rar = Paie = P 


et Zn+e = p°x,. Dans ce dernier cas il est évident que pour tous 
n > k on aura les égalités 


Pn+1 = P: Tn+2 = P°Tn; (25) 
autrement dit, la suite p, tend vers la valeur limite. 

Bref, on a montré que la suite {p,} est en fait croissante. Au 
point 3 de ce paragraphe on a montré que cette suite est bornée par 
le haut et, partant, possède une limite. Aussi pour des numéros 
k suffisamment grands aura-t-on l'égalité approchée p,141 Æ prie 
et, par suite, Zoe © Pr+oPn+iTe, aUtrement dit. toutes les deux 
itérations, les erreurs seront presque proportionnelles. 

Examinons ce qu'il s’ensuivra de la tendance de la suite px 
vers une valeur limite. Dans ce cas on a les égalités (25), c'est-à-dire 
Tn+e = P°Z,. Supposons que l’espace À est de dimensicn finie, 
Un: Ve, . - «, UN étant un système des fonctions propres de l’opéra- 
teur C. Développons x, en fonctions propres 


= D») aus. (26) 
De l’équation (7) il vient 
Tn+2= (E—Th+20) (E—Tth+,C) Tan = 
N 
= À (A—Tns2hn) (1 — Task) AR va. 


Comme Z,+2—p27,, il s'ensuit que pour tous les numéros À pour 
lesquels af" 0 on doit avoir l'égalité 


(A — Ta4ah) (1 — Taux) = p°. 
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Il en résulte que dans le développement (26) il y a des fonctions 
propres correspondant seulement à deux valeurs propres différentes 
(chacune pouvant être un multiple). Posons que c’est À; et À;. Alors 
À; et À; sont des racines de l'équation 


(1 — Tn +9À) (1 — Tn H1À) PTE p°. (27) 
Connaissant T,+41. Tn+e et p. on est en mesure de déduire de cette 
équation les valeurs propres À; et À. 

Sans traîner sur les détails. notons que si dans le développement 
de l'erreur initiale x il existe des fonctions propres correspondant à 
la valeur propre minimale À, de l'opérateur C et à la valeur propre 
maximale À ,, alors. si la suite p, tend vers une valeur limite, dans 
le développement (26) on ne sera en présence que de ces fonctions 
propres. Aussi, en résolvant l'équation (27), pourra-t-on trouver 
À et À y. 

L'aboutissement de la suite {p,} à une valeur limite avec n fini 
constitue un cas particulier. Dans le cas général on ne peut qu'affir- 
mer que pour des x suffisamment grands on aura p,+41 © Pn+2 et 
Tn+2 À Pn+2n+1n- 

Cette égalité approximative autorise de prévoir que pour un # 
suffisamment grand les racines de l’équation 


(1 — Th +9) (1 ne Ta +14) — On+20n +1 (28) 


constitueront des approximations suffisamment bonnes de À, et 
À, et. partant, de *. et y: des inégalités (3). 

Décrivons cette méthode d’obtention des valeurs approchées de 
Y1 et V2. Suivant le schéma itératif (2) avec f = 0 on procède à n + 2 
itérations avec les paramètres t,+1 définis dans (12). Comme pour 
f = 0 la solution de (1) est zéro (u — 0), on a 24 = y, et. par suite, 
Px+1 peut être obtenu par la formule 

Prti = Î Zrk+1 | Le | Yx+a ID 
Il 2 [ln lyrlln 

Après avoir calculé T, +1, Ta+e, Pn+1 et Pn+e, on résout l'équation 
(28). Les racines de cette équation sont des approximations de ÿ: 
par le haut et de y: par le bas. 

On fournira au $ 5 un exemple illustrant la méthode proposée 
d'obtention de yÿ1 et y2- 


$ 2. Exemples de méthodes du gradient à deux couches 


{. Méthode de la plus grande pente. Au $ 1 on a étudié les pro- 
priétés générales des méthodes itératives à deux couches du type 
variationnel utilisées pour la recherche de la solution approchée 
de l’équation linéaire opératorielle 


Au — f (1) 
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à opérateur À non dégénéré. Les approximations itératives se cal- 
culent suivant le schéma à deux couches 


BE + Ays = f, k—=0, Lis x EH, (2) 


tandis que les paramètres d’itération t, s'obtiennent suivant la 
formule 
+ —_— (Du, zh) 
RH (Dur, wk) ? 


où wy — Br, est la correction, r, = Ay, — f le résidu et z, = 
— y, — u l'erreur. Le choix du paramètre t,:. suivant la formule 
(3) garantit un minimum à la norme d'erreur z,:1 dans À, avec le 
passage de y, à Yr+1. 

Voyons maintenant les cas particuliers des méthodes du gra- 
dient à deux couches. Chaque méthode concrète est fonction du choix 
de l'opérateur D et possède son domaine d'application. L'opérateur 
D sera choisi de façon que dans la formule (3) n'apparaissent pour 
le paramètre d'itération T,:, que des grandeurs connues au cours du 
processus d’itérations. 

Commençons l'étude des exemples par la méthode de la plus 
grande pente. Cette méthode ne peut être appliquée qu’au cas d’un 
opérateur À autoadjoint et défini positif. 

Soit l'opérateur À autoadjoint et défini positif dans H. La métho- 
de de la plus grande pente se caractérise par le choix suivant de l'opé- 
rateur D: D — A. L'opérateur Z doit être défini positif dans }. 
Compte tenu des relations Az, — Ay, — f = r, et À = A*, on 
obtient, à partir de (3), la formule pour le paramètre d'’itération 
T:+1 de la méthode implicite de la plus grande pente 


k—0,1,..., (3) 


_ (rh wh) 2: 
Ta un, wp) ? k—0, Lo: 
Pour le cas d’un schéma à deux couches explicite (2) (B = E) on a 
wy = Br, = r, et la formule pour —,.:, prend la forme 


(Th rh) 
Th Are ra) ? k—0, PE 

Dans la méthode de la plus grande pente on minimise la norme 

de l'erreur :,:1 dans l’espace énergétique À 4: || zx |la = (A2x, 2r)1/*°. 

Les conditions de convergence de la méthode ont été formulées 
dans le théorème 1, duquel on tire les estimations 


Zn Îla SP" | Zo las 722 no (€) = In e/Inp. 


La valeur de la quantité p est déterminée par les propriétés des 
opérateurs À et B et par le volume de l’information à priori sur ces 
derniers. Notons que l'exigence pour l'opérateur DB-!A — AB-'A 
d'être autoadjoint est équivalente pour la méthode donnée à l'exi- 
gence pour B d'être autoadijoint. Donc 
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1) si B — B* et les conditions (3), $ 1, ou les conditions qui 
leur sont équivalentes sont remplies (voir ch. VI, $ 2, point 3) 


MB< AL VB, Y > 0, 


p=(—E)VA+E), E = Vive; 
2) si B  B* et les conditions (4), $ 1, ou les conditions qui 
leur sont équivalentes sont remplies (voir ch. VI. $ 4. point 2) 


vY1 (Br, ATlBzr) << (Bzx, x), (4x, 2) << Ye (Br. à), M > 0, 
on a alors 


on a alors 


p=VIi—E, E=Yi/Y2 


Notons que si B — B*. la méthode de la plus grande pente 
possède la propriété asymptotique. 


2. Méthode des moindres résidus. Cette méthode peut être utilisée 
au cas de tout opérateur À non autoadjoint et non dégénéré. Les opé- 
rateurs À et B ne sont pas supposés définis positifs isolément, seul 
l'opérateur B*A doit être défini positif. La méthode des moindres 
résidus se définit par le choix suivant de l’opérateur D : D = A*A. 

La formule (3) pour le paramètre d’itération t;,:, prend dans 
la méthode des moindres résidus la forme 


___(4wr, rh) _ 
Th+1 Av, Av) Av;)? k=0, 1, SRE 
_ Au cas d’un schéma explicite (2) (B = E) il faut que l'opéra- 
teur À soit défini positif, tandis que la formule pour +,:, a la forme 
7 (Arr, Th) es ; 
Th 47, Ars) Ârx) * k= 0. 1,... 
L'appellation de la méthode est liée au fait qu'on y minimise 
la norme du résidu. En effet, on a pour l’opérateur D mentionné 


| Zn ID — (Dz;, 2x) = (A*Azy, Zn) = || Azk IF = || rx IF. 


Donc, pour la méthode étudiée la norme d'erreur dans A, est égale 
à la norme du résidu qui peut être calculée au cours des itérations 
puis utilisée pour le contrôle de la fin des itérations. 
Du théorème 1 découlent les estimations de la convergence de la 
méthode 
ra IS Ep" roll 722 n0 (€) = In e/ln p. 


L'opérateur DB-14 — A*AB-1A sera autoadjoint dans H si 
l'opérateur AB” est autoadjoint, ce qui équivaut à l’exigence pour 
l'opérateur B*A d’être autoadjoint. Si cette exigence est remplie, 
il s’ensuit des conditions (3), $ 1, qui, dans le cas considéré, pren- 
nent la forme 


1 (47, Ay) << (AB-!Ay, Ay)< Ye (Ay, Ay), V1 > 0, 
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ou après substitution y = A”1Bx 
V1 (Bz, Br) << (Az, Br) << V2 (Bz, Bz), 1 > 0. (4) 
et la prise en compte du théorème 1, que 
p=dt—EVA+E), E = Yi/y2. 

Notons que la condition y: > 0 sera remplie si l'exigence sus- 
mentionnée, imposée à l'opérateur B*A d'être autoadjoint est égale- 
ment remplie. Les conditions imposées à l'opérateur B*A d'être 
autoadjoint et défini positif seront, par exemple. remplies si l'on 
admet les hypothèses suivantes: 4 = 4*>0, B=B*>0, 
AB = BA. 

Dans ce cas les inégalités (4) sont équivalentes à des inégalités 
plus simples. En effet. en posant dans (4) x = B-1/?y et en utilisant 
la permutabilité des opérateurs À et B, on obtient 

NB<A<LYIB, > 0. () 

Les conditions imposant à l'opérateur B*A d'être autoadjoint 
et défini positif seront également automatiquement remplies si 
l'opérateur B est de la forme B = (4*)-!B5, où Bo est un opérateur 
autoadjoint et défini positif. Dans ce cas au lieu des inégalités (») 
il faut recourir aux inégalités 

V1B0< AA < Y2Bo, 1 > 0, (6) 
tandis que dans la formule pour le paramètre 1,4, la correction 
w, Ss'obtiendra de l’équation Bow, = A*r;. 

Si l’opérateur B*A n’est pas autoadjoint dans FH, des condi- 

tions (4). $ 1, ou des conditions qui leur sont équivalentes 


V1 (Bz, Br) < (Az, Bz), (Az, Az) <jya (Az, Br), M >0 
et du théorème 1 il s'ensuit que p — V1 — E, E — y/ye. 


3. Méthode des moindres corrections. Cette méthode peut être 
appliquée à la résolution de l'équation (1) avec opérateur À non 
autoadjoint mais défini positif. 11 faut que l'opérateur B soit auto- 
adjoint, défini positif et borné. La méfhode des moindres corrections 
est définie par le choix suivant de l'opérateur D: D — A*B-14,. 

La formule (3) du paramètre d'itération t;,:1 prend dans la 
méthode des moindres corrections la forme 

(Awr, wR) 
Tati TB-1Awr, Au) ? k — 0, lies 

Au cas d’un schéma explicite (2) (B = E) les méthodes des moin- 
dres corrections et des moindres résidus se confondent. 

Dans la méthode des moindres corrections on minimise la norme 
de correction dans Æ7 ,. En effet, pour l'opérateur D choisi on obtient 


22 [lb = (Dz», 2x) = (A*B 1 A2, 23) = (wa, ra) = (Buy, wi) = || #3 2. 


La norme de correction dans A ;, peut être calculée au cours des 
itérations et utilisée pour le contrôle de la fin des itérations. 
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Du théorème 1 on déduit les estimations de la convergence de la: 
méthode 
I wn ep" wo lls 22 nr0(e) — In e/ln p. 
L'opérateur DB-14 — A*B-14B-1A est autoadjoint dans 7 en 
mème temps que l’opérateur À. Aussi: 
1) si À — A* et les conditions (3) du $ 1 ou les conditions qui 
leur sont équivalentes (voir ch. VI, $ 2, point 3) sont remplies 


BAL VYeB, >. 


p—=({—#VA+E), E = 1/72; 


2) si À  A* et les conditions (4) du $ 1 ou les conditions qui 
leur sont équivalentes (voir ch. VI, $ 4, point 2) sont remplies 


nB< À, (4x, B'1Az)< y: (Az, 2). M > 0, 


on obtient 


on à 
p=VI—E E=yiy 
Notons que par comparaison aux méthodes de la plus grande pente 
et des moindres résidus dans la méthode des moindres corrections 
l'opérateur B doit être inversé non pas une fois mais deux fois, 
d’abord pour calculer la correction w, et, ensuite, pour calculer 
B”'Aw,. 
Notons de même que si À = A*, la méthode des moindres cor- 
rections possède la propriété asymptotique. 


4. Méthode des moindres erreurs. Cette méthode peut être appli- 
quée. comme celle des moindres résidus, dans le cas de tout opéra- 
teur À non autoadjoint et non dégénéré. La méthode des moindres 
erreurs se définit par le choix suivant des opérateurs B et D: 


B — (4*)71B,, D — Bo, 


où B, est l'opérateur autoadjoint et défini positif dans YH. 

En portant dans la formule (3) du paramètre d'itération t,42 
l'opérateur D choisi et compte tenu de cequew, = B71r, — B'A*r,, 
on obtient la formule pour t:+1 de la méthode des moindres erreurs 

__ (rx, rh) _. 
Th us, rx) TR) ? k — 0, les 
La correction w, s'obtient de l'équation Bow, — A*r;,. 

Au cas d’un schéma explicite (Bo = Æ) la formule pour t;,:: 

prend la forme 
. (Th rh) _— 
Tht1 (Aer, Avr) A%r;) 9 k—0, 1, et 

Dans la méthode des moindres erreurs on minimise la norme 
d'erreur dans À,,. Dans cette méthode l'opérateur DB-14 — A%*A 
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est autoadjoint dans À, tandis que les conditions (3) du $ 1 pren- 
nent la forme des inégalités (6). Il s'ensuit du théorème 1 l’estima- 
tion sur la convergence de la méthode 


Nan Une SP" colles > 0 (8) = Ine/inp, 
où p — (1 — Ë)/(1 + Ë), E = Y1/Ye, quant à ÿ1 et Ye, ils sont définis 
dans (6). 

La méthode des moindres erreurs possède toujours la propriété 
asymptotique. 


5. Exemple d’application des méthodes à deux couches. A titre 
d'illustration de l’application des méthodes du gradient à deux cou- 
ches, étudions la résolution du problème modèle par la méthode expli- 
cite de la plus grande pente. En guise d'exemple, prenons le problème 
discret de Dirichlet pour l'équation de Poisson sur maillage carré 


wo = {z;yy = (ih, jh), OSIiSN, OSj<N, h—=1/N}) dans un 
carré unitaire 


Au=ur  +us., = —® zEw, u LL, = £. (7) 


Introduisons l’espace À composé des fonctions de mailles données 
sur w avec produit scalaire (u, v) — d'u (x) v (x) h°. 
xCo 


L'opérateur À sur H est défini de la façon suivante: Ay — 
— —Av, yEH,où v(r) = y (x) pour x E w et v | ; = 0. Ecrivons 
le problème (7) sous forme d’une équation opératorielle 


Au = f, (8) 


où f ne diffère de @ que dans les nœuds voisins de la frontière 


= 


g (0, Ta), Zi =h, 
q= < 0, 2hLz,L1— 2h, 
£ (1, x), zy—=1—}, 
{ g Gr 0), zh, 
p2= 4 0, 2h<Lz<L1— 2h, 
| g(x,, 1), z=1—h. 


L'opérateur À est autoadjoint et défini positif dans A. Aussi, 
pour résoudre l’équation (8), peut-on appliquer la méthode de la 
plus grande pente. Le schéma itératif explicite est de la forme 


HE + Ayx = f OÙ Yrsi = Ya —Thalhr R=ÛÙ, 1, ... 
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quant aux paramètres d'itération 71;,, on les obtient par la for- 
mule 


__ (rh rh) __ . _ 
Th+1— (Arn TR)? rh = AYr fs k=0, 1, 
Donnons les formules de calcul et calculons le nombre d’opéra- 
tions arithmétiques que coûte une itération. 
Compte tenu de la définition de l’opérateur À et du second mem- 
bre f, on peut écrire les formules de calcul sous la forme suivante: 


D rm = — (nie — Ge Pis), 1<i, IN —1, 


Ur ly = £ ; 
N-1N-1 
2) (rs Tr) = 2 À ri (Ziy) RE, 
… Fu 
Arn)=— 2 2 nl + Ca ral = 0, 
T (rh rh) ” 
RH (Arg, ra) ? 


3) Yn+1 (ris) = Ve (ip) — Thaare Gin, 1 JKN — 1. 

L° approximation initiale yo est une fonction de maille arbitraire 
dans © qui prend sur y les valeurs données yol, = g. 

Calculons le nombre d'opérations arithmétiques. Si le calcul 
des différences divisées s'effectue suivant la formule 


1 
ue Hu = pe (Uies, 34 Uis, j  Ui, j+s + U, jui — Ali); 


il faudra, pour le calcul de r,, 6 (N — 1)* additions et 2 (N — 1)° 
multiplications et divisions. Pour le calcul de (r,, r) il faut (N — 1)° 
additions et (VW — 1) multiplications, pour (Ar,, rx) 6 (N — 1)° 
additions et 2 (NV —1)* multiplications, pour yz+1 (V — 1)* addi- 
tions et (N — 1)? multiplications. En tout, on aura besoin de 
14 (N — 1)° additions et 6 (NV — 1) multiplications et divisions. 
Exactement la moitié de ce nombre total d'opérations sera dépensée 
au calcul des produits scalaires, c'est-à-dire au calcul du paramètre 
d'itération t:+1. Par conséquent, une seule opération d'’itération de 
la méthode de la plus grande pente est environ deux fois plus labo- 
rieuse qu’une seule opération d’itération de la méthode itérative 
simple ou de la méthode de Tchébychev, où les paramètres t,41 
sont connus à priori. Pour les méthodes implicites, cette différence 
sera moindre, vu que le calcul des produits scalaires exigera le même 
nombre d'opérations que la méthode explicite, tandis qu’au nombre 
total d'opérations s’ajouteront les opérations arithmétiques impli- 
quées par l’inversion de l'opérateur B. 
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Calculons maintenant le nombre total d'opérations arithmétiques 
Q (e) qu'il faut accomplir pour obtenir la précision relative &e. Il 
faut pour cela apprécier le nombre d’itérations no (e). Au point 1 on 
a obtenu l'estimation suivante: 

In & 1—È Ur 
RE) = P=TEs = 

OÙ Yÿ1 et Ye. au cas d'un schéma explicite. sont les bornes de l’opéra- 
teur 4: MEL AL YE. 

Pour l'exemple étudié y, et y. coincident avec les valeurs propres 
minimale ô et maximale A de l'opérateur de différences de Laplace A. 
On sait que 


8 . ,nh __ 8 > Ah 
Ô — pe SIN, À = je COS? 
Par conséquent, 
1—E 2 Ah : . 10. > Th 
p — re 1 2 sin DL. E=—=tg EE 


lo (€) Æ HE = 0, 2N°In—. 


Si l’on assimile les opérations d’addition à celles de multiplica- 
tion et de division, on aura alors besoin pour une seule itération 
d'environ 20W* opérations. Pour le nombre total d'opérations arith- 


métiques l'estimation Q (e) = 4W*In + sera donc juste. 


$ 3. Méthodes des directions conjuguées 
à trois couches 


1. Position du problème sur le choix des paramètres d’itération. 
Appréciation de la vitesse de convergence. Pour trouver la solution 
approchée de l'équation linéaire opératorielle 


Au = f (1) 


à opérateur À non dégénéré, on a étudié au $ 1 les méthodes itératives 
à deux couches du type variationnel. Le schéma itératif de ces mé- 
thodes prend la forme 

BE + Ays=f, k=0,1...., vEH, (2) 
quant aux paramètres d'itération t,+1, ils sont choisis sur la base 
de la condition du minimum de la norme d'erreur z,:. dans l’espace 
énergétique Æ,. Rappelons que sur la suite {y,}, construite suivant 
la formule (2), s'effectue la minimisation de proche en proche de la 


24—01162 
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fonctionnelle Z (y) — (D (y — u). y— u) dont le minimum est 
atteint avec la résolution de l'équation (1). c'est-à-dire pour y = u. 

Cette stratégie de minimisation locale n'est pas toutefois opti- 
male, car ce qui nous intéresse finalement c'est le minimum global 
de la fonctionnelle Z (y). et. si est donnée une certaine valeur de cette 
fonctionnelle, on doit aboutir au minimum cherché par un nombre 
minimal d'itérations. Or la minimisation Iccale à chaque itération 
conduit à la solution de ce problème par une voie qui n'est pas la 
plus courte. 

Il est tout naturel de tenter de choisir aussitôt les paramètres 
tx Sur la base de la condition du minimum de la norme d'erreur z, 
dans À Len n pas. c’est-à-dire au cours du passage de yo à y,. On s’est 
déjà heurté à une situation analogue au chapitre VI lors de l’étude 
de la méthode de Tchébychev et de la méthode itérative simple. Il 
s’est alors avéré que la méthode qui converge le plus vite est celle 
dont les paramètres d’itération sont choisis sur la base de la condi- 
tion du minimum de la norme de l’opérateur résolvant et non pas de 
l'opérateur de transfert d’une itération à l'autre. Cette propriété 
s'observe pour les méthodes itératives du type variationnel. On mon- 
trera que les méthodes itératives étudiées dans ce paragraphe, et 
dont les paramètres 7, sont choisis sur la base de la condition men- 
tionnée plus haut. convergent beaucoup plus vite que les méthodes 
du gradient à deux couches. En outre. au cas d’un espace de dimen- 
sion finie H ces méthodes deviennent des méthodes à itérations fi- 
nies pour toute approximation initiale, autrement dit la solution 
exacte de l'équation (1) peut être obtenue au bout d'un ncmbre fini 
d’itérations. 

Passons à la construction de la méthode des directions conjuguées. 
On supposera que l'opérateur DB”1A est autoadjoint et défini 
positif dans A. Effectuons suivant le schéma (2) x itérations. En 
passant du problème sur l'erreur z, — y, — u au problème pour 
z, = D'/2z,, on obtient comme auparavant 


Lh+1 — S'u+iTn: k — 0, 1, cs — 1, 
Sx=E—77%C, C = D'ÀB-TAD À. 
De là, il vient 


Zn= Tate Tn= [| (E—7,C). (3) 
j=1 


L'opérateur résolvant 7, constitue un polynôme opératoriel de 
degré n relativement à l'opérateur C avec coefficients dépendant des 
paramètres Tr, Te, + : + Tn 


n 


T=P,(C)=E+ Y am’, am) Æ0. (4) 
}= 1 


2= 
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En vertu de l'égalité || x, || = ||z, || le problème du choix des 
paramètres d’itération 7,. posé plus haut, se formule de la façon sui- 
vante: parmi tous les polynômes de la forme (4) il faut choisir celui 
pour lequel la norme x, = P,, (C) xzo est minimale. autrement dit il 
faut choisir les coefficients an), af), . . an) du polynôme 
P, (C) sur la base de la condition du minimum de la norme x, dans À. 

Ce problème sera résolu au point suivant. mais d'abord appré- 
cions la vitesse de convergence de la méthode des directions conju- 
guées construite sur la base du principe formulé plus haut du choix 
des paramètres. L’estimation sera obtenue en utilisant l'informa- 
tion à priori sur les opérateurs du schéma sous forme de ÿ1 et Ye 
constituant des constantes de l’équivalence énergétique des opéra- 
teurs autoadjoints D et DB714: 


D <DBTA<YD, W>0 DBTA = (DBTAYX. (5) 


Soit P, (C) le polynôme cherché. Alors de (3), (4) s'ensuit l’esti- 
mation pour x, : 


Zn = Pr (C) to .. I Qn (©) zu IE aun I Qn (C) I o H. 


où le minimum est recherché parmi les polynômes Q, (C) normés en 
vertu de (4) par la condition @, (0) = E. 

Apprécions le minimum de la norme du polynôme @, (C). Il 
s’ensuit de (5) que l'opérateur C = D-1/* (DB-14) D-1/* est auto- 
adjoint dans }7, tandis que y, et y: sont ses bornes : C = C*. Y,E< 
<CLYE, ÿ1 > 0. On a donc l'estimation 


un IQ, (C)NSmin max |Q,()1. 
{Q {Qn} YSILVs 
Il s'ensuit Pi TE du $ 2, ch. VI. que le problème de cons- 
truction du polynôme normé par la condition @, (0) = 1 et dont 
le maximum du module sur le tronçon [y;, y-] est minimal, se résout 


au moyen du polynôme de Tchébychev de première espèce pour 
lequel 


: 2p? 1— VE Yi 
max t)|—=9gnh, = —_——— |, = ——————— , =— , 
HE, | Qh ( ) | In In 1+p21 P: 1LVE ë Y2 
On a donc pour x, l'estimation || x, || & q, || Zo Il. 
On a ainsi démontré le 


Théorème 2. Si les conditions (5) sont remplies. la méthode 
itérative des directions conjuguées converge dans H,, et on a pour l'er- 


reur z, avec tout n l'estimation || z, |[|L & q [| Z0 f. En outre. l’esti- 
mation du nombre d'itérations prend la forme 


n> no (8) = In (0.5e)/In p:. 
où p=(1— VE)/(+VE), Ë= Y:/V2. 


24* 
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2. Formules des paramètres d’itération. Schéma itératif à trois 
couches. Abordons maintenant la construction du polynôme P, (C). 
En utilisant (3) et (4), on calcule la norme x, : 


| Th |[* + (P, (C) To: P, (C) To) 


n 7 
: Le 
= || ro | + 2 à an) (C’Zos Lo) + 2 2 aan) (C°zo, C'xo). 
j= j= 


La norme x, est une fonction des paramètres af), af), ..., atn), 
En égalant à zéro les dérivées partielles de ||x, |? en ar) 


2 . . 
ler =2 Nam (Cro. Cr) + 2(C'xo, ro), j=1, 2, ..., n, 
45 


n 
=1 


on obtient le système d'équations algébriques linéaires 


nñn 
© af") (C/20. Co) + (Can To) =0, j=1, 2, ..., n. (6) 
‘= 
Pour l'opérateur C autoadjoint et défini positif dans H le systè- 
me (6) fournit les conditions du minimum de la norme zx, dans Y. 
Le problème de la construction du polynôme optimal P, (C) est 
donc en principe résolu. Les coefficients du polynôme a{”), a(),... 
.., a) seront obtenus par résolution du système (6). Mais d’abord 
construisons les formules pour le calcul de l’approximation itéra- 
tive y,. La première voie consiste à se servir du schéma itératif (2). 
Mais il faudra alors trouver les racines du polynôme P, (t) et. en- 
suite, prendre en guise de 7, les valeurs inverses des racines. Ce pro- 
cédé n’est pas économique. 
La seconde voie consiste à utiliser pour le calcul de y, les coef- 
ficients du polynôme. De (3), (4) et après la substitution x, — D/°2,, 
OÙ 2x —= Yr — U, il vient 


ÿn —u = DÉP, (C) D'À (yo — u). (7) 
Utilisant (4) et l'égalité D -V/?C?D1/? — (B-14), on obtient 


n 


— 1/2 1/2 n)(BR=1 A\j 
D'"*P,(C)D'=E+ } aim) (B14). 


J=i 
En portant cette égalité dans (7), on trouve 
n n ; 
Un=yot 2: a (BA) (ÿo—u)=yo+ À a (B A) ue (8) 
= ]= 


où w, est la correction, wo = B7'A (yo — u) — B1ro, ro — Aÿo — f. 
Ce procédé n’est pas également optimal. Pour chaque nouveau 
n il faut recommencer à résoudre le système (6). 
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On va maintenant montrer que la suite y,. ÿo. .. We . 
construite en conformité avec (6), (8) pour nr = 1, 2. .. peut 
être obtenue à partir du schéma à trois couches suivant : 


Byn41 = Gn+r (B — Tus14) Yn + (À — Gurr) Byn-1+@n+aTh+if. 
k—1,92,.... (9) 


By = (B — 714) Yo + Vif. yo € FH. 


Ïl faut pour cela indiquer le jeu de paramètres {t,} et {&,} pour 
lequel la norme de l'erreur équivalente x, soit minimale pour tout k. 
En effet, de l'équation pour l'erreur x, au cas du schéma (9) 


Ts == Qui (E — Tu41C) Zn + (1 — Qu+1) T1, Kit; 2.5, 
(10) 
1 = (E — GC) x, 
on tire que zy, — P, (C) xo. où le polynôme P, (C) a la forme (4) 
(nr = k). Aussi si les paramètres {7,} et {&,} seront choisis dans (9) 
de manière que pour tout rz = 1. 2. ... les conditions (6) demeu- 
rent remplies, alors. les approximations itératives y,, construiles 
suivant (9), coïncideront avec les approximations obtenues suivant 
les formules (6), (8) pour tout n. 
Construiscns le jeu cherché des paramètres {7,} et {a,}. Peur 
cela énonçons le lemme suivant. 


Lem me. Les conditions nécessaires et suffisantes du minimum de 
la norme x, dans H pour tout n > 1 sont 


(Cry, zn) — 0. j—=0,1,...,n—1. (11) 


En effet, de (4), (6) il s'ensuit que les conditions (6), qui sont 
les conditions du minimum de la nerme x,. sont équivalentes aux 


suivantes : | 
(Cr Le 0 Let2s sn (12) 


pour tout ñn = 1, 2, . .. De là on obtient pour j< nr — 1 
En DE | 
(Cros Zn) + 2,4 (C'Tos Zn) = (Cx;, Zn) = 0 


autrement dit les conditions (11) sont nécessaires. 

Démontrons maintenant que les conditions (11) sont suffisan- 
tes. Supposons que les conditions (11) sont remplies. Montrons qu'alors 
sent également remplies les conditions (12). De (11) pour j = 0on 
tire que les égalités (12) se vérifient pour j — 1. L’exactitude de (12) 
pour j> 2 sera démontrée par irduction. Supposons que pour j< 
les COnetiene (12) sont remplies, c'est-à-dire que (C?x0. x,) = 0, 
j=1,2,..., À. Montrons qu "elles sont également satisfaites 
pour j = k + 1 au cas où les conditions (11) sont remplies. 
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En effet, de (11) pour j = k, on obtient 
O—(Czrr, Ta) =(CPr(C)Tos Tn) = 


k 
+1 k+1 
= (Cro 2n)+ 2 09 (CT 0, 20) = 0 (CT ae Zn). 
J— 


Par conséquent, (C*+1r5. x,) — 0. Le lemme est démontré. 

Profitons maintenant de ce lemme pour la construction du jeu 
des paramètres {t,} et {æ,} pour le schéma (9). Pour abréger les 
calculs, admettons que y, dans le schéma (9) s’obtient avec la formule 
générale (9) pour & = 1. 

Analysons le schéma (10). x, s’obtenant suivant le schéma à 
deux couches. on aboutit, sur la base du $ 1. au choix optimal du 
paramètre T1 à l’aide de la formule 


T, — (Czo, Zo) 
. (Cro; Co) | 
La construction des paramètres Ts, Ta, . - . @t @e, Œz, . . - sera 


réalisée progressivement. Admettons que les paramètres d'itéra- 
tion Ti, To, . - .. Tn et A. Ge, . . ., &n ont été choisis de façon 
optimale. Vu que ces paramètres déterminent les approximations 
Yi. Ye. . - . Yr. il découle du lemme que les conditions 


Cridt) et Jess tte ET. 2: 22h (13) 
sont remplies. 
Choisissons maintenant les paramètres tTy+1 et @y,41 définissant 


l'approximation ÿy,+1. Il s'ensuit du lemme que la norme x,}, sera 
minimale si sont remplies les conditions 


(Cry, tnyn) = 0, j =0,1,...,k. (14) 


A partir de ces conditions cherchons les paramètres Tt,+1 et @y+1. 
Montrons d’abord que de (13) il s'ensuit que les conditions (14) sont 
remplies pour j < À — 2, et. ensuite, des deux conditions restantes 
de (14) pour j = k — 1 et j — k. on obtient les formules pour t,:+: 
et Œn+1- 


Bref, soit 7 < k — 2. De (10) et (13) il vient 
(Zn+ie CZ) = Qus1 (Tr, CT) — Qu+1 Ta+1 (Cru. Cr) + 
+ M — œuy1) (&n-xs CT) = —Qnhtupi (Crr, Cri). 


Montrons que (Cx,, Cr;) = 0 pour j< k — 2. En effet, de (10) 
pour À = j, on obtient 


Cr; = tn lei — (A — 2541) tj-1], j20. (15) 


Tj+1 Ti+1Si+ 
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En utilisant le fait que l'opérateur C est autoadjoint, de même que 
les conditions (13). on obtient de ce qui précède pour j << # — 2 


(Cry. Czx;) = 


= | (Cz;,  — — 
Ti+1 Tj+1%;41 


[(Cz;+1, ze) —(1 —G;+1) (Cz;-1, tn)] = 0 


Par conséquent. (z,41, Cr;) = 0 pour j << k — 2. 
Cherchons maintenant Ty+1 et @y+. . En posant dans (14) j — 
= k — 1 et j — k. on obtient de (10) et (13) 


O = (Czy-1 Znyr) = —Qn+itngr (Cru Crn) + 
+ (M — œu+1) (Cru Tn1). (16) 


O = (Cry, Zn+) — Æh+1 [(Czr: Th)  Th+i (Cry. Czx)]- 
De la seconde équation on tire aussitôt le paramètre t,41: 


__ (Crn. z) E 
Th TC, Can) (17) 


De la première équation on élimine l'expression (Cz,, Czxzy 1). 
Posons pour cela dans (15) j — À — 1 et multiplions scalairement 
le premier et le second membres de (15) par Czx;. 

Puisque l'opérateur C est autoadjoint de la condition (13), on 
obtient 


1 
(Czx. Can) = (C1, Th) — —— ————— (Cry, Tr) + 
1— 


En portant cette expression (16), il vient 


Lp+1Ttr+1 (CzR, zh) 
ChTh (Cr, 4 Tn_1) 


+ ({—au41) = 0 


De cette égalité on obtient la formule de récurrence pour le para- 
mètre @Œy+1: 


Th+1 __ (Czn, zh) —)" (18) 


Th (Czn-1, Zh-1) 

Bref. en admettant que les paramètres d’itération Ts Tes 

et &: Ge, . . .. à ont déjà été choisis, on aboutit à des formules 

_ (CZos T3) 

pour les paramètres 7T,:, et &,:1. Comme &; = 1 et Tt, — Cr, Cr) 
0? 0 

les formules (17). (18) définissent donc les paramètres ty+1 et @u+: 

pour tout k. 


En portant x; = D\*z, dans (17) et (18) et compte tenu de ce 
que 


an+1 = (1 _— 


C=D"“?(DB7'A)D7"? et Az=r,, B''r,=u, 
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on obtient les formules suivantes pour les paramètres d'itération 
Th+1 €t An: 


__ (Dur, 5h) L 
TH Dior, w) ? k=—0, 1, ue (19 
_f4 _ Ta+s _ (Dur, 5) 1 \-1 9 


k—= 1. 2: .….. A = 1. 


Ainsi donc la méthode des directions conjuguées est décrite par 
le schéma à trois couches (9). dont les paramètres d'itératicn T;4; 
et «+1 sont choisis suivant les formules (19), (20). Pour cette méthode 
se vérifie le théorème 2 démontré auparavant. 

Il s'ensuit des formules (19). (20) que les paramètres d itéra- 
tion t,:, sont choisis dans la méthode des directions conjuguées 
et les méthodes du gradient à deux couches suivant les mèmes for- 
mules. tandis que pour le calcul des paramètres @,4, il ne faut cal- 
culer aucun produit scalaire supplémentaire. Aussi peur le calcul 
des paramètres d’itération dans les méthodes à deux et trois couches 
du type variationnel dépense-t-on pratiquement un même nombre 
d'opérations arithmétiques. Mais en même temps il découle des 
théorèmes 1 et 2 que les méthodes des directions conjuguées con- 
vergent sensiblement plus vite que les méthodes du gradient. 

Montrons maintenant que si À est un espace de dimension finie 
(H = H,), alors les méthodes des directions conjuguées convergent 
en un nombre fini d'itérations ne dépassant pas les dimensions de 
l’espace. En effet, il s'ensuit du lemme que pour des erreurs équiva- 
lentes r,; de la méthode des directions conjuguées doivent se vérifier 
les égalités (Cz;, x,) = (x, ue = 0 j —=0,1,.... n. Donc 
le système des vecteurs ro, 21, . . ., x, pour tout n doit être corthago- 
nal dans He. Comme dans H ; on ne peut construire plus de N vec- 
teurs orthogonaux. il s'ensuit que x, — 0 et z, = y, — u = 0. 
Donc avec la classe d’'approximations initiales arbitraires yo Îles 
méthodes des directions conjuguées convergent en W itérations vers 
la solution précise de l'équation (1). 

Avec des approximations initiales spéciales yo ces méthodes con- 
vergent en un nombre moindre d'itérations. En effet. suppcsons 
que yo est tel que dans le développement en x, suivant les fonctions 
propres de l'opérateur C figurent WNo << N fonctions. c'est-à-dire 
que x, appartient au sous-espace HX, invariant par rapport à l’opé- 
rateur C. Alors il devient évident que tous les x, € Hx,. Aussi 
dans ce cas le processus d’itération convergera-t-il en V, itérations. 

Il ne s'ensuit pas de ce qui vient d’être dit que l'estimation de la 
convergence de la méthode résultant du théorème 2 est très grossière 
et que l'égalité ||z, [ln — 9x || Z0o In n’est jamais atteinte. Il est 
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possible de construire un exemple d'équation (1) et d'indiquer pour 
tout nr << N une telle approximation initiale y, pour laquelle l'éga- 
lité mentionnée sera vérifiée. 


3. Variantes des formules de calculs. Donnons maiutenaut quelques pro- 
cédés de mise en œuvre des méthodes des directions conjuguées à trois couches. 
Sur la base de (9), (19) et (20), formons l'algorithme suivant : 

1) d'après y, donné on calcule le résidu r, = Ayo — f; 

2) on résout l'équation pour la correction Bw, = rs; 

3) on calcule le paramètre 7, suivant la formule (19); 

4) on obtient l’approximation y, suivant la formule y, = yo — Two. 

Ensuite, pour k = 1, 2, ... on effectue successivement les opérations 
suivantes : 

5) on calcule le résidu r, = 4y, — f et on résout l'équation de la correc- 
tion Bwy = rz; 

6) avec les formules (19), (20) on calcule les paramètres t,, et @41; 

7) on obtient l'approximation y,,, suivant la formule 


Yh+1i = Ch+aÿk À (À — Gu+r) Vh-3 — Gh+iTrpilRe 

Avec l'algorithme décrit. pour trouver yz,,, on utilise donc yk_1. vx et wx 
qui doivent être mémorisés. On fournira plus loin la forme des formules (19) 
et (20) pour quelques choix concrets de l'opérateur D. En attendant. on se 
limitera d'indiquer que ces formules peuvent comporter, outre la quantité 
mémorisée w,, le résidu r, qui n'est pas retenu. Pour le calculer, on peut se 
servir soit de l'égalité r; — Bw,, au cas où le calcul de Bw, n'est pas trop labo- 
rieux, soit de la définition du résidu r;, = Ayg — f. 

En pratique il existe également d'autres algorithmes de la mise en œuvre 
de la méthode des directions conjuguées. Indiquons l’un d'eux. A cette fin le 
schéma (9) sera traité comme un schéma à correction. De (9), il vient 


Vh+1 = Yh — Gh4iShs Shi = Whyi T bhpash, k = 0, 1, ..., 59 = wo. (21) 
où wy = Br}, rx = Ayr — f, quant aux paramètres a;., et b,, ils sont reliés 


à Gp+1 et Th+, par les formules suivantes: 


Apr = Ch4ithpus On = (ap+1 — 1) axt/(ap+iTh4). 
Cherchons les expressions de bz et az41. De (19), (20), il vient 


bg = (Du, 28)(Dwys, 2x) k = 1,2, ... (22) 


On obtient sans peine pour az, à partir des mêmes formules les relations de: 
récurrence, mais on peut également obtenir l'expression explicite de a,.,: 


(Czr, Zn) __ (Dwr, 2x) 
RP. k=0:"1,.::: 23) 
CR (px, PR)  (DSh, 5h) ? j a 
Les formules (21), (22) et (23) décrivent le second algorithme de la méthode. 
des directions conjuguées. Les calculs sont conduits ici dans l’ordre suivant: 

1) d’après y, donné on calcule le résidu rs, = Ayo — /, on résout l'équation 
Bw, = r, pour la correction w, et l'on pose que s, = w,; 

2) suivant la formule (23) on obtient ‘le paramètre a, et on calcule y, — 


= Yo — 5. Ensuite, pour k = 1, 2, ... on exécute successivement les 
opérations : 

3) on calcule le résidu r, = Ay, — f et on résout l'équation de la cor- 
rection Bwz = rp; 


4) avec la formule (22) on calcule le paramètre b, et on recherche s, suivant 
la formule sx = wx + bpsk_; 

5) avec la formule (53 on détermine le paramètre a+, et l'approximation: 
Yrk+1 Se calcule suivant la formule 


Uh+1 — URh — Ah+iSR:- 
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Notons que dans l'algorithme proposé il faut mémoriser y,. w, et s4, c'est- 
à-dire le même volume de l'information intermédiaire que dans le premier 
algorithme. 

$ 4. Excmples de méthodes à trois couches 


1. Cas particuliers des méthodes des directions conjuguées. Au 
& 3 on a construit les méthodes itératives à trois couches des direc- 
tions conjuguées utilisées pour la résolution de l’équation linéaire 


Au = f. (1) 


Les approximations itératives se calculent suivant le schéma à 
trois couches 


Byn+1 = Qn+s (PB — T4) Ya + (À — usa) Byr-1 + Gu+1Tr+f; 
hi 1. 2, (2) 
By = (BP — T4) Yo + if, YoEH, 


tandis que les paramètres d'itération @y+1 et T,+1 Ss’obtiennent sui- 
vant les formules 


(Dur, 5) p_Q. 1 


Th+1 — (Dur, w) 9 . 
ee (1 __ Tn+1 __ (Dwr, 2x) =)" (3) 
PÈT Tk (Dw, _:, 2p-1) ” Œk : 


k—1, 2, .. a = 1, 


où w&y = Br, est la correction. r, — Ay, — f le résidu, z, — 
—= y, — u l'erreur. 

Le choix des paramètres &, et 7, suivant les formules (3) garan- 
tit au cas d’un opérateur DB”1A autoadjoint et défini positif le 
minimum pour tout x de la norme d'erreur :, dans H , avec le pas- 
sage de yo à y,. 

Examinons maintenant les cas particuliers des méthodes des 
directions conjuguées définis par le choix de l'opérateur D. On a 
vu au $ 2 quatre exemples des méthodes du gradient à deux couches. 
A chacune de ces méthodes à deux couches correspond une méthode 
déterminée des directions conjuguées à trois couches. On énumérera 
<es méthodes en indiquant les conditions imposées aux opérateurs À 
et B pour obliger l’opérateur DB-'A à être autoadjoint. A ces métho- 
des s’applique le théorème 2, quant aux inégalités déterminant les 
constantes Y1 et Y2. elles seront fournies avec la description de la 
méthode correspondante. 

1) Méthode des gradients conjugués. 

Opérateur D : D = À. 
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Conditions : BL AL YB,Y"1 > 0,14 = 4A* >0,B = B* > 0. 
Formules des paramètres d’itération : 


He ra (TR: WR) 4 Tr+1 (Tr, Wk) 1 )” 
h+1 = a s 


(A4wr, wp) ? ar+1= ( Th (rpg Wy_s) R 

2) Méthode des résidus conjugués. 

Opérateur D : D = A*A. 

Conditions: 1 (Bz, Br) << (Az, Br) << y: (Br, Br). M > 0, 
B*A — A*B. 

Si les hypothèses 4 = 4* > 0, B — B*>=>0, AB — BA sont 
vraies, les conditions deviennent de la forme 


MB< AL YeB, > 0. 
Formules des paramètres d'’itération: 


Tk = (ébks FR Le 2 = ("tt Gen mn 5) 
ja (Awz, Awz) ? bis Th  (AWk_gr Th) ŒR j 


3) Méthode des corrections conjuguées. 

Opérateur D: D — AB71A. 

Conditions: YB<LA<LYB, M>0, A=A*>0. B = 
= BY > 0. 

Formules des paramètres d’itération : 


Ty je CR) wk) œ = | 1 _ Tati (ur, wn) 1 )” 
ji (B”'Awz, Aw») | is TR (A4w, _;; w,,_4) \e 47 . 


4) Méthode des erreurs conjuguées. 

Opérateur D : D = Bo. 

Conditions: 3 — (A*)-B. Y1B80< AA < Y2Bo, Po = B > 0. 
Formules des paramètres d'itération : 


rhr Th+i rrhr 4 \-1 
Toy = Ur Th) aps (9 tt — Ce mn) 


(Awz, rh) ? Th (gs Tp-4) GR 

2. Méthodes à trois couches localement optimales. Revenons 
maintenant au procédé de construction des paramètres d’itération 
An+1 et Tr+1 pour la méthode des directions conjuguées à trois cou- 
ches étudié au $ 3. Rappelons que les paramètres @y+1 et Tr+41 ont 
été choisis sur la base des conditions (Czy-1, Zr+1) = O0 et 
(Cry, Zx+1) = 0 avec l'hypothèse que les approximations itératives 
Yi. Ye, - . … Yx garantissent que les conditions 


(Cz;, 5) =0. j=0,1,...,i—1, i=1,2,...,k (4) 


seront remplies. 

Dans un processus de calcul idéal les conditions (4) sont remplies, 
aussi le choix des paramètres &},+1 et T:+1 suivant les formules obte- 
nues au $ 3 garantit-il en fait le minimum de la norme d'erreur 
Zn41 dans À, avec le passage de yo à yx+1. Par contre. dans un pro- 
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cessus de calcul réel, qui tient compte des erreurs d’arrondi, les 
approximations itératives Y1, Ye, . . ., y seront calculées de façon 
imprécise et, partant, les conditions (4) ne seront pas remplies. En 
maintes occasions cela peut donner lieu à une diminution de la 
vitesse de convergence de la méthode et, quelquefois. peut même 
entraîner sa divergence. 

Construisons à présent une modification de la méthode des direc- 
tions conjuguées dénuée du défaut mentionné. En qualité de solu- 
tion approchée de l'équation Au — f prenons le schéma itératif à 
trois couches 


Byn+1 = Œu+1 (B — Tu+14) Yn + (À — Gur1) Byr-1 + 


+ Gn+1Tr+if. (9) 
k = 1: 2: ::x 


à approximations arbitraires yo et y, € H. En posant y, et y, 
donnés, choisissons les paramètres &@,:1 et t,:,1 sur la base de la 
condition du minimum de la norme d'erreur z,,, dans À. c’est-à- 
dire à partir de la condition de l'optimisation locale en une seule 
itération du schéma à trois couches. 

Ce problème sera résolu dans la seule hypothèse où l'opérateur 
DB”'A est défini positif. A cette fin passons à l’équation de l'erreur 
équivalente x, = D\/°2, : 


Th+1 —= Lh+1 (E — 1410) zu + ( — Guy) Zn -1. 


C = D'FB"1AD-V*. (6) 
Pour abréger les calculs, posons 


1 — @y+1 — a, Th+1@n+1 = Ÿ (7) 
et récrivons (6) sous la forme suivante: 
Th+i = Th — À (Zn — Tn-1) — bCxz. (S) 


Le problème est posé de la sorte: choisir a et b sur la base de la 
condition du minimum de la norme x,., dans A. Calculcns la norme 
Zr+1. De (8) il s'ensuit 


cet À = [ta I + af ze — zu À + 0 |] Cru I — 
—2a (zx, In — Zn-1) — 2b (Crx, xx) + 2ab (Cry. zx — zu à). 
En égalant à zéro les dérivées partielles en a et b. on obtient le 
système relativement aux paramètres a et b 


[Xe — Zr-1 [Pa + (Cru, Zn — Zu1) 0 = (Zn: Th — Tu 1). 


(9) 
(Crus Zn — Zn-1) à + | Czr Ib — (Czx, Ty). 


Le déterminant du système est égal à || x, — zx | || Czx IF — 


— (Czx, zx — Zx1)° et, en vertu de l'inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski, ne devient nul que quand x; — r:_1 est proportionnel à 
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Czr: Zn — zx 1 = dCx,. Dans ce cas les équations du système sont 
proportionnelles et ce dernier se réduit à une seule équation 


(b + ad) || Czy IF = (Cru, tn). (10) 
Vu que dans ce cas (8) prend la forme de x,41 — x, — (b + ad) Cx,. 
on obtient. en posant dans (10) a = 0, sur la base de (7). (10) 


(Cru, Th) 
DA ET ET) 
Si le déterminant n'est pas nul, alors, en résolvant le système (9), 
on obtient 
I Crr (Tr, Th—Zzh-1) —(Czg, Th) (CTZhs Th—Zh-1) 


a — — = 
Ze —Zzr-1 [7] Czn $—(Czx, Th — 2h21)" ? 


__ (Czx, zR) (Czh, Th-1) 
b=TC. Czr) (1—a)+ (Czh, Crzh) 
De là, en utilisant les notations (7). on aboutit aux formules des 
paramètres Gœy+1 et Tr+1: 


(CZhs Th—Zh1) (CZhs Zh-1)—(Zh-1s Th —Zh1) (Crzn, Czn) 

(Crus CTh)(ZR—Zh1s Th—2Zh)—(Crn, Th —2zh À 

__ (CzR, zu) 1—Qs1 (Czr, Zh-1) — 

Rene os (Creme NO 

Les formules (11) obtenues auparavant peuvent être traitées 
comme un cas particulier des formules générales (12), en posant 
@x+1 = 1, si le dénominateur dans l'expression de &,:, devient nul. 

Les formules (12) sont plus compliquées que celles des paramé- 
tres Gy+1 et Tr+1 de la méthode des directions conjuguées obtenues 
au $ 3. Dans le cas considéré, il faut de plus calculer les produits 
scalaires supplémentaires. Cependant le processus d'itérations (5), 
(12) est moins assujetti aux erreurs d’arrondi, les erreurs commises 
au cours des itérations précédentes s'estompent. 

La liaison entre les méthodes à trois couches localement optima- 
les et les méthodes des directions conjuguées est fixée par le 


An+1 — 


(12) 


Théorème 3. Si pour la méthode (5), (12) l'approximation 
initiale y, est choisie de la façon suivante: 
Dw,, 2: 
By; =(B—T;4)yo+ tif, = = ; (13) 
alors au cas où l'opérateur DB”'A est autoadjoint la méthode (5), (12) 
coïncide avec celle des directions conjuguées. 


La démonstration s'effectuera par induction. fl s'ensuit de la 
condition du théorème que les approximations y, obtenues ici et 
dans la méthode des directions conjuguées coïncident. Admettons 
que les approximations ÿ1, Ye, . . ., y, coïncident. Démontrons que 
Yr+1 Construit à l’aide des formules (5), (12) coïncide avec l’appro- 
ximation ÿx+1 de la méthode des directions conjuguées. 
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D’après les hypothèses faites les paramètres d’itération ti. Te, . .. 
……, Tr et Ge, Ms - - -,» @x des deux méthodes coïncident également. 
Si l’on montre que les paramètres t:.: et &«,.. de ces méthodes coïnci- 
dent de même, la proposition du théorème 3 sera démontrée. 
Vu que ÿ1, Ye, - . ., y, sont des approximations itératives de la 
méthode des directions conjuguées, en vertu du lemme les condi- 
tions 


(Cry x) =0, j=0,1,..., i—1, i=1,2,...%k (14) 


sont remplies. En portant (14) avec j — k — 1 et i — À dans (12) 
et utilisant l'opérateur autoadjoint C, il vient 


(Zh=1s Th—Th-1) (CzR, Czx) T (Czr, zh) (15) 
(Czn, zh) — |] Czn FPza—zan fl XF (Czx, Cr) 


Ainsi donc les paramètres t,:1 de la méthode localement optimale 
et de celle des directions conjuguées coïncident. Il ne reste qu’à 
montrer que les paramètres @x+1 Coïncident aussi. 

De (6) et (13) il vient 


Zn — Th1 = (an — Î) (Th-1 — Treo) — Gta TR 1. 


k — 2, 3, .... (16) 


n+1 — 


Zi — Zo = —TCTo. 


De (16) il s'ensuit que la différence x, — x, est une combinai- 
son linéaire Cxzo, Cri, - . ., Czx-1 qui prend la forme suivante 


k- 2 
TR Ti — CRTC Zn + 2 P;Cz;, k22, 
Je 
(17) 
Li — Lo — — TC To, 
où les coefficients B; s'expriment en fonction de Ty, Te, . . ., Th-1 
et @&e, Œgs - - +, &R-1. En multipliant le premier et le second membre 
de (17) scalairement par z;_1 et zy — zx_1 et compte tenu de (14), 
il vient 
(Ta-ss Th — Th) = — Gta (CTn-1, Tn1), 
[Tr — 2h = Gate (Ctr-1s Ts). 


En portant (18) dans l'expression (15) pour @::, et compte tenu 
du paramètre T::4, on obtient la formule 
ee — ŒRTh (CTh-1 Zh=1) (CZR, CTR) _ 
RAA œpTtn (Czn-1, T1) (CTR, Czr)—(Czn, zR)? 
= (1 Care __Th+1 (Czn, Th) ——)" 
Th (CZh-1, Zh-1) CR 
coïncidant avec la formule obtenue pour le paramètre &,.1 dans 
la méthode des directions conjuguées. Le théorème est démontré. 


(18) 
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En portant x, — D°z, et C = D”1* (DB”-14) D-1/* dans (12). 
on obtient la forme suivante des formules pour les paramètres @y4+1 
et Tr+: 


(Dwp, 5h — 2h21) (DwR, Zh-1) — (D2h-3 Yh — Yh-1) (DWR, wR) 


& D oo e 

RH (Dwn, Wn) (D (GR — 2h) VR— Va) — (DUR, 2h — ch) sé 
1, Durs) | 1—Ghs1 (Dur, 5h) 

ANRT (Dwr, wx) LR+1 (Dwr, wk) 


Si l'on introduit les notations pour les produits scalaires 
ax = (Dws, 2»), D — (Dwy, 2%), x = (Dzy, Yn — Yyr-)- 
du = (Dzra, Yr — Yna), en = (Dw,, wy), 

les formules (19) se récriront sous la forme 


_____ (an —br) br— dRer 4. 5 : 
GR | 1—Ghy1 DR - 
nm T Qhsr ex ? k=0;4;:::: 


Fournissons les expressions de a,, b,, cx, dr et e, pour des choix 
concrets de l'opérateur D: 
1) D = À, À = A* 
an = (Un, rh), bn = (Wu, Fra), Cn = (ns Yn — Yr-1), 
dy = (Trels Yx — Yn-1), ex = (Az, W); 
2) D — A*A 
ax = (Awz,rn), On = (AW, rra), Cn = (Tr Ta — Tu), 
du = (Try Th — ra), € = (Awr, Aw:); 
3) D = A*B”\A, B = B* 
an = (Awz, wx), bu = (Awz, Wya), Cx = (Wr, rr — lh1)» 
du = (W-1, TR — Fra), En — (B'Auwz, AV»). 


$ 5. Accélération de la convergence 
des méthodes à deux couches 
au cas d’un opérateur autoadijoint 


1. Algorithme du processus d'accélération. Au point 5 du $ { il 
a été établi qu'au cas d’un opérateur autoadjoint DB-?A les méthc- 
des du gradient à deux couches possèdent la propriété asymptotique. 
Cette dernière se manifeste dans le fait que pour des grands numéros 
d’itérations la vitesse de convergence de la méthode diminue sensi- 
blement vis-à-vis du début d’itérations. On a également montre que 
pour des grands numéros d'itérations les erreurs observées toutes les 
deux itérations deviennent presque proportionnelles. 
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En utilisant cette propriété, passons maintenant à la construc- 
tion du processus d'accélération de la convergence des méthodes du 
gradient à deux couches. 

Pour la résolution de l’équation 


Au = f (1) 


prenons la méthode itérative du gradient à deux couches 


BEM TR + 4y, =f., k=0,1,..., yEH, (2) 
Th+1 
_ (Dwr, 2) _ 

Th Dion, w) ? k—=0,1, ... (3) 


Posons que l'opérateur DB-'A est autoadjoint dans À. La mé- 
thode itérative possède alors la propriété asymptotique et, pour un 
numéro d'itérations * suffisamment grand, on a l’égalité approchée 


Zute À P°Zhe 2h = Yn — U. (4) 


Voyons d'abord le cas où dans (4) on a une égalité stricte, c’est- 
à-dire que Z,++ — p*z,. Construisons sur la base des approximations 
déjà trouvées y, et y,++ la nouvelle approximation suivant la formule 


Y = GYn+2 + (A — a)yx. @ = 1/1 — p°). (5) 
On obtient pour l'erreur z = y — u 


2 = Gino + (1 — @) zx = (ap° + 1 — à) 2, — 

= [1 — a (1 — p°)lz, = 0. 
Par conséquent. en cas de la réalisation de l'égalité stricte (4), la 
combinaison linéaire (5) des approximations y, et y,+. fournit une 
solution précise de l'équation (1). 

Comme il a été noté au $ 1, la réalisation de l'égalité stricte (4) 
constitue un cas exceptionnel qui n’a lieu que pour une approxima- 
tion initiale spéciale. Dans le cas général on a l’égalité approchée (4), 
tandis que les arguments avancés plus haut permettent d'espérer 
qu'une certaine combinaison linéaire de y, et y... fournira une bon- 
ne approximation à la solution du problème initial. 

Cherchons la meilleure entre ces combinaisons linéaires. Soient 
Yr. Yr+1 et Yr+e les approximations itératives obtenues suivant les 
formules (2), (3). Cherchons la nouvelle approximation y suivant la 
formule 


y = QŒYn+e + (1 — à) ys. (6) 


Posons le problème où le paramètre & est choisi de façon que la 
norme d'erreur z — y — u dans À, soit minimale. 
En utilisant d’abord le schéma (2), éliminons y,+° de (6). Il vient 


Byn+e = (B — Tryod)Yn41 + Tuyof 
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et. après avoir porté ÿy,+2 dans (6). on obtient 


By = a (B — tizoAÀ) Yn+1 + (À — à) Byx + aturef, (7) 
où ÿYr+1 S'obtient suivant le schéma à deux couches 


Byn41 = (B — Tap14) Ya + Thu. (8) 


Si l’on admet que y, est l’approximation initiale donnée. le sché- 
ma (7). (S) coïncide alors avec le schéma de la méthode des directions 
conjuguées. les paramètres t,:1 et Tt,4+ étant les mêmes que ceux de 
la méthode des directions conjuguées. Ï1 s'ensuit de la théorie de cette 
méthode (voir point 1. $ 4. formule (3)) que la valeur optimale du 
paramètre à se détermine par la formule 


EE (9) 


3 Th+e (DUhsr 5h) 
Th+1 (Dwr, 2h) 


Bref. le problème posé du meilleur choix du paramètre « est 


ainsi résolu. Les formules (6), (9) définissent le procédé d'’'accéléra- 
tion. 


Notons que pour déterminer y il est possible, au lieu d'utiliser 
la formule (6), de le calculer à l’aide du schéma à deux couches 


suivant : 
Byn+s = (B — Ta+14) UR + Ta4f, 
By=(B— Th+24) Yh+s + Th +of, 
Où Th+y ©t Tu+2 sont les racines de l'équation 


(10) 


T° — Q (Tuya + Th+e) T + Atr+atage = 0. 


Pour t4+1 il faut choisir la racine minimale. 


L'utilisation de (10) au lieu de (6) dispense d'augmenter le 
volume de l'information intermédiaire mémorisée. 


2. Appréciation de l’efficience. Apprécions maintenant l'effi- 
cience du procédé d'accélération. Avant de calculer la norme d’erreur 
z = y —u dans A, transformons l'expression (9) pour «. 

La substitution z, — D-V°xr, dans (9) donne 


De (10) et (11), $ 1. il vient 


— _ (Cr, zRk)° = 
Tr+s = PR+s Ta ll PR+1i = 1-- TCzn, Can) ler FE (12) 
De la formule (9), $ 14, il vient 
= (Czrs Th) 
FH © Tan, CN ss 


25—-01162 
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Utilisant (12) et (13), il vient 
These (CThers The) 1 Pre 
5 k+1° 
Th+i (CT, zx) 1—prss *“* 
En portant cette expression dans (11), on obtient 
À == 2 
a  — (14) 
1—2p%41 + 0410242 
Calculons maintenant la norme d’erreur z = y — u dans À ,. De (6) 
il vient 
2 = AZp+e + (1 — @) zx. 
De là, pour l'erreur équivalente z, — D/°r, et x — D/*z. on aura 
Z = Aly+o + (1 — œ) r,. Calculons la norme x dans A. Il vient 
x À = @° [ltuge À + 2@ (À — @) (zuge, zu) + (1 — a) [za Ë. 
De l'égalité (zr4+, tr) = || Zr+4 [F démontrée au point 5, $ 1, on 
tire 
x I = @° [rate I + 2@ (À — @) [zu IP + (À — a) Ilzx IF. 
En y portant l'expression (14) pour @& et utilisant (12), il vient 
2  _ 2 
Pr+e— Pr+1 
Pat (120544 Pr 41044 2) 
Vu que pr41< Pr+2< p 1, on a 
1 — 2pË +1 + péHPñ+eZ (1 — p°), 
par conséquent, on a pour la norme x l'estimation 


2 
9 Pr+2 Th+2 ||° 
Izl< ( : —1) Izres 
Pr+i 


Il x = ltr+2lF Ze 1 (15) 


(1— p°}° 

En vertu de la propriété asymptotique pour des numéros de k 
suffisamment grands, on à Pz41 Æ Py+2. l'effet du procédé d’accélé- 
ration devenant sensible. 

Notons que bien que l'accélération efficace de la convergence se 
manifeste pour des grands numéros d'itérations À, ce procédé peut 
être également utilisé pour tout numéro d'itérations. Il est recom- 
mandé d'arrêter de temps en temps le processus d'’itérations mené 
suivant le schéma à deux couches (2), (3) et de calculer la nouvelle 
approximation par le procédé proposé. Le processus d’itérations peut 
être arrêté avec le calcul d’une telle approximation si pour ÿyy,4+ 
obtenu l'inégalité 

2 2 
Pr+2 —Pr+s 
Pata (A—2PR44 + Pé+ 1044 2) 
sera vérifiée. En effet, dans ce cas, en vertu de (15), on obtient 
[y — u [LS & || Yo — u ||», c'est-à-dire que la précision exigée & 
sera atteinte. 


I Za+2 D < e* || zolld 
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3. Exemple. Afin d'illustrer l'efficience du procédé proposé 
d'accélération de la convergence des méthodes du gradient à deux 
couches, examinons la solution du problème modèle par la méthode 
implicite de la plus grande pente. En guise d'exemple, prenons le 
problème discret de Dirichlet pour l'équation de Laplace sur maillage 


carré © = {r;yy= (ih, jh), 0OSi<N, 0OSj<N, h=A/N} dans 
un carré unitaire 
Au = Au Aou =0, rEw. ul, =. 
Now a — 1, 2. 


Introduisons l’espace H, composé de fonctions de mailles données 
sur wo avec produit scalaire 
u, v)= NY u(z)v(x)h°. 
xEo 
L'opérateur À se définit de la façon suivante: 4 — A, + 42. Aoy — 
= — A,u, y EH, où v (x) = y (x) pour z E w et v |, = 0. 
Ecrivons le problème (16) sous forme d’équation opératorielle 


Au = 1, Î — 0. (17) 


En guise d'opérateur B choisissons l'opérateur factorisé suivant: 
B = (E + wA41) (£ + wA2), © > 0, où w est le paramètre d'’ité- 
ration. 

Les opérateurs 4, et 42 étant autoadjoints et permutables dans }, 
les opérateurs À et B sont autoadjoints dans /7. En outre, on montre 
sans peine que les opérateurs À et B sont définis positifs dans H. Par 
conséquent. pour résoudre l'équation (17) il est possible d'utiliser 
la méthode implicite de la plus grande pente 


Yhæ1 YU __ (WT) + 
Be oi Tati Ann, wn) ? k=Ù, 1, ... (18) 
Dans cette méthode D — À et DB-1A — AB-1A. L'opérateur 
DB”1A étant autoadjoint dans H, la méthode étudiée possède la 
propriété asymptotique. Il s'ensuit de la théorie de la méthode de la 
plus grande pente (voir point 1, $ 2) que la vitesse de convergence de 
la méthode se définit dans ce cas par la relation Ë — Y1/y:. où y: et 
y. sont des constantes de l'équivalence énergétique des opérateurs À 
et B: MB<A< Y:B, Yi > 0. 
Le paramètre d'itération w est donc choisi sur la base de la con- 
dition du maximum de &. Dans le $ 2 du chapitre XI on montrera 
que la valeur optimale de w est déterminée suivant la formule 


(16) 


U— , 
*a*a 


0 = 4 sin? 4 N = > Sh 
TV = 7s SIN ES — 7 COS ER 
de plus, 
26 (A+6); n 2Vn ô 
Me dise MT art ane DTA: 
A+ y ny A+y nn) n 
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Pour l'exemple étudié 


___ h3 , —_2__Ssinxk , — 2 _Sinxk us 
0 Zsin nt ? LE h? 1<+sin rh ? V2— 73 1+ sin sh ? ST SI URe 

Donnons les résultats des calculs au cas où l'approximation ini- 
tiale Yo est choisie égale à ÿo (x) = ei-x2) pour x € w, ya |, = 0. 
La précision exigée & était prise égale à 10-*, N — 40. 

Au tableau 8 pour quelques numéros d'itérations À sont fournis: 
I 2x In/1l Zo (ln qui est la précision relative de la k-ième itération; 
On = || 2x Iln/ll Za-1 (ln, grandeur caractérisant la diminution de la 
norme d'erreur avec le passage de la (k — 1)-ième itération à la 
k-ième : y% et y). valeurs approchées de y, et y. obtenues comme des 
racines de l'équation du second degré 


(A — Ty) (À — TuaY) = papa. k = 2, 3, ..., 


et les paramètres d'itération T;. 


1 3,6- 101 0,36203 — — 9, 392 + 1073 
2 2,3-1071 0,63810 77,31858 236,1883 | 7,809: 1073 
3 1,8-1071 0,76998 40,59796 232,1435 | 6,911- 1073 
4 1,4-1071 0,81178 26,87824 233,4976 | 8,644-1073 
26 3,9-1073 0,895175 18,27141 230,5962 | 8,876-1073 
27 3,4-1073 0,85178 18,26983 230,6607 | 7,338-1073 
28 2,9-1073 0,85183 18,27026 230,7191 | 8,872-1073 
29 2,4-1073 0,85186 18,26895 230,7751 | 7,335-10-3 
46 1,6- 1074 0,85226 18,26677 231,4121 | 8,845-1073 
47 1,4: 1074 0,85227 18,26632 231,4375 | 7,318-1073 
48 1,2-1074 0,85229 18,26664 231,4612 | 8,843-103 
49 9,9-104 0,85230 18.26623 231,4849 | 7,317-1073 


La précision exigée & a été atteinte après 49 itérations suivant le 
schéma (18). Pour & = 10”7* le nombre théorique d'itérations est 59. 
Les valeurs de p, données au tableau illustrent de façon satisfaisante 
la propriété asymptotique de la méthode. On voit qu'avec l’accrois- 
sement du numéro d'itérations la vitesse de convergence de la méthode 
diminue. La précision de 4:10 a été atteinte en 26 itérations, mais 
l'accroissement de la précision de 40 fois a exigé 23 itérations supplé- 
mentaires. La quantité p, croît de façon monotone et pour k# — 26 on 
A Or+1 — Pr 310$. Les paramètres d'itération T7, et t,+2 devien- 
nent presque égaux. 
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Afin de comparer les valeurs approchées 4) et y4) avec les va- 
leurs précises, donnons celles de y: et y»: 


vi = 1826556, ve — 232,8036. 


Après 49 itérations on a trouvé y: à la précision de 0,004 % près 
et Y+ à la précision de 0,6 % près. 

Pour accélérer la convergence de la méthode, on à eu recourt au 
procédé d'accélération décrit au point 1. Sur la base des approxima- 
tions y et Yes obtenues suivant le schéma (18) on a construit. à l’aide 
des formules (6), (9), la nouvelle approximation y. La précision exigée 
eg -— 10-% a été atteinte. L'utilisation du procédé d'accélération de la 
convergence des méthodes du gradient à deux couches construit dans 
ce paragraphe a permis de diminuer le nombre d'itérations exigées 
pour l’exemple analysé de près de 1,8 fois. 


CHAPITRE IX 


MÉTHODES ITÉRATIVES TRIANGULAIRES 


On étudie dans ce chapitre les méthodes itératives à deux couches implicites 
à l'opérateur B desquelles correspondent des matrices triangulaires. Au $ 1 
on analyse la méthode de Seidel pour laquelle on formule les conditions suffi- 
santes de convergence. Au $ 2 est étudiée la méthode de surrelaxation. On y four- 
nit le mode de choix du paramètre d'itération et on y obtient l'estimation du 
rayon spectral de l'opérateur de passage. Au $ 3 on examine le schéma itératif 
général des méthodes triangulaires, on indique le choix du paramètre d’itération 
et on démontre la convergence de la méthode dans la norme /7,. 


$ 1. Méthode de Seidel 


1. Schéma itératif de la méthode. Dans les chapitres précédents 
on a exposé la théorie générale des méthodes itératives à deux et à trois 
couches utilisées pour la recherche de la solution approchée de l’équa- 
tion linéaire opératorielle de première espèce 


Au = f. (1) 


Cette théorie indique comment choisir les paramètres d'itération et 
fournit l’estimation du nombre d'itérations des méthodes correspon- 
dantes. de plus. cette théorie recourt à un minimum d'information de 
nature générale sur les opérateurs du schéma itératif. En refusant de 
se référer à la structure concrète des opérateurs du schéma itératif, 
on est en mesure de développer la théorie dans une optique unique 
et de construire des méthodes itératives implicites, optimales sur 
la classe des opérateurs B. 

Dans la théorie générale des méthodes itératives on a montré que 
l'efficience de la méthode dépend de façon essentielle du choix de 
l'opérateur B. Du choix de cet opérateur dépendent aussi bien le 
nombre d'itérations qu'il est nécessaire d'accomplir pour atteindre 
la précision exigée & que celui d'opérations arithmétiques dépensées 
à la mise en œuvre d’une seule itération. Chacune de ces grandeurs 
séparément ne peut servir de critère d’efficience de la méthode itéra- 
tive. Eclairons cette assertion. Soient À et 2 des opérateurs auto- 
adjoints et définis positifs dans H. Il s'ensuit de la théorie des mé- 
thodes itératives que si, en guise d’opérateur D, on prend l'un des opé- 
rateurs À. B onu AB-14. le nombre d'’itérations des méthodes itéra- 
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tives passées en revue dans les chapitres VI-VIIT (méthode de 
Tchébychev, méthode itérative simple. méthodes du type variation- 
nel. etc.) sera alors défini par la relation E — Y1/ÿ+, où Y1 et Y: 
sont des constantes de l’équivalence énergétique des opérateurs À 
et B: MBA Y:B. 

Aussi si l’on pose B — À. obtient-an la valeur maximale possi- 
ble £ — 1 et les méthodes itératives donneront-elles une solution 
précise de l'équation (1) après une seule itération pour toute appro- 
ximation initiale. Par conséquent. le choix fait de l’opérateur B 
minimise le nombre d'itérations. Cependant. pour la mise en œuvre 
de cette unique opération d'itération il faut inverser B. c’est-à-dire 
l'opérateur À. Dans ce cas. évidemment, le nombre d'opérations 
arithmétiques sera maximal. 

D'un autre côté. pour des schémas explicites. avec B = E. le 
nombre d’opérations arithmétiques exigées par itération est minimal, 
mais le nombre de ces itérations s'avère alors trop grand. 

Bref. il se pose un problème de choix optimal de l'opérateur B 
sur la base de la minimisation du volume total des calculs nécessai- 
res à l'obtention de la solution avec la précision fixée. 

I] va de soi qu’une telle position générale ne permet pas de résou- 
dre ce problème. Actuellement le développement des méthodes 
itératives est orienté vers la construction d’opérateurs B facilement 
invertibles parmi lesquels on choisit ceux dont le rapport y:1/y2 est 
le meilleur. Les opérateurs facilement invertibles ou économiques 
sont les opérateurs dont l’inversion peut être réalisée en un nombre 
d'opérations arithmétiques proportionnel ou presque proportionnel 
au nombre d'inconnues. Des exemples de tels opérateurs nous sont 
fournis par les opérateurs auxquels correspondent des matrices dia- 
gonale, tridiagonale. triangulaires. ainsi que leurs produits. En 
guise d'exemple plus compliqué, citons l'opérateur de différences de 
Laplace dans un rectangle qui, comme on l’a montré au chapitre IV, 
peut être inverti par des méthodes directes avec de petites dépenses 
en opérations arithmetiques. 

11 faut noter que l’utilisation des opérateurs diagonaux en guise 
d’opérateur B permet de réduire le nombre d’itérations par rapport 
au cas du schéma itératif explicite. Mais l’ordre asymptotique de 
dépendance du nombre d'itérations de celui d’inconnues demeure le 
même que pour le schéma explicite. Plus alléchante est la perspecti- 
ve d'utilisation des opérateurs PB triangulaires. 

Dans le présent chapitre ainsi qu’au chapitre X on étudiera les 
méthodes itératives implicites universelles à deux couches, où à l'o- 
pérateur B sont associés des matrices triangulaires (méthodes trian- 
gulaires) ou le produit de matrices triangulaires (méthode triangu- 
laire alternée). 

L'étude de ces méthodes sera abordée par la méthode la plus 
simple, la méthode de Seidel. 
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Examinons le système d'équations algébriques linéaires (1) ou 
sous forme développée 


M 
Ÿ ayjuy= fi, = 1:2:::.. 117. 
Ji 


Dans le cas considéré on a affaire à l'équation (1) donnée dans 
l'espace de dimension finie H -- H, 

La méthode itérative de Seidel ans l'hypothèse que les élé- 
ments diagonaux de la matrice À -- (a;;) sont différents de zéro 
(a;; = 0) s'écrit de la façon suivante: 


M 
D. yet O + à Qiy = fi. i—1,2,...,M. (2) 
= 1 j=i+1 
où y est la j-ième composante de l’approximation itérative du 
numéro #. En guise d’approximation initiale on choisit un vecteur 
quelconque. 

La définition de la (k + 1)-ième itération commence avec à -= 1: 


AI 
anyn+tD= — ne ay) + 1. 


S. 


Comme a;, 0, on en tire y*+1). Pour i=2, on obtient 


M 
ay + = — any tn — ds ar) + fa. 
2= 


Posons que y{ä+11, y{k+1),..,, y(&+1) sont déjà trouvés. Alors y{*+1) 
s'obtient de l'équation 


i-1 M 
auyfntÙ = — eT) ay — =. ajy90 +- fi. (3) 
J= J—=1 


D'après la formule (3) on voit que l'algorithme de la méthode de 
Seidel est particulièrement simple. La valeur de y#*}, obtenue sui- 


vant la formule (3), se place à l'endroit de y(*). 


Apprécions le nombre d'opérations arithmétiques que vaut la 
mise en œuvre d’une seule itération. Si tous les a;, ne sont pas nuls, 
les calculs suivant la formule (3) exigent M — 1 additions. A7 — 1 
multiplications et une division. Donc la mise en œuvre d’une ité- 
ration vaut 2M° — M opérations arithmétiques. 

Si sur chaque ligne de la matrice À seuls m éléments sont diffé- 
rents de zéro, et c’est justement la situation observée pour les équa- 
tions de mailles elliptiques, alors la mise en œuvre d’une itération 
exigera 2nmM — M opérations, autrement dit le nombre d'opérations 
proportionnel à celui d’inconnues M. 
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Ecrivons maintenant la méthode itérative de Seidel (2) sous une 
forme matricielle. Pour cela, représentons la matrice À sous forme 
d'une somme de matrices diagonale, triangulaires inférieure et 
supérieure 


A=9Y+L+U, (4) 
où 
(8 O ayo Ay3 ... Ginr 
a Ù (Q Ô üGos ... ons 
ay Ag Ù 
L = ; U — : 
: 0 anim 
Ami Amo ... Amm Ù 0 ( 
ds: (à 
Q22 
g — . 
0 au 


Désignons par y, = (y}”, y£,..., yf? 


approximation itérative. 
Utilisant ces notations, écrivons la méthode de Seidel sous la 
forme 


) le vecteur de la k-ième 


(Z + L) yr4a1 + Uyx = f, k=0,1,... 


Réduisons ce schéma itératif à la forme canonique des schémas à deux 
couches 


(D + L) (Yr+1i—yr) + Ayr = f, k=0,1,..., yoEH. (5) 
En confrontant (5) à la forme canonique 


BE + As =f, k—0,1,..., voCH, 


on obtient que B = %Z + L, 1, = 1. Le schéma (5) est implicite, 
l'opérateur B est une matrice triangulaire et, partant, n’est pas auto- 
adjoint dans X. 

On a examiné la méthode de Seidel dite ponctuelle ou scalaire, 
en posant que les éléments a;; de la matrice À sont des nombres. 
De façon analogue on construit la méthode de Seidel par blocs ou vec- 
torielle pour le cas où a;; sont des matrices carrées, en général, de- 
dimension variée, tandis que a;; pour i = j sont des matrices rec- 
tangulaires. Dans ce cas y; et. f; sont des vecteurs dont la dimension. 
est celle de la matrice a;;. 


5394 MÊTHODES ITERATIVES TRIANGULAIRES [CH IX 


Dans l'hypothèse des matrices a;; non dégénérées la méthode de 
Seidel par blocs s’écrit sous forme (2) ou sous forme canonique (5). 


2. Exemples d'application de la méthode. Examinons comment 
est utilisée la méthode de Seidel à l’obtention de la solution appro- 
chée du problème discret de Dirichlet pour l'équation de Poisson 
et de l'équation elliptique à coefficients variables dans un rectangle. 

Soit sur un maillage rectangle © = {zi5 = (ia, jhe) EG 0< 
Li N,. 0j No. ha = LéNa. @ = 1. 2}, introduit dans un 
rectangle G = {0<r,< L,.a@ = 1, 2}. il s’agit de rechercher la 
solution du problème discret de Dirichlet pour l’équation de Poisson 


eo 


Ay= Ù y, =—qp(x), rEo, y(r)=g(x), r€v (6) 
Œœ—1 &œ 
où y = {x;;, El} est la frontière du maillage «. 

Dans l’exemple donné les inconnues sont y (i, j) = y (z:;) aux 
nœuds internes du maillage. Si l’on ordonne les inconnues de façon 
naturelle suivant les lignes du maillage w, en commençant par la 
ligne du bas, le schéma aux différences (6) pourra alors s’écrire sous 
forme du système suivant d'équations algébriques : 

2 


ut D ui) + (+) vG D 
pr MH) EG += pi) 


pouri=1,2,....N—1,j=1,2,..., N: — 1et y (x) = g (x) 
avec x € y. Les inconnues y (i — 1, j) et y (i., j — 1) précèdent y (à, j), 
tandis que y (à + 1. j) et y (i. j + 1) suivent y (i, j). Comme dans 
chaque équation sont liées cinq inconnues au maximum, sur chaque 
ligne de la matrice À il n’y a pas plus de cinq éléments non nuls. 

Pour le système envisagé la méthode de Seidel ponctuelle prendra 
la forme 


(+) vues (7) = Te nes 1) Us (1 1) + 
(CRE YUn+s (8, 7 Yh+1 s] PE Yr+1(t,7] 


1 F ; 1 es Le 
Fr Va GHL + 7 Ua (i,j+1)+ (ii), 
1Si<Ni—1, 1Sj<N,—1, 


avec yYx (x) = g (x). x E y pour tout 4> 0. 

Les calculs commencent avec le point i — 1, j — 1 et se poursui- 
vent soit par lignes, soit par colonnes du maillage w. Pour la recher- 
che de ÿ,+1 (&. j) il faut 7 opérations arithmétiques. et en tout pour 
la mise en œuvre d’une itération il faut 7 opérations, où M — 
= (N; — 1) (Ne — 1) est le nombre d’inconnues dans le problème. 
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Pour l'exemple traité. l'opérateur B dans l’espace de dimension 
finie À des fonctions de mailles données sur w à produit scalaire 


(u.v) — Su (x) v (x) Mmha,u,v € Hse définit de la façon suivante: 
xew 


By=(S + Lu (+) UD Ut 


ds; . 1 11° RO 1° 
TE y(i, j —1) — Fr) y + > Ta x 
a—1 
où yEH., yEH et y(z)=y(x) pour zE . À est ici un ensemble 
des fonctions de mailles données sur & et s'’annulant sur y. 
Passons maintenant à la méthode de Seidel par blocs. Si l'on désigne 
par ŸY, = (y (1. j), y (2. j). . . ., y (N1 — 1, j)) le vecteur composé 
d’inconnues sur la ligne j du maillage, alors, comme il a été montré 
au $ 1, ch. I. le problème de différences (6) peut être écrit sous forme 
d'un système triponctuel d'équations vectorielles : 


—YjarCY—-Yin=F, j=12..., Ne: —1. (7) 
Yo = Fo, Y xs Fe F xs 


où C est la matrice carrée tridiagonale de dimension (VW, — 1) X 
X (N 1 — 1), définie de la façon suivante: 


CV Cy—hoys is Vos = 4x5 = 0. 
Les seconds membres F; se définissent par les formules 


h£ 


F; = (a (1, J) +7 g (0, j), hiq (2, j), ..s h3œ (Ni —2, j); 


h£ 


h,q (Ni —1, ji) + hi g (Vi. j)) pour j—=1,2,...,N,-—-1, 
F;=(g(1,i),g(2,j),..., g(Ni—1,j)) pour j =0, N2. 
La méthode de Seidel par blocs pour le système (7) prend la forme 
CYEHO= MÉEODL EU, +, j=1,2,..., Ne—1, @) 
YO = Fo, YU = FX, k=0,1,..., 


et pour trouver ŸŒ+*D il faut inverser la matrice tridiagonale C. 


Si l'on distribue le schéma (8) entre les points du maillage, on 
obtient les formules suivantes: 


1 ; : 2 2 PE 1 : : 
TRE Jr (G—1,j)+ (+) Yr+s GT) Er Une: G+1,j)= 


1 Cr | 2 ce 
= Yu i—1)+ ui j+1)+e(,)), (0) 
1<i<N,—1, 1ISi<N:—1, 
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avec Yx (x) = g (x), x E y pour tout À > 0. Pour trouver y, sur la 
j-ième ligne, il faut résoudre le problème aux limites triponctuel (9), 
dont le second membre est connu, par la méthode du balayage, par 
exemple, et placer la solution obtenue à l’endroit de y, sur la j-ième 
ligne. 

À la méthode de Seidel par blocs correspond l'opérateur PB sui- 
vant: 


{1 ° 1 ° o° o o 
By=+sy+-ys +v. VEH, yeEH. 


Supposons maintenant que sur le maillage w il s’agisse de recher- 
cher la solution du problème discret de Dirichlet pour l'équation 
elliptique à coefficients variables 


o 
3 


Ay= À (aa (2) y5 ed y= 9), z€o. 


y(x)=g(z), ze, 
O<Lc<La,(r) Lex, zrEw, a—=1,2, 0Ld,Ld(rx)<Ld, +rEw. 
Pour le problème posé, la méthode ponctuelle de Seidel, une fois 


les inconnues ordonnées suivant les lignes du maillage. prend la 
forme suivante: 


1, é, o(é, j 1 o (ë, ; | 
(SRE En CN te D + à, j)) 
ce Se 


(10) 


Ya (, Ï) = 
—_—— Yn 1, j) + et Un+i(, j—1) + 


; . Le 
pan qi pen neveu 


pour à = 1,2,.. C'ur. 1 2... Ne — 1. avec y, (x) — 
— g(r) pour x E y avec tout k=> 0. 

L'opérateur B sous forme canonique de schéma itératif se définit 
pour l'exemple donné de la façon suivante: 


+ 1, j : 1 
By (ri) = (LED à REED + à (, des j+ 


+ Le j) ° y. + D D, , yEH, yEH, 


hi 
où l’espace H et l’ensemble À ont été définis dis haut 


3. Conditions suffisantes de convergence. Formulons maintenant 
quelques conditions suffisantes de convergence de la méthode de 
Seidel. I] nous faut pour cela le théorème suivant. 


Théorème 1. Soit dans l'équation (1) l'opérateur À autoad- 


joint et défini positif dans H. Dans ce cas le processus itératif à deux cou- 
ches 


B TR + Ays = f, k=0,1,..., yoEH, 7T>0, (11) 
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converge dans H ,. si l'opérateur B — 0.5tA est défini positif dans K, 
autrement dit si la condition 


B>- A (12) 


est remplie. 


En effet, de (11) on obtient pour l'erreur z, = y, — u le problè- 
me suivant: 


BEM ER + 47,0, k=0,1,..., 20 Yo—u. (13) 


Etablissons pour z: l'identité énergétique fondamentale. Portons 
dans (13) z, sous la forme = (ana a) (SAR et il 
vient 


Zh31 —2 1 
(B—+ A) + A (anus + 2x) = 0. 


Multiplions scalairement le premier et le second membre de cette 
égalité par 2 (2441 — Z:) et tenons compte de ce que si l’opérateur À 
est autoadjoint on a l'égalité (À (2,41 + 2x). Zn+1 — 2x) = (Azr+1; 
Zn+1) — (4zx, 2x). Finalement, on obtient l'identité énergétique 
fondamentale 

T z — 2 z — 7 9 o 

2x ((B—7 A) HER, Bu) + fé — I 24 14 = 0. 
De là et des inégalités B — 0,514 > 0, T0 il s'ensuit que 
Il zra IA & 122 I. c'est-à-dire que la suite {|| z, |} ne s’accroit 
pas. est bornée inférieurement par zéro et est convergente. Il s'ensuit 
alors de l'identité énergétique que 
— TL A)ZThmDERk EknUEk | _ 

lim ((B—5 A) ER, Se) Lo. (14) 
Ensuite, de l'inégalité B — 0,5 t4 > O0 il découle que || 24+1 — 
— Z, ||— 0 pour k —+ oo. En notant que dans (13) Az = 
= — AB (ny — 2)/T il vient [ze [4 < || 4 NB x 
X || Znx41 — 2x [[f/T* — 0 pour k — co. 


Formulons la condition suffisante de la convergence de la mé- 
thode de Seidel. 


Théorème 2. Si l'opérateur À est autoadjoint et défini positif 
dans H. alors la méthode de Seidel (4), (5) converge dans H,. 


En effet, il s'ensuit de (5) et du théorème 1 qu'il suffit de vérifier 
nt T + L — 0.5 À > 0. Or, comme À = A*, on a dans (4) 
— L* et 


((4 + L—0,54)x. x) = 0,5 ((D + L — UV) x. x) = 0,5 (Sx, x). 
Vu que À est un opérateur défini positif. on a pour la méthode ponc- 
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tuelle de Seidel a;; > 0,1< i< M, et pour la méthode de Seidel 
par blocs les matrices a;; — a > 0. Par conséquent. Z = Z* > 0. 
Donc Z + L — 0,5 À > 

Fournissons. sans démonstration. encore une condition de la 
convergence de la méthode de Seidel. 


Théorème 3. Si l'opérateur À est autoadjoint et non dégé- 
néré, tandis que tous les a;; >> O0, alors. pour toute approrzimation ini- 
tiale, la méthode de Seidel converge seulement et rien que seulement si A 
est un opérateur défini positif. 


Pour apprécier la vitesse de convergence de la méthode de Seidel, 
on se sert de différentes espèces d'hypothèses. 
Par exemple, si est satisfaite la condition 


2leul< qlails i=1, 2,..., M, q<1. (15) 


la méthode de Seidel converge à la vitesse de la progression géomé- 
trique avec dénominateur g et pour l’erreur z, on a l'estimation 
« (n 
[za IS 9" Ilzo ll, où [zn ll = max I —wil. 
1<i<M 
En effet, de (3) on obtient pour l'erreur z{*? 
tion homogène 


= y") — y; l'équa- 


i- 1 A 
at) = — > az — D a 123”. 
2=1 j=i+1 
De là on obtient 
sui ||, 
a [Isa le (16) 
De (15), il vient 
M i—1 i—1 
LIL —S'|4 _ VS | )- 
p2 au | =2 D ait <g(1 = | ati 
j=i+i j=1 j=1 


En portant cette estimation dans (16), on obtient l'inégalité sui- 
vante: 
i-1 i- 


{ 

(h+1 a; 
FRS au ll+a(1— X 
je 


Ji le (17) 


_ 
ait 
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Supposons que max | 2 +9 | est atteint pour un certain i —àis, 


de sorte que ||2:44: = 1 28+ 0 1. De (17), pour i—àis, on obtient. 


io—1 : io— À 
(1 D autge(t- SE}: 
je j=1 


tota 


de là s’ensuit l'estimation {|| 241 [& g I 28 NS... 91 | 20 Il. 
La proposition est démontrée. 

La condition (15) signifie que À est une matrice à dominance 
diagonale. Pour les exemples d’application de la méthode de Seidel 
fournis au point 2 la condition (15) n’est pas remplie (g — 1). Dans 
ces exemples l'opérateur À est autoadjoint et défini positif dans H. 
Aussi, en vertu du théorème 2, ne peut-on qu'affirmer que la métho- 
de converge dans H,. L’estimation de la vitesse de convergence 
dans À, sera fournie plus loin, après l’examen du schéma général 
des méthodes itératives triangulaires. 


$ 2. Méthode de surrelaxation 


1. Schéma itératif. Conditions suffisantes de convergence. Pour 
accélérer la convergence de la méthode de Seidel, on la modifie en 
introduisant dans le schéma itératif le paramètre d’itération w, de 
sorte que 


(Z+oL) PAR + Ay,=f, k=0,1,..., voEH. (1) 


où, comme auparavant, la matrice À se présente sous forme de somme. 
A=%ÿ+L+U. (2) 


La méthode de Seidel correspond à la valeur de w = 1. 
En confrontant (1) avec la forme canonique des schémas itératifs. 
à deux couches, on trouve que 


D D + oL, TR = O. 


Comme pour la méthode de Seidel, dans la méthode étudiée à l’opé- 
rateur B correspond la matrice triangulaire inférieure, de sorte que. 
l'introduction du paramètre w ne nous sort pas de la classe des 
méthodes itératives triangulaires. Ce qui s'ajoute c’est le problème 
du choix du paramètre «. 

Si l’on répartit le schéma itératif (1) suivant les composantes du 
vecteur 41, On obtient alors la formule suivante: 


i-1 M 


YA : 
ps M tte ut” © on Ne de, 
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pour i = 1, 2, .... M (y%*? trouvé se place à l'endroit de y). 
La réalisation d’une itération s'effectue à peu près avec la même 
dépense en opérations arithmétiques que pour la méthode de Seidel. 

La méthode itérative (1) pour w >> 1 est appelée méthode de 
surrelazation, pour «© — 1 de pleine relaxation et pour w << 1 de 
sousrelazation. 

On a démontré au $ 1 que la méthode de Seidel converge dans H 4 
au cas d’un opérateur À autoadjoint et défini positif. Pour la con- 
vergence de la méthode de relaxation. outre ces conditions. on oblige 
le paramètre d’itération o de satisfaire à une condition supplémentai- 
re. Formulons les conditions suffisantes pour la convergence de la 
méthode de relaxation. 


Théorème 4. Si l'opérateur À est autoadjoint et défini positif 
dans H, tandis que le paramètre w satisfait à la condition O0 << © << 2. 
la méthode de relaxation (1) converge alors dans H \. 


En effet, du théorème 1 il s’ensuit qu'il suffit de s'assurer de 
la satisfaction de l'inégalité Z + oL > 0,5 wA pour « > 0. Com- 
me À = A* > 0. l’opérateur Z est autoadjoint et défini positif 
dans À et ÜU — L*. Donc, en utilisant l'égalité (14), $ 1. il vient 


((Z + wL)x, x) = (1 — 0,5 w) (8x, x) + 0,50 (( + 2L)z, x) = 
= (1 — 05 w) (zx, x) + 0,5 (Az, x). 


Avec w& << 2 on en déduit la proposition du théorème. 
Remarque. Le théorème 4 se vérifie aussi bien pour la mé- 
thode de relaxation ponctuelle, quand dans (3) a;; sont des nombres, 
que pour la méthode de relaxation par blocs ou vectorielle, quand 
dans (3) a;; représentent des matrices de dimensions correspondantes. 


2. Position du problème de choix du paramètre d’itération. Le 
théorème 4 fournit des conditions suffisantes de convergence pour la 
méthode de relaxation en laissant irrésolu le problème du choix op- 
timal du paramètre w. La singularité du processus itératif étudié (1) 
consiste dans le fait que le paramètre d’itération © entre dans l’opé- 
rateur B = Z + wL. qui est un opérateur non autoadjoint dans }. 
On a déjà eu affaire au cas d’un opérateur non autoadjoint dans le $ 4, 
ch. VI, où on a étudié la méthode itérative simple dont le paramètre 
d'itération a été choisi sur la base des conditions variées, par exem- 
ple, sur la base de la condition du minimum de la norme de l’opéra- 
teur de passage d'une itération à l’autre. Dans le cas concerné il 
s’agit de tenir compte de la singularité du schéma itératif mentionnée 
plus haut. On procédera au choix du paramètre «w sur la base de la 
condition du minimum de la norme dans A, de l'opérateur de pas- 
sage d’une itération à l’autre au $ 3 de ce chapitre, où on examinera 
le schéma général des méthodes itératives triangulaires. Au point 
présent le paramètre w pour la méthode de relaxation sera choisi sur 
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la base de la condition du minimum du rayon spectral de l’opérateur 
de passage d’une itération à l’autre. 
Rappelons la définition du rayon spectral de l’opérateur 


p(S)= lim y (LS 1 = max | A |, (4) 


où À, est la valeur propre de l'opérateur S. Le rayon spectral possède 
les propriétés suivantes: 


p (57) = pp (5), p(S)<IS I (5) 


etp (S) = I|S ||, si S est un opérateur autoadjoint dans Æ. A partir 
e (5), pour un opérateur S quelconque, on obtient p" (S) = p (S")< 
< || S7 |. D'autre part, de (4), pour un » suffisamment grand, on 
aura p* (S) = || S”* ||. 
Passons maintenant au problème du choix optimal du paramè- 
tre w pour le schéma itératif (1). Posons d’abord le problème de l’er- 
reur 2, —= ÿr — u. De (1), il vient 


(Z + oL) AE + Azy = 0, k=0, 1,..., Z0—Yo—u 
ou 
ZR+1 = SZn: k — 0, 1, St 08 SE — (D + wL)"1A. (6) 
En utilisant (6), exprimons z, au moyen de 2: 


2n = S"20 Zn NS NS IN 30 ||. (7) 


L'opérateur S est un opérateur non autoadjoint dans H, qui 
dépend du paramètre w. Le problème du choix optimal du para- 
mètre w sera formulé de la façon suivante : chercher w à partir de la 
condition du minimum du rayon spectral de l’opérateur S. 

[1 faut noter que l’on n’a pas minimisé la norme de l'opérateur 
résolvant S", comme il aurait fallu le faire en vertu de l’estima- 
tion (7), par contre, on minimise le rayon spectral p (S) de l’opérateur 
de passage S pour lequel on a l'estimation p" (S) << [| S" ||. Toute- 
fois. en vertu de l'égalité approchée p" (S) Æ || S" ||, on peut s’at- 
tendre pour un n suffisamment grand à ce que le choix indiqué de 
s'avère heureux. 

La résolution du problème formulé plus haut est une entreprise 
compliquée, mais en formulant quelques hypothèses complémentai- 
res sur l’opérateur À ce problème peut être résolu avec succès. 

Hypothèse 1. L'opérateur À est autoadjoint et défini 
positif dans H (U = L*, 4 = + > 0). 

H ypothèse 2. L'opérateur À est tel que pour tout z com- 
plexe différent de zéro les valeurs propres u du problème généralisé 


sur les valeurs propres { zL + . U ) z = zx = Osont indépendan- 
tes de z. 
26—01162 
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En utilisant ces hypothèses, démontrons la proposition suivante qui nous 
sera utile dans la suite. 


Lemme 1. Si l'opérateur À vérifie les hypothèses 1 et 2, alors toutes les 
valeurs propres du problème 
Az—}Zz=0 (8) 


sont réelles, positives et, si À est une valeur propre, 2 — À est aussi une valeur propre. 

En effet, la Poe et la nature réelle des valeurs propres À se déduisent 
du fait que l'opérateur À est autoadjoint et défini positif. Ensuite, supposons 
que À est la valeur propre du problème (8), c’est-à-dire que 

Az— Sz=(L+U)z—-(—1)Zz=0, z#0. 
En vertu de l'hypothèse 2 on aura l'égalité 
(—L— VU)y—(Âi—1)Zy=0 ou Ay—(2— À) Zy = 0. 

De là s'ensuit l'assertion du lemme. 


Passons maintenant à la résolution du problème sur le choix 
optimal du paramètre ©. Pour cela il faut apprécier le rayon spectral 
de l'opérateur de passage S = £ — wo (Z + wL)"14, c'est-à-dire 
apprécier les valeurs propres u de l'opérateur S : 


Sx — uxr = (0. (9) 


Posons que les hypothèses 1 et 2 sont vérifiées. Le lemmesuivant 
établit le rapport entre les valeurs propres u du problème (9) et les 
valeurs propres À du problème (8). 


Lemme 2. Pour w + 1 lesvaleurs propres du problème (8) et (9} 
sont liées par la relation 


Qu + © — 1} = ou (À — 2°. (10) 


En effet, soient et À les valeurs propres du problème (9) et (8). De la 
définition de l'opérateur S et du développement À = 3 + L + U il s'ensuit 
que (9) peut être écrit sous la forme 


IS S5—(pL+U)z=0, z = 0. (11) 


Montrons d’abord que pour w = 1 tous les u sont différents de zéro. En 

effet, posons que up — 0. Alors (11) prend la forme 
ie Dz—Uz=0. 

Vu que U est une matrice triangulaire supérieure, tandis que Z est une matrice 
diagonale (diagonale par blocs) qui est définie positive en vertu de l'hypothèse 1, 
cette dernière égalité peut se vérifier pour z = O0 seulement et rien que seule- 
ment si © = 1. On a donc abouti à une contradiction en supposant qu'on a u = 0 
pour @ = fi. 

En divisant le premier et le second membre de (11) par Vu, il vient 


1—u—0 = 1 
—— Zz-|VuLl+——U)z=0. 
| oVH vu 

De là, en raison de l'hypothèse 2, on obtient 


1—u— 0 
— 7 Zy—(L+U) y=0 
oyH 
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ou 
Ay— (1+ ÈS Ar =) Zy=0. 


En comparant cette égalité à (8), on obtient la relation 
oyH 
Ainsi s'achève la démonstration du lemme 2. 


Remarque. Lors de la démonstration du lemme 2 on n'a 
pas utilisé le fait que l’opérateur À était autoadjoint. La relation (10) 
se vérifie également pour le cas de tout opérateur À non autoadjoint 
si l'opérateur Z est non dégénéré. 

1 s'ensuit du lemme 1 que les valeurs propres À se placent sur 
l'axe réel de symétrie par rapport au point À = 1, de plus, À € 
€ TAmins 2 — ÀAminl, ÀAmin > 0. Aussi obtient-on du lemme 2 que 
pour w # 1 à chaque À; = 1 correspond u; = 1 — w, à chaque 
couple À; et 2 — À; correspond un couple de valeurs non nulles de u; 
obtenues en résolvant l'équation (10) avec À = À;. Par conséquent, 
il est possible de trouver tous les u;, ces derniers étant les racines 
de l'équation quadratique (10), dans laquelle en guise de À on prend 
tous les À, se disposant sur le tronçon [Amin. 1] 


3. Appréciation du rayon spectral. Cherchons maintenant la 
valeur optimale du paramètre w et apprécions le rayon spectral de 
l'opérateur S. Pour cela étudions l’équation (10): 


ut +12 (o—1)— 0 4—)lp+(o—1X=0, (12 
OÙ Amn LA 1 et 0< w6 < 2. 


En résolvant l'équation (12), on obtient deux racines 


_ DATA (o—1\2 
(À, w= (26 er 34 (w ae 


1—1)—V w7(41—21)2—4 4) \2 da 
be (À, o= (SENTE?) | 
L'examen du discriminant de l'équation (12) permet de constater que 
pour &6> > 1, 0 


Do = 


mem 1, 2 : 

1-5 V Rein Ge Amir) CC À) (44) 
les none He et etta pour tout À € pi 1] sont complexes, avec | 1 1= | Ue | = 
= @O — 1. îe rayon spectra de l'opérateur S pour © > est-il égal 
à 5 ie et croît en w. Si & = &@9, On a 


U (Amins @o) = Hz (mins @o) = Go — 1, 


et pour Àmin << À < 1 les racines lu, et u, redeviendront complexes avec |u,| = 
= [el = © — 1. Par conséquent, dans le domaine 6 > &,.la es opti- 
male de w = w, est celle, à laquelle correspond p (S) = wo — 


26* 


404 MÊTHODES ITÉRATIVES TRIANGULAIRES [CH IX 


Supposons maintenant que 1 < w << &w,. Etudions comment se comportent 
les racines u, et u, définies par la formule (13) comme étant des fonctions de la 
variable À pour un «w fixé. 

Si À appartient au segment [Amin, Àol; 


din SA LAS 12 VOL Li, 


le discriminant ©? (4 — À)? — 4 (© — 1})° est alors non négatif et, par suite, 

les racines u, et u. sont réelles, la racine maximale étant la racine pu. 
Montrons que u, (À, w) est une fonction décroissante de À sur le tronçon 

[Amin» ol. En effet, en dérivant (12) en À et compte tenu de (13), il vient 


dl 20H: 
nn —————————_—_—_—_————_ 0. 
oh Vo (1—2)—4 (0—1) 


Par conséquent, la racine pu, (À, w) pour 1 << w << «, décroît avec la variation 
de À de ÀAmin à À et prend les valeurs suivantes: 


L A 
Ha (Amin, @)= (-2 min) + VO Am T | 


Li (ho, ©) = @—1. 


Ensuite, si À varie de À, à 1 les racines u, et 1, sont complexes et égales en 
module: || = |Hal = © —1. Donc si 1 < © <o,, alors 


DS) ns 692 (24 Ami)-+ VOTES je 


(15) 

Si w << 1, toutes les racines de l'équation (12) sont réelles, la racine maxi- 
male étant la racine u, dont les valeurs décroissent avec la variation de À de 
Amin à 1. Donc pour & << 1 le rayon spectral de l'opérateur S se définit par la 
formule (15). Vu que pour w = 1 les 4 non nuls vérifient l'équation (12), l'équa- 
tion (15) est vraie également pour © = 1. 

Bref, si 0 < & << w,, le rayon spectral de l'opérateur S se définit par la 
formule (15). Montrons que Li, (Amin, ©) décroît en © dans l'intervalle 0 < © << 
< Wo- 
En effet, puisque pour & << &, la racine u, décroît en À pour À & Ào, tandis 
que fi (0, w) = 1, alors li (Amin, ©) < 1- 

psuite, de (15) on obtient 
_ V " 


ôp (À _— 1— 2 2: 
Hi (min. ©) = VB (1— ain + o ( min) — 2 )= , 


90 V ©? (1— min)? —4 (& — 1) 
Lo? (1 — min)? —2 (©—1)+ (1 — min) © V@?7 (1—Amin)? —4 (W—1) —2 
V uw (1— min)? —4 (© —1) | 
En y portant (13), on obtient finalement 
CI TE 2 V bi (Hi —1) 
00 © ©7(1— min) —4(©—1) 


La proposition est démontrée. Par conséquent, dans Île domaine 6 < 9 
la: valeur optimale: est la valeur © = &, à laquelle correspond 


LV mie @— ento) — ( 1—Vn }”, = Amin 
1+ V Amin (2 —Amin) 1+Vn 2— min | 


X 


< 0. 


p(S)=@0—1= 
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Notons qu'il s'ensuit des études menées plus haut que si 6 est l'estimation 
de Amin Par le bas, c'est-à-dire si Ô < Amin, tandis que « est choisi suivant la 


e e » 4—Vn 2 
formule (14) avec la substitution de à à Amin, 0n a &9< ©, p (S) <( , 
" j Va) 
Lies 2—6. 
On a ainsi démontré le théorème suivant. 


Théorème 5. Supposons vérifiées les hypothèses 1 et 2, 
Ô étant la constante de l'inégalité 
ÔD£LA, 60. (16) 


Alors pour le rayon spectral de l'opérateur de passage S du schéma 
itératif (1) avec la valeur optimale du paramètre w, 


2 


PTT 1465) | au 
se vérifie l'estimation 
1—V n \° __ Ô 
P(O<( A), 1=75; (18) 


de plus, si dans (16) on obtient une égalité, cette égalité s'observe égale- 
ment dans la formule (18). 

La méthode itérative (1), (17) est la méthode de surrelaxation, 
Car @o > 1. 


4. Problème discret de Dirichlet pour l’équation de Poisson dans 
un rectangle. Examinons comment s’applique la méthode de surrela- 
xation à la recherche de la solution approchée du problème discret 
de Dirichlet pour l’équation de Poisson donnésur un maillage rectan- 
gle QD {ti — (ir, jhe) É G, 0< i< N;, 0 JW», Ro=llNes 
a = 1, 2} dans le rectangle G = {0<z,< Le, & = 1, 2}: 


2 
Ay= Dyz. =—q{x), zEw, y(z)=g(x), xEy. (19) 
ami ««œ 

L'opérateur À dans l’espace }7 des fonctions de mailles associées 

à œ avec produit scalaire 
(u,v)= Ju(z)v(z)ihe 
xEw 

se définit de la façon ordinaire: ÀAy = — Ay, yCH, y € H. Comme 
on le sait déjà, l'opérateur À correspondant au problème (19) est 
autoadjoint et défini positif dans H. Par suite, l'hypothèse 1 est 
satisfaite. 

Examinons d’abord la méthode ponctuelle de surrelaxation. Si les 
inconnues sont ordonnées suivant les lignes du maillage w, le schéma 
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aux différences (19) peut alors être écrit sous forme d’un système 
d'équations algébriques suivant: 


d ed D) 2 _ 
— UC Du Gi) + (+) VE D — 
o D — 
RU GHL EU, 1+1)=ç(, j) 
pour i —1, 2, ..., Ni—1, j=1, 2, ..., Ne — 1 et y (x) = 
— g(x), xEY. 


À cette écriture de l'opérateur À correspond la représentation 
de À sous forme de somme À = Z + L + U, où 


2 2 
Su=( tr) 
à : MEL : 1: ©: 
LyG, = —-RuG—1, J)— 7x y (, i—1), 
ei ; ET 
UyG, = —7eyG+T, J)— ru (, 7+1). 


Pour le système étudié, la méthode ponctuelle de surrelaxa- 
tion, conformément à la formule (3), prendra la forme suivante: 


(+ June D= 4e) (+) va Ge + 
Ho ven GA, 7) ne D) + 
+ + run (+0 +00 à] 


pouri=1,2,..., Ni—1,j=1,2,..., Ne — 1, avec y, (x) = 
= g (x) pour x E y avec tout k#=> 0. 

Les calculs, comme dans la méthode de Seidel, débutent avec le 
point à = 1, j = 1 et se poursuivent suivant les lignes ou suivant 
les colonnes du maillage w. +1 (ë, j) ainsi trouvé se place à l'en- 
droit de y, (i, j). 

Démontrons maintenant que pour le paramètre considéré l'hypo- 
thèse 2 est vérifiée. Pour cela il faut montrer que pour tout zcomplexe 
différant de zéro les valeurs propres u du problème 


2 (eu GA, D + EU G 1—1))+ 
1/1 : 9 1 Je 
+ (av GAL D+ Eu GE 1+0)+ 
+u(+)uE D=0, 1LI<MNi 1, 1<i<Ni—1, 


y(z)=0, zEY 
ne dépendent pas de 2. 
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En effet, en posant ici 
y (i, j) = Ativ(i, jÿ), OLKi<N, 0Lj< Ne, 
il vient 


vi 1, ++ rU(i, j —1)+ + rv(i+1, + u(i, j+1)+ 


+ (242) v(i, j) =0, 
1<i<N;—1, 1<Ïi<N:—1, v(x)=0, z EY. 
Par conséquent, 1 ne dépend pas de z 
Il reste à trouver la valeur optimale du paramètre w. À cette fin 
il faut obtenir ou apprécier par le bas la valeur propre minimale du 
problème (8), qui, pour le cas considéré, s'écrit sous la forme 
2 
Ve Van FA (GE + Æ)4 =0, zEo, y(x)=0, ze. 
Comme les valeurs propres de l'opérateur de différences de 
Laplace Ây = Ya FT Uz “| sont connues 


M sine Ut int Es, Kent, 1, ..., Ni, 


il en résulte ne que 


_ 2 2 _ 2h3 . kit: 2h? ° keTth 
=] (+4) = Sin? + EEE sin? “2, 


Donc 


D THIN PE eu sin? F4, 
et le paramètre wo s'obtient suivant la formule (14). Dans le cas 
particulier, où G est un carré de côté L (l1 = le = Î) et le maillage est 
carré (Ni —= N°: —= N), on a 


2h: 
Main = FRE 


: EL 4 2 > À 
mn =2sin gps de: 18 y 
1— sin — 
N 
T 
1— sin — 
pe À 1 
1+sin 


Notons que le rayon spectral de l’opérateur de passage correspon- 
dant à la méthode ponctuelle de Seidel est apprécié suivant la for- 
mule (15) dans laquelle il faut poser © = 1. On obtient alors p (S)= 


A TS cos — , résultat de beaucoup inférieur à celui de 
la méthcde de surrelaxation. 
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Voyons à présent la méthode de surrelaxation par blocs. Si 
l’on réunit dans le bloc les inconnues y (i, j) sur la j-ième ligne du 
maillage, il correspond alors à l’écriture par blocs de l’opérateur À 
la représentation suivante À = Z + L + U, où 


1: : 2 1 TRE do :. ; 
Dy= — ut, + (+) VC DE +1 j} 
A Lee à Re RAT 
Ly (à, J)= —75 vi, j—1), Uy (à, D= —5 ut +1). 
Les formules de calculs pour la méthode de surrelaxation par 
blocs ont pour expression 


+ Yn+1 GC —1, j) + (+4) Yn+1 (8, D 77 Ya (+1, )j)= 


= (40) (— run 1, + (SE +) 28 G Dr in GA, D )+ 


1 He 1 + _: 
Ho (rune 11) + un (+1) +60, 5), 
1SISNi— A, ALIEN —1, 


avec y (x) = g (x), x € y pour tous les >> 0. Pour obtenir y;+1 sur 
la j-ième ligne il faut résoudre, par exemple par la méthode du ba- 
layage, le problème aux limites triponctuel. 

Montrons que pour l’exemple considéré l’hypothèse 2 est vérifiée, 
c'est-à-dire que les valeurs propres u du problème 


2 EU GE DA) STE dédie, oh 


++) ve Du G+1, ÿ)=0, 
1SiSNi—1, 1SI<No—A1, y(z)=0, zEy 


ne dépendent pas de z. Cela s'établit sans peine par substitution 
y (i, j) = zv (G, j), OL i< N, 0Lj< Ma. 

Cherchons à présent la valeur « optimale du paramètre w. Le 
problème correspondant (8) a la forme 


tra ta (us) =0. zEw, y(z)—=0, xEy. (20) 


On vérifie sans peine que les fonctions propres du problème (20) 
sont 


.__ k1zs :_ katz 
Ur (a) =sin sin (21) 


En portant 165) dans (20), il vient 


NL ei ku=1, 2... No—d, k=(k, ko), 
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ou 
le = jy sin? far k,=1, 2, . No—1, a = 1,2. 
De là on tire 
2h3 sin? TL 42h} sint Hs 
Amin = ‘ ah Se 


2 ein 2 
2h: sin GTR +h; 


Pour le cas particulier considéré plus haut on aura 


4 sin? 244 sin? 
min = — , O0 — 5 y 
e Éd EL 4 ( + à ELA ) 
142 sin SN 1 + V2sin- 
= C4 2 
1—V 2 sin — 
: EL s 2N T 
n=2sin? >, P(S)=| —— | si-2V 2 +. 
1472 Sin = 


En comparant les estimations du rayon spectral des méthodes de 
surrelaxation ponctuelle et par blocs, on constate que la méthode par 


blocs converge V2? fois plus vite que la méthode ponctuelle. Mais 
d’un autre côté, la méthode par blocs exige pour chaque itération: 
une dépense supérieure en opérations arithmétiques que la méthode 
ponctuelle. 

Pour conclure, donnons le nombre d’itérations exigées par la 
méthode ponctuelle de surrelaxation en fonction du nombre de nœuds W 
suivant une direction pour & — 10”. En qualité de problème modèle 
prenons le schéma aux différences (19) associé au maillage carré 
avec Ni=N:2=N et p(x)=0, g(x)=0. L'approximation 
initiale yo (x) est choisie de la façon suivante: yo (x) = 1, x € w, 
Vo (x) 7 0, x CE Y. 

Le processus d'’itérations s’achèvera au moment où la condition 


Zn Îla & 8 11 Zo ÎLa (22) 


sera remplie. 

Il s'ensuit de la théorie de la méthode que l’erreur z, possède 
l'estimation ||2, [la & IlS7 [la |Zo La et comme le rayon spectral 
de l'opérateur est inférieur ou égal à la norme de l'opérateur, on 
a p" (S)< || S" |A. La condition p”" (S)<< e& ne peut donc être uti- 
lisée pour l'estimation du nombre d'itérations exigé. 

Donnons le nombre d'itérations r déduit de la condition (22), et, 
à titre de comparaison, cherchons le nombre d'itérations n* qui 
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s'ensuit de l'inégalité p" (S)< e: 
N=32 n—=65 n* = 47 
N =64 n—128 n* — 9,4 
N =128 n—257 n* = 187 


La comparaison des nombres d’itérations de la méthode de surrela- 
xation et de la méthode explicite de Tchébychev, examinée pour le 
problème (19) au point 1, $ 5, ch. VI, montre que la méthode de surre- 
laxation exige à peu près 1,6 fois moins d’itérations que la méthode 
‘explicite de Tchébychev. Le nombre d'opérations arithmétiques que 
<oûte une itération est pratiquement le même pour ces deux métho- 
des. 


5. Problème discret de Dirichlet pour l'équation elliptique à coef- 
ficients variables. Examinons maintenant l’application de la méthode 
de surrelaxation à la recherche de la solution approchée du problème 
discret de Dirichlet pour une équation à coefficients variables dans 
un rectangle 


2 
Ay= (aa (y), —d(x)y=—p(r). 2€, 


(23) 
y(x)=£g(x), z EY, 
‘en posant remplies les conditions suivantes: 
0<a< a (x)< Ce, z C6, a = 1, 2; (24) 
0ZLdh<Ld(r)Lde, tzEC&. 


Pour le problème (23), la méthode ponctuelle de surrelaxation, les 
inconnues étant ordonnées suivant les lignes du maillage «, est 
décrite par la formule 


D (i,.j) Yn+a (, 5) = (1— ©) O (, j) ya (è, 7) + 
—+ © [ “1 Fe p, — Ur+1 (ë —1, j) + AD ù Ur+1 (ë, j—1) + 


pan ps D + EE y (, 40) 49], 


1IKIi<Ni—1, 1<]<N2—1, (25) 
où 
b(i, j) = QG (ë, Des (+1, j) + LE (é, nr (ë, j +1) + d(i, j) 


et y, (x) = g (x), x Ey pour tout k> 0. 
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Pour l’exemple considéré, les opérateurs Z, L et U se définissent 
de la façon suivante: 


Dy = by, 


Lui, = ED y —4, ED y (, j—1), 


Uy(i, = — ÉD y Gt, DR y (Gi, +0). 
Les hypothèses 1 et 2 se vérifient, la démonstration étant la même 
que pour l’exemple du point 4. 
Pour obtenir le paramètre w, il faut trouver l'estimation de la 
constante Ô dans l'inégalité À > 6%. Ce problème a été résolu aupara- 
vant dans le point 3, $ 5, ch. VI, où on a examiné la méthode implici- 


te de Tchébychev du type le plus simple pour un problème de diffé- 
rences (23). Donnons l’estimation de 6: 


‘ £ | : 
ôÔ— min ——— min —— 
v<x<l, 1 (22) re Xe (z1) ? 
où x; (Tp) = Re va(z), B—3—a, a —1, 2, tandis que v® (zx) est 
+ 


la solution du problème aux limites triponctuel suivant : 
(aav= )= — + dur = —d(xr), hote Lla —hRas 
Xe Ce 2 


va(rz)—0, z,=0, L, 
here Lle — hp, B—3— a, a = 1, 2. 


Le paramètre d’itération w s'obtient suivant la formule (17): 
=  — 
= do 1 V5eS 


Pour comparer la méthode de surrelaxation décrite avec la métho- 
de implicite de Tchébychev du type le plus simple étudiée au point 3, 
$ 5, ch. VI, indiquons le nombre d'’itérations exigées par la méthode 
de surrelaxation pour l'exemple modèle suivant. Supposons le 
schéma aux différences (23) donné sur un maillage carré avec N1 — 
= N: = Net p(x) — 0, g(zx) — 0. Les coefficients a1 (x), &e (x) 
et d (x) seront choisis de la façon suivante: 


Ga (2) = 1+ cl — 0,5) + (xs — 0,5)°I, 
ds (x) = 1+ 010,5 — (ri — 0,5) — (ze — 0,5), 
d(z)=0, c>0. 


De plus, dans les inégalités (24) on a & = 1, ce = 1 + 0,5 c, d = 
= d: = 0. L'approximation initiale de la méthode itérative de surre- 
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laxation (25) sera choisie de la façon suivante: yo (x) = 1, x € w, 
Yo (x) = 0, x E y, le processus d’itérations s’achevant avec l’obser- 
vation de la condition (22). 

Donnons au tableau 9 le nombre d'itérations de la méthode de 
relaxation en fonction du rapport c-/c, et du nombre denœuds NW 
suivant une direction pour & — 10-*. Pour le cas où a, (x) = 1 et 
d (x) = 0 le nombre d'itérations de la méthode de surrelaxation est 
donné au point 4 du présent paragraphe. 


Tableau 9 


Il s'ensuit du tableau 9 que le nombre d'itérations de la méthode 
de surrelaxation de l’exemple modèle est environ deux fois moindre 
que le nombre d'’itérations de la méthode implicite de Tchébychev 
du type le plus simple. Vu que le nombre d'opérations arithmétiques. 
dépensées pour chaque itération des méthodes mentionnées est le 
même, la méthode de surrelaxation s'avère deux fois plus efficiente 
par rapport à la méthode implicite de Tchébychev du type le plus 
simple. 


$ 3. Méthodes triangulaires 


1. Schéma itératif. Aux $$ 1, 2 on a étudié deux méthodes, la 
méthode de Seidel et la méthode de relaxation. Ces méthodes appar- 
tiennent à la classe des méthodes implicites à deux couches, à l’opé- 
rateur B desquelles correspond une matrice triangulaire ou triangu- 
laire par blocs. Sous la forme canonique, le schéma itératif de ces 
méthodes a pour aspect: 


(S+oL) PAR + Ay,=f, k=0,1,..., YEAH, (1) 


où Z et L sont des opérateurs obtenus par développement de À en 
une somme de matrices diagonale, triangulaires inférieure et supé- 
rieure 


A = D+L+U. (2) 


A la méthode de Seidel correspond la valeur du paramètre © = 1. 
Au cas de l’opérateur À autoadjoint et défini positif dans X la 
condition suffisante de convergence dans À, de la méthode itéra- 
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tive (1) prend la forme 
0 € © < 2. (3) 


Au $ 2 on a discuté la question du choix optimal du paramètre 
d'itération w. En posant que les hypothèses 1 et 2 sont vérifiées et 
l'information à priori donnée sous forme de constante Ô de l'iné- 
galité 


DEA, ô >0, (4) 


on a démontré que la valeur optimale w pour laquelle le rayon spec- 
tral de l'opérateur de passage S du schéma (1) est minimisé est définie 
par la formule 
2 
= ——— |, 5 
1+V 8 (2—6) (9) 


Aux points 4, 5 du $ 2 on a considéré les exemples des problèmes 
pour lesquels les hypothèses 1 et 2 sont vérifiées. Ces hypothèses se 
vérifient également pour des problèmes plus compliqués, par exem- 
ple, pour le schéma aux différences pentaponctuel approximant sur 
un maillage irrégulier en un domaine arbitraire le problème de 
Dirichlet pour une équation elliptique à coefficients variables. 

Il existe, toutefois, des exemples pour lesquels l'hypothèse 2 
n'est pas vérifiée. S'y rapportent le problème discret de Dirichlet 
pour une équation elliptique aux dérivées mixtes, le problème dis- 
cret de Dirichlet d'ordre de précision élevé, etc. 

La non-universalité du procédé de choix du paramètre d’itéra- 
tion o et l’absence d’estimations de la vitesse de convergence de la 
méthode en une norme quelconque constituent les principaux dé- 
fauts de la théorie développée au $ 2. 

Dans le présent paragraphe on étudiera le schéma général des mé- 
thodes itératives triangulaires dont le paramètre d'itération © est 
choisi sur la base de la condition de la minimisation dans H, de la 
norme de l’opérateur de passage. On définira également l’estimation 
de la vitesse de convergence de la méthode dans } , dans l'hypothèse 
de l'opérateur À autoadjoint et défini positif. 

Commençons l’étude des méthodes triangulaires par la trans- 
formation du schéma itératif (1). Introduisons les opérateurs R, et 
R;: de la façon suivante: 


O = 


Ri=SS+L, Ri=+D+U. 
Le développement (2) prend alors la forme 
A = Ri + Re; (6) 


et si À est autoadjoint dans 77, les opérateurs R, et R; sont mutuelle- 
ment autoadjoints . 
R: = R . (7) 
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En portant L = R; — +3 dans (1) et en posant 
t = 2w/(2 — o), (8} 


écrivons le schéma itératif (1) sous une forme équivalente 


(D+ TR) PRE LE Ays = f, k=0, À; .. Yo EH, (9} 


avec, en vertu de (3), (8), t > 0. 

Le schéma (9) peut être considéré indépendamment du schéma (1). 
À savoir. admettons que l'opérateur À autoadjoint dans } est 
représenté suivant la formule (6) sous forme de somme d'opérateurs 
R, et Re mutuellement autoadjoints, tandis que Ÿ est un opérateur 
autoadjoint quelconque défini positif dans FH. On appellera le sché- 
ma itératif (9) forme canonique des méthodes itératives triangulaires. 
On continuera d'appeler ces méthodes triangulaires même au cas 
où les matrices associées aux opérateurs R, et R: ne sont pas trian- 
gulaires et la matrice associée à l'opérateur Z n’est pas une matrice 
diagonale. 

Ï] s'ensuit du théorème 1 que pour un opérateur À défini positif 
la méthode itérative (9) pour t >0 converge dans H,. En effet, il 
suffit pour cela d'établir que l'inégalité Z + +R, > 0,514 est 
vraie. De (7) il vient 


(Az, x) = (Rx, x) + (Rox, x) = 2 (Rx, x) = 2 (Rox, x) (10) 
et, par conséquent, 
((Z + TR) x, 2) = (Lx, x) + 0,57 (4x, x) > 0,57 (4x, x), 


ce qu'il fallait démontrer. 
En conclusion, notons que dans le schéma (9) à la méthode de 
Seidel correspond la valeur t = 2, tandis qu’à la méthode de surre- 


laxation, la valeur t — 2/V 6 (2 — 6). 

2. Appréciation de la vitesse de convergence. Apprécions à présent 
la vitesse de convergence de la méthode itérative du schéma (9} 
dans À ,, en posant À autoadijoint et défini positif dans À. 

Le passage dans (9) à l'erreur z, = y, — u fournit un schéma 
homogène en z, 


BR + Az, = 0, k—=0, 1,..., z—=Yyo—u, B—Z+71R,, 
d'où on tire 
Zh+1 = SZh: k — 0, 1, 4 S=E En xB”14A, 


Î Za+a a < Il S La 124 Îla- 


(11 
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Apprécions la norme de l'opérateur de passage $ dans Æ,. De la 
définition de la norme de l’opérateur on obtient 


_ (ASz, Sz) _ 
IS 4 = sup (A, — 


=sSu 4 —?T 
: n + (Az, z 


(12} 


Transformons l’expression entre crochets. Utilisant (10) et la défi- 
nition de l'opérateur B, il vient 


(By, y) = (Sy, y) + 7 (Ray, y) = (Zy, y) + 0,57 (Ay. y). 
De là on tire t on y) = 2t (By, y) — 27 (Zy, y) ou après substi- 
tution y — B-14 
1° (AB”!Az, suis — 2t (B-1Azx, Az) — 21 (GBlAx, Bl\Ax). 
En portant cette expression dans (12), on aura 


2 _ 6 r BA. B-\Azx) 
NS là =sup | 1—2 2e EE |. 


(B-lAz, A) Le (AB-1A4z, B-145z) ] 
(Az, z) 


Poursuivons les transformations. En posant x — (B*)-13%1Z®y, on: 
obtient 
(ZB-14z, B-14z) _ (Cy, Cy) 


— JY\RB-1 *\-1 13 
(Az, 2) (Cy, y) cn EE 
Vu que l'opérateur C est autoadjoint et défini positif dans X, en: 
posant y = C!/%"1=B#y, on obtient 
(ZB-1Az, B-14z) (Av, v) 
(Az, z) " (BZ”1B*v, v) 
Bref, on obtient finalement 


IS 14 = sup [1— 2% (Av, v) 
v40 


(BZ”1B*v, v) 
De là on tire, si y. est une quantité de l'inégalité 
V1BZB*< À, (13) 
que 
ILS1LA < (À — 27h). (14) 


Comme y: dépend du paramètre +, la valeur optimale de + peut être 
obtenue en recherchant avec des hypothèses complémentaires sur 
les opérateurs Z, R1 et R: l'expression de "1. 


3. Choix du paramètre d'itération. Choisissons maintenant le- 
paramètre Tt. On aura besoin du 


Lemme 3. Soient à et À les constantes des inégalités 
ÔT<A, RTIRETA, 8>0. (5) 


416 MBTHODES ITERATIVES TRIANGULAIRES [CH. IX 
Alors dans l'inégalité (13) 
ÔA 
m=8/(1+76+7 À). (16) 


En effet, comme B*=%+T#+R;, on a 
BY A1B*=(S+TR,) LIL +TR;)=D+T(R; + R:) + 
+ TR TUAR, = TJ +TA +T'R,T'IR.. 
En utilisant les hypothèses (15), on en tire 
B D1B* << (1/6 + + + T°A/4) À. 


Le lemme est démontré. 
Ainsi donc, si l’information à priori a la forme des constantes 6 
et À des inégalités (15), y1 est apprécié alors suivant la formule (16). 
En portant (16) dans (14), il vient | 


ISA Sp) =1—2r8/ (1+18+72 À). 


11 ne reste qu’à minimiser la fonction (t). En égalant la dérivée 
4” (t) à zéro, il vient 


20 (re +1) 


q (T) = 5 = 0. 


(141645 À) 


Etant donné que pour tT<< to la dérivée œq’(t) 0, tandis que 
pour T > To la dérivée œg° (t) > 0, pour t = t la fonction œ (T1) 


atteint un minimum égal à @ (to) = (1 — Vn)/(4 + Vn), n = 
— Ô/A. On a ainsi démontré le théorème 6. 


Théorème 6. Soient À et D des opérateurs autoadjoints et 
définis positifs dans H, Ô et À des constantes dans (15). La méthode 
itérative triangulaire (9), (6) pour t = to = 2/ V ÔA converge dans H,, 
tandis que pour l'erreur z, se vérifie l'estimation || z, |la Pl Zo |l4- 
Pour le nombre d'itérations n se vérifie l'estimation n > no (e), 


no (e) =1ne/lnp, 
1)", ne 
1+Vn/ a° 


4. Appréciation de la vitesse de convergence des méthodes de Seidel 
‘et de relaxation. Le théorème 6 démontré, il est possible d'obtenir 
l'estimation de la vitesse de convergence dans HW, des méthodes de 
Seidel et de surrelaxation étudiées plus haut. Au point 2 du $ 1 et 
au point 4 du $ 2 les méthodes mentionnées ont été appliquées à la 
recherche de la solution approchée du problème discret de Dirichlet 


où p= 
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pour l'équation de Poisson sur un maillage rectangulaire 
O—={Ty = (ki, jho), OKi< Ni, 0OSj<N2, ha=lolNa a — {, 2} 
AY=YE TU = —p(z), zEw, 
y(z)=g(z), ze. 
Le «chéma itératif de ces méthodes avait la forme (1), où 
D T2 2e 
Ly= (+ &) ÿ; 
2 L : PT 
Ly (ë, j) = mr yG—1, J)— x y j— 1), 
. 1:56: ; 
Uy Gi i)= — eu (+1, D— GE U GE, j +1). 


Pour la méthode de Seidel w = 1, tandis que pour la méthode de 
surrelaxation w se définissait suivant la formule (5), où 6 de l’iné- 
galité (4) était estimé ainsi: 


2h, se __2hf _ ; - he - 
dr sin 2h. + ——— RE hË "2, * (17) 


Réduisons le schéma (1) pour l'exemple considéré à la forme (9). 


Pour cela, définissons les opérateurs À, et RÀ,: 
1 1 RE 
Ry=(ge+L)u=rus tu, 


1 1 » 1 © 
Ry= (gs +U)y= pue que 
I1 est evident que 


(Ri+ Re) y= Ay= — Ay= —y- 


X1X a Vrr. 


Le fait que les opérateurs À, et À: sont autoadijoints s'établit sans 
peine à l’aide de la formule de différences de Green. Comme il a été 
noté plus haut, dans le schéma (9) à la méthode de Seidel correspond 
la valeur t — 2, tandis qu’à la méthode de surrelaxation la valeur 
tr — 2/V 6 (2 — 6), où à est défini dans (17). 

De (11), (14) et du lemme 3 il s'ensuit que pour obtenir les esti- 
mations de la vitesse de convergence de ces méthodes dans Æ,, il 
faut trouver 6 et À à partir des inégalités (15). La constante à est 
déjà trouvée. Cherchons A. A partir de la définition des opérateurs Z, 


Riet R:. on obtient 
(RSR y, y) 0,5 PE 


[ENS (Roy. Roy). (15) 


27—-01162 
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Ensuite, 
L 2° 2 9 : 1 2% 
Cy, Ray) = EG, D Ge Ve) + Ge 1)< 


1 


1 : 5 hî+hi 
<(7r+)lGS, D+GE, DIS (Au. 


En portant cette estimation dans (18), il vient 


— 1 
CRT TRY, y) 5 (A4, y) 


et, par conséquent, dans l'inégalité (15) À = 2. 

Apprécions à présent la vitesse de convergence de la méthode de 
Seidel et de la méthode de surrelaxation. 

De (11) il vient 


[Zn Ia I SIA Zo IlA 


et, par suite, pour aboutir à la précision &, il suffit d'effectuer n > 
> no (e) itérations. où n0 (e) — In æe/In || S ||4. De (14) on tire 


no(e)=2Ine/in| Si >in+/(rv). (19) 

Pour la méthode de Seidel, de (16) on obtient (t = 2) 
Ty1 = 20/(1 + 46) (20) 
et dans le cas particulier, quand NW, = Ne = N. li = lo - ll. on 


obtiendra de (17). (19) ct (20) 


I 


nn À . nn À 
Ô—2sin-— M eÉSiN re, 


2N ? 
Ro (E) ze À In + ÆV IN In +. 


Au point 14. $ 5. ch. VI, on a obtenu pour la méthode explicite 
itérative simple appliquée à un cas particulier. l'estimation suivante 


du nombre d’itérations: n9 (e) Æ 0,2 N° In Z . En comparant ces esti- 


mations, on aboutit à ce que la méthode de Seidel exige environ 
deux fois moins d'itérations que la méthode itérative simple. Le 
caractère de la dépendance du nombre d'itérations de celui de nœuds 
N suivant une direction est le même pour ces deux méthodes. le 
nombre d'’itérations est proportionnel à AV*. 

Considérons maintenant la méthode de surrelaxation. En portant 


dans (16) 


‘) -: I . 
ô=2sin—, A=2@ tr = ——— 


2N ? 5 
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on obtient 


Le 

“ton n a 

MIT ENrESS Br 5: 
24288 


De (19) tirons Se suivante du nombre d’itérations pour 
la méthode de surrelaxation : 


ro (E) & Es In _ Æ 0,64N In + à (21) 


autrement dit. le nombre d’itérations pour la méthode de surrelaxa- 
tion est proportionnel au nombre de nœuds Ÿ suivant une direc- 
tion. 

Pour conclure. donnons l'estimation du nombre d'itérations 
découlant du théorème 6. Pour la valeur du paramètre + 


2 1 


7 y&a ER 
sin 5N 


le nombre d'itérations se définira par l'estimation 


> (e)=in HO = 0,64N In. 


T — 


Notons que l'estimation (21) est quelque peu surestimée. Pour s'en 
convaincre. il faut comparer les valeurs de r0(e), calculées suivant 
la formule (21), avec le nombre d’itérations fourni au point 4 du $ 2. 
La raison en est dans le fait que dans ce dernier cas le nombre d'ité- 
rations est apprécié sur la base de l'inégalité || S [<< e. tandis 
qu'au point 4 du $ 2 les itérations se poursuivaient jusqu’à l’accom- 
plissement de la condition || S" ||, < e. 


CITAPITRE X 


MÉTHODE TRIANGULAIRE ALTERNÉE 


Ce chapitre est consacré à l’étude de la méthode itérative de la classe trian- 
vulaire alternée *) dans son application à la recherche de la solution de l'équa- 
tion opératorielle à opérateur autoadjoint. On expose dans le $ 1 la théorie 
générale de la méthode, on y décrit la construction du schéma itératif et l'on 
y indique le jeu des paramètres d'itération. La méthode est illustrée par un 
exemple du problème discret de Dirichlet pour l'équation de Poisson dans un 
rectangle. Au $ 2 on montre comment cette méthode s'applique à la résolution 
des équations aux différences elliptiques à coefficients variables et à dérivées 
mixtes dans un rectangle. Dans le $ 3 on a construit une variante de la méthode 
triangulaire alternée permettant de résoudre l'équation elliptique à coefficients 
variables sur un maillage irrégulier donné dans un domaine arbitraire. 


$ 1. Théorie générale de la méthode ë 


1. Schéma itératif. Au $ 3 du ch. IX on a étudié la méthode itéra- 
tive triangulaire de résolution de l'équation 


Au = f. (1) 
Le schéma itératif de cette méthode est de la forme 
BYETR | Ay,=f, k—0,1,..., wEH, (2) 


TR+1 
où t, = T, tandis que l'opérateur B -- B, = Ÿ + +R, se détermine 
par le développement suivant de l’opérateur À en une somme d'opé- 
rateurs 
A =Ri+Re, R1i=R,, À = A*>t0. (3) 
En ce qui concerne l’opérateur %, on suppose qu'il est autoadjoint 
et défini positif dans }Æ, c'est-à-dire que 
D = DY >. (4) 
La méthode itérative triangulaire appartient à la classe des méthodes 
dont les paramètres d'itération sont choisis compte tenu de l’infor- 


mation à priori sur les opérateurs du schéma itératif. Pour la mé- 
thode triangulaire. l'information initiale comporte la fixation des 


*) La méthode a été proposée par A. A. Samarski en 1964 (voir :KBM 
et MP, 4, n° 3, 1964) et améliorée dans [8]. 
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constantes Ô et À des inégalités 
DA. RIRE TA >. 5) 


Le paramètre + trouvé au point 3, $ 3, ch. IX, permet d'atteindre la 
précision e en no — © (In (1/e)V n) itérations. où n = 6/A. 

Notons que le fait que l'opérateur PB n’est pas autoadijoint ne 
permet pas d’utiliser dans le schéma itératif (2) le jeu des paramètres 
T, et, partant, d'augmenter la vitesse de convergence de la méthode. 
Cependant la simplicité de la construction de l'opérateur B et la 
possibilité du développement (3) pour l'opérateur À, quelle que soit 
sa structure, ont constitué une stimulation à l'étude des variantes 
possibles de la méthode triangulaire. On a ainsi fini par construi- 
re la méthode triangulaire alternée cumulant l’universalité de la 
construction de l’opérateur B avec la possibilité de choix dans le 
schéma (2) du jeu des paramètres T:. 

Abordons donc l'étude de la méthode triangulaire alternée. Le 
schéma itératif de la méthode a l'aspect (2). où l'opérateur /} se 
définit de la façon suivante: 


B - (FT + oR)DZD1(S : wRe),  w > 0. (6) 


w est ici le paramètre d'itération qu’on doit définir. Supposons 
ensuite, que pour le schéma (2), (6) les conditions (3), (4) sont remm- 
plies et que Ô et A sont fixés dans les inégalités (5). 

Notons quelques propriétés de l'opérateur B défini par la rela- 
tion (6). Si à l'opérateur Z + wR, correspond une matrice triangu- 
laire et à Z une matrice diagonale, à PB correspond alors le produit de 
deux matrices triangulaires et une matrice diagonale. Dans ce cas 
l’inversion de l’opérateur B n'est pas une opération laborieuse. 

Montrons que l'opérateur B est autoadjoint dans Æ, et si l’opéra- 
teur Z cest borné. B est défini positif. En effet. en vertu de (3) on 
a l'égalité 

(Au, u) = 2 (Riu. u) = 2 (Rou. u) > 0. 


De là et à partir de (4) il s'ensuit que les opérateurs B1 - # + whR: 
et Be — D + wR: sont autoadjoints et définis positifs: PB? — 
= (D + ok)" = D + ok: = Be, B > D>0. ax — 1. 2; ct. 
par suite, 


B* = (B1271B: LE — B;3"B? — B:1D71B: 7 B. 
Ensuite, puisque Z est un opérateur autoadjoint, borné et défini 
positif, l’opérateur inverse 71 sera défini positif dans 77. Par 


conséquent, en utilisant l'inégalité (Z”1r, x) > d (x. x). d> 0 
signifiant que l'opérateur Z-1 est défini positif. il vient 


(Bu, u) = (ZD'1Bou, Biu)> d || Bou [P > 0. 
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Il découle de (2), (6) que pour définir y,:1. y, une fois donné. 
il faut résoudre l'équation 


(Z + OR) Z "1 (Z —+- OfRe)Yn+1 = fre Hs) 15.32 


OÙ y = By, — Trs1 (Ayx — f). Cela se réduit à la résolution de 
deux équations 


(2 + w A1) VU — y. (Z + OR ») YUn+1i — Dr. 
Pour la mise en œuvre du schéma (2). (6). on peut faire appel à un 


second algorithme basé sur l'écriture du schéma sous forme d’un 
schéma avec correction 


Ur +1 Un — Th+iWr: Bwy, = rx, 


où r = Ayy — f est le résidu. La correction w, est recherchée par 
résolution de deux équations 


(Z + © À) PA TE lho (S + GR ») Un Dw,. 


Dans cet algorithme on s’est dispensé de calculer By,, mais, par 
contre. on est obligé de mémoriser simultanément y, et les grandeurs 
intermédiaires rx, Un. WU. 


2. Choix des paramètres d’itération. Passons à présent à l’étude 
de la convergence du schéma itératif (2), (6). Vu que les opérateurs À 
et 7? sont autoadjoints et définis positifs dans }7. on est en mesure 
d'étudier la convergence dans A2. où en guise de D on a pris l’un 
des opérateurs À. B ou AB-1A (dans ce dernier cas /? doit être un 
opérateur borné). Pour l’opérateur D mentionné l'opérateur DB71A 
sera apparemment autoadjoint dans A et. par suite. selon la classi- 
fication établie au ch. VI. on a un schéma itératif avec opérateur 
autoadjoint. 

En profitant des résultats obtenus au $ 2 du ch. VI, on peut aussi- 
tôt indiquer pour le schéma (2). (6) le jeu optimal de paramètres 
d’itération Tt,. Soient y, et y: empruntés aux inégalités 


MB<ALVYEB, > 0. (7) 


Dans ce cas le jeu des paramètres de Tchébychev {7,} se détermine 
suivant les formules 


= pr, MEME = {cos PE, 1GiLn}, 1<kEn, 
(8) 
___ 2 _1—E ___ In (0,5e) di. 
Hope Ponge 20) np 


et pour l'erreur z, -- y, — u de la méthode itérative (2), (6), (8) on 
a l’estimation 


(9) 


2p 
[Zn Inn 30 Mn: Qn Fine Ps — 
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C'est le résultat de la théorie générale des méthodes itératives à deux 
couches. Pour le schéma (2), (6) l'information à priori est fournie par 
les constantes Ô et A des inégalités (5). Aussi un des problèmes est 
l'obtention des expressions de y, et y, au moyen de 6 et A. Ensuite, 
puisque l’opérateur B dépend du paramètre d'itération @. Y1 et Ye 
sont des fonctions de & : Y1 = Y1 (@). Ye = Y2 (w). Vu que de l’esti- 
mation (9) il s'ensuit que la vitesse maximale de convergence sera 
atteinte quand le rapport Ë = y1/y. est maximal, on aboutit au proble- 
me du choix du paramètre &w sur la base de la condition du maximum 
de E. Les problèmes formulés sont résolus avec le lemme f. 


Lemme 1. Soient remplies Les conditions (3), (4), l'opérateur B 
étant défini par la formule (6), et dans les inégalités (5) Les constantes 
et À sont fixées. On a alors dans les inégalités (1) 


vi = ô/(1 +06++ 064), y =1/(20). (40) 
Le rapport £ — Y1/y. est maximal si 
© — 9 = 2/V 6A. (11) 
avec 
1) Ô 2} Ô ‘ 
à D PT LE = +, = + ; = + 42 
ETES RRETE ya Mae (9 


Et de fait, écrivons l'opérateur B sous forme 
P.= ( + ©R:) F7 fi (4 + OR ») — + (Q (Ri + R:) + 
+ © R1ZTLR: (13) 
Compte tenu de ce que A—R,+R,>60Z ou IES+ A, on obtient 
pour B l'estimation par le haut 


B<(++w++uA) 4= 4, 


c'est-à-dire À > ÿY1B, où y. est défini dans (10). 
Transformons maintenant la formule (13): 


B = % — © (R + Re) + ©R1D TR: + 20 (Ri + Re) — 
= (SZ — w©R1) ZT (Z — wRe) + 204. 


Il s'ensuit 
(By. y) = 20 (Ay, y) + (27 (D — @R2) y, (Z — ©R:) y). 


En utilisant le fait que l'opérateur Z "Test défini positif, on obtient 
(By, y) > 20 (Ay, y), c'est-à-dire À < Y2B. Bref, on a obtenu y1 et y:. 
Examinons ensuite la relation 


&—E (w) — vaiva = 2u6/ ( (1+ @6+ LP). 
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En annulant la dérivée 


, 26 (1 —w°6A/4 
E’ (w) = ( A] /4) 


(1+06+-2)7 


on trouve & — wo = 2/V 6A. En ce point E (w) devient maximum, 
car Ë” (wo) < 0. En portant w trouvé dans (10), on aboutit à (12). 
Montrons que Ô< A, n< 1. En effet, en utilisant l’égalité (Az, x) — 

= 2 (Rex, x) et l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski. on obtient 
de (5) 


Ô (Dz, r) L (Az, x) — 


(Az, x), (Rez, x)? 


(Az, z) EH (Az, z) 
1/2 1/2 1/2 — 1/2 : 9 
— 4 Le FE de < 4 EE (D 7 Ÿ /°2) ne 
1 
2) ee 9 (Dr, x) A (47, &), 


ce qu'il fallait démontrer. Le lemme est démontré. 


Théorème 1. Soient remplies les conditions du lemme 1. 
A lors pour la méthode triangulaire alternée (2), (6), (11) avec les para- 
mètres de Tchébychev 1, définis par les formules (8) et (12) se vérifie 
l'estimation (9). Pour que l'inégalité || z, ||L < & |IZolln soit satisfaite 


il suffit d'effectuer n itérations, où n>no (e), no (e) = In 2 / (2V 21) 
n = Ô/A. On a dans ce cas D = À. B ou AB”*A. 


Pour démontrer le théorème, il faut utiliser le lemme 1 et les 
formules (8) fournissant les paramètres d'itération et les nombres 
d’itérations. 

Examinons à présent un procédé utilisé pour la construction des 
schémas itératifs implicites. Soit donné dans Æ l'opérateur R auto- 
adjoint et défini positif qui est énergétiquement équivalent à l’opé- 
rateur À à constantes c1 et ce: 


CR < = A< < CR, C1 > 0, (14) 
et à l'opérateur PB à constantes y, et y:: 

nB<R<EYE, n>0. (15) 
Supposons que les opérateurs À et 2 sont autoadjoints. On obtient 


pour ces derniers de (14) ct (15) les inégalités suivantes : y << A < 


L Y2B, "1 = Cia, Ve — CaŸe. Le procédé exposé permet, lurs de la 
construction de l'opérateur B, de partir non pas du développe- 
ment (3) de l’opérateur À, mais du développement de l’opérateur À, 
qui peut être choisi le même pour une grande classe d'opérateurs À 


e © 
variés. De plus, les constantes y, et y. peuvent être choisies dans (15) 
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une seule fois. Le problème d' acquisition pour la méthode de l’in- 
formation à priori se réduit ainsi à la recherche de c; et c°: dans (14). 

Bref. soit l'opérateur R représenté sous forme de somme d'opé- 
rateurs autoadjoints À; et R:: 


R —= R* > U. R = R; + Ra. R; —— R?. (16) 
et au lieu de (5) on a les inégalités 
OR. RAURERR. 8>0. (17) 


L'opérateur B pour le schéma (2) sera construit suivant la for- 


mule (6). Alors, en vertu du lemme 1, pour w=u= 2/} "6A 
dans les inégalités (15) on a 


° ô - Ÿ: 2Vn Ô 
Mrappn VTapn SO Evan A 
Il s'ensuit de là le 


Théorème 2. Soient A— A*>0, D—4*>0. les 
conditions (16) étant remplies. c. et c.« donnés dans (14) et 6. À dans (17). 
Alors l'estimation (9) est satisfaite pour la méthode triangulaire alter- 
née (2), (6). (8), (1) avec les paramètres de Tchébychev T,. où Y1 = 


= CV el ÿ: — CaVe, 1 et Ÿe étant définis dans (18). Pour la satisfac- 
tion de l'inégalité ||z, [ID e [|Zolln or peut se contenter de n ité- 
rations avec 


In (2/e) es 
n > (e); me) =rysreV + 


3. Méthode d’obtention des grandeurs initiales à et A. Des théorè- 
mes 1 et 2 il s'ensuit que pour l’application de la méthode triangu- 
laire alternée il faut fixer deux nombres 6 et À dans les inégalités (5) 
ou (17). Dans les exemples fournis plus bas des équations de mailles 
elliptiques ces constantes seront obtenues sous la forme explicite 
ou on donnera les algorithmes permettant de les calculer. II va de 
soi que dans ce cas on utilisera la structure des opérateurs À, R:, 
R: et Z. Pour la théorie générale des méthodes itératives, qui ne 
tient pas compte de la structure des opérateurs, il est nécessaire de 
fournir un procédé général d'obtention de l'information à priori 
exigée pour la mise en œuvre de la méthode. 

Ce procédé peut se baser sur l’utilisation de la propriéte asympto- 
tique des méthodes itératives du type variationnel (voir point , 
$ 1, ch. VIIT). Supposons que les opérateurs À et B sont autoadjoints 
et définis positifs dans H. Si dans le schéma itératif 


BEM Uk + A, —0, k=0,1,..., wÆU (19) 


Thel 
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on choisit les paramètres t,:, suivant la formule de la méthode de 
Ja plus grande pente 


en (wr, rh) k-=0, 1, 


T ——= 
Lu (Awr, Wk) ? 


ss Tr = AU, Bw, =ry, (20) 


et pour un numéro d'itérations 2 suffisamment grand. on recherche 
les racines x, < r, de l’équation 


Ro es = _ Ion lla ; 
(1 TnZ) (1 Tn1T) — PrnPn-1: Pu — I Uni IA ° (21) 
où ||: ||, est la norme dans FÆ,. alors x, et x, seront des approxima- 


tions de y, et y: dans les inégalités (7) respectivement par le haut ct 
par le bas. 

Profitons du procédé décrit. Considérons le schéma itératif (2), 
43). (6). Notons qu’en vertu du lemme { dans les inégalités (7) y: — 
= {/(2w). tandis que de l'information à priori ne dépend que y,. On 
tâchera, sans chercher séparément 6 et A des inégalités (5), de trou- 
ver d'emblée l'expression de Y, comme une fonction du paramètre 
d'itération w. On donnera à cette expression la forme (10) en indi- 
quant les valeurs correspondantes de 6 et A. Alors, sur la base du 
lemme {. on obtient wo au moyen de la formule (11). ainsi que "1 
et y. correspondant à @o suivant la formule (12). Pour avoir le jeu 
des paramètres Tt, on utilise (8). 

Obtenons l'expression cherchée de y. Posons w = 0 et, suivant 
la méthode (19)-(21). cherchons x. En supposant que dans (19), 
(20) on a effectué un nombre suffisant d'’itérations et compte tenu 
de ce que l'opérateur BZ = %Z pour w — 0. on obtient l'inégalité 
approchée 

Lo SA, > 0. » (22) 


Ensuite. posons w—@,>0 et, suivant la méthode (19)-(21), 


cherchons xr,, de manière que z, > 0 et 
TBSA où (4 +oA+wR,SR,)<AÀ, (23) 
en outre. on voit que ziw,<<1. Ecrivons (23) sous la forme 
T4 + no R,Y RL (1 — Ti) À 


et additionnons-la à (22) qui. au préalable, est multipliée par un 
coefficient & >> 0 indéterminé pour le moment. On obtient 


(ari+ 71) L +R SAR, L(1 — 01 +) À. (24) 


Divisons cette inégalité par œx1 + z1, ajoutons aux second et pre- 
mier membres le terme wA et choisissons & de la condition 
_ T10j = &° (ar + 2); (25) 
alors l'inégalité transformée prendra la forme 
. 7 1 
ad —+ oA + O2R,Y 1R: = B<— À, 
1 
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= OH RÉ (26) 


T1" Ti 
De (25) on tire &: 


@::T, (@? — w°)/(w°r;). 


Vu que a doit être positif. l'expression (26) n'aura lieu que pour 
O << 6 << w1. En portant & trouvé dans (26). il vient 


1 ue 1 na TZ] — Zi —Ziti@: w? 
À T1 Z1710? 


En comparant cette expression à (10), on constate qu'en guise 
de Ô ot À on peut prendre 


T _ _ 2x G) 
T1T10? 


Notons que wo, obtenu avec les Ô et À mentionnés selon (11), sera 
compris dans l'intervalle (0, w1) si l'inégalité 2x1 < z1 (1 — ri) 
est satisfaite. Si cette inégalité n’est pas satisfaite il faut augmenter 


w1 et reprendre les calculs indiqués (on recommande de prendre 
@)1 = 2/x1). 


4. Problème discret de Dirichlet pour l'équation de Poisson dans 
un rectangle. Illustrons par l'exemple d’un problème discret de 


Dirichlet pour l'équation de Poisson dans le rectangle G = {0< 


LraLl,. @ 1. 2} l'application de la méthode triangulaire 
alternée 


Ay=ys. +4. = — (x), xEw, 


(27) 
y(x)—g(x),, zEY 


sur Je maillage © — hs = — (il, jhe) EG OLI<N,0<j< Na, 
he = LulNars & = 1, 2} à frontière Y. 

Pour l'exemple considéré H est un espace des fonctions de mail- 
les associées à © avec produit scalaire 


(u. v) — u(x)v(x) kih. 


L' opérateur A se détermine par l'égalité Ay — — Ay, où yEH, 
yet et y(xz) =y } (x). x Ew, tandis que y(z)—ÙU pour xEy. Le 
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second membre f sera déterminé de façon ordinaire: f (x) — (x) + 
1 1 s 
Fr Pi (2)+77 v2(r), où 


g (0, 22), Zi hs, 

1 (x) = À 0, 2h<T< li — 2h, 
£& (li, To), T= li —h, 
g (1, 0), To = Ro, 

2 (x) = 4 0, 2h3< T2< lo — 2ho, 
& (Ts, Lo), T2= LL — ha. 


Dans ce cas le problème (27) s'écrit sous la forme de l'équation (1). 

L'opérateur À est autoadjoint et défini positif dans }J. car il 
correspond à l’opérateur de différences de Laplace avec les conditions 
aux limites de Dirichlet. 

Passons maintenant à la construction de l'opérateur B. Soit la 
variante classique de la méthode triangulaire alternée dans laquelle 
on pose dans (6) 

=; (28) 


Déterminons à présent les opérateurs de différences Z: et #2 qui 


agissent sur les fonctions de mailles associées à w de la facon sui- 
vante : 


- 1 
Ray=— Ra Vre Ray = $ Fa Ya x Ew. 


a=1 a=1 


Apparemment, #1 + #2 — A. En utilisant les formules aux 
différences de Green, on constate sans peine que pour les fonctions 
de mailles y (x) € À,u (x) € H, c'est-à-dire associées à © et s’annu- 
lant sur y, on a l'égalité 


(Fay, u)=(y, Ru). (29) 
Définissons sur À les opérateurs À, et À, de la façon suivante: 
Rey = — Ray, @ = 1,2, où y EH, y € H et y (x) = y (x). x € 0. 


Dans ce cas, en vertu de la définition des opérateurs de différences À à 
et de l’égalité (29), les conditions (3) sont remplies, c'est-à-dire que 
À = R1 + R:, R1 = R5. Compte tenu de (28). on obtient de (6) 
la forme suivante de l'opérateur B: 


B = (E + wo) (E + wR:). 


Cherchons à présent l'information à priori nécessaire pour la 
mise en œuvre de la méthode triangulaire alternée. Dans le cas con- 
sidéré elle a la forme des constantes Ô et À des inégalités ÔE << À, 
RiRe (A/4)A. Apparemment on peut prendre en guise de à la 
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valeur propre ee de PUS de différences de Laplace 


Ô — — n sin? —— _ + sin? _ , 
L'estimation de\A a été __… au ou 4, $ 3, ch. IX (les opéra- 
teurs R; et Ra, définis dans les deux cas, coïncident). On a A — 
= Ali + 4lh3. 

En résumé, l'information sur 6 et À est obtenue. Du lemme 1 dé- 
duisons la valeur optimale du paramètre wo, ainsi que 1 et V2. Les 
paramètres d’itération 1, se calculent suivant les formules (8). 
Dans le cas particulier, où W, = Ne = N, li = Lo = 1, il vient 


Ô=-rsin sy, A=-, = -=sin.;., 
De 2Vn Pt Fan. 56) T Pt T h3 
STE Vn=2sinr Sr, Lo PRE 


Suivant le théorème 1, on aura dans le cas considéré pour le 
nombre d’itérations ñn > é où 


___ In (2/e) 2 
No (E) 2. V2/n 
c'est-à-dire que le nombre d'itérations est proportionnel à la racine 
d'indice quatre du nombre d’inconnues dans le problème. 
Au point 4, $ 3, ch. IX, on a obtenu pour la méthode de surrela- 


xation. appliquée à la résolution du problème de différences (27), 
l'estimation suivante du nombre d'itérations: 


n> no (8) Æ 0,64N In (1/e), (N = L/h). 


La comparaison de la méthode de relaxation avec la méthode 
triangulaire alternée fait ressortir l'avantage évident de cette der- 
nière. Bien que la mise en œuvre d’une itération dans la méthode 
triangulaire alternée exige un nombre deux fois plus grand d’opéra- 
tions arithmétiques que celle de la méthode de relaxation, cette 
méthode présente un avantage substantiel sous l'angle du nombre 
d’itérations ce qui garantit l'efficience générale de cette méthode. 

Donnons maintenant le nombre d’itérations que coûte la méthode 
triangulaire alternée avec les paramètres de Tchébychev, appliquée 
au problème de différences (27), en fonction du nombre de nœuds W 


suivant une direction du maillage carré © pour 8 = 10-4: 
N=32 n=16 
N =64 n = 25 
N = 128 n = 32 


La comparaison avec le nombre d'’itérations de la méthode de surre- 
Jaxation. effectuée au point 4. $ 2, ch. IX. montre que la méthode 


I in 2% 0 28 Nin+, 
Vs VN 
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de relaxation exige environ 3.5-7,5 fois plus d’itérations que la 
méthode triangulaire alternée. 


Remarque 1. Siau lieu d'un rectangle Gon prend un paral- 
lélépipède à p dimensions G — {0<zx.< Là, @œ — 1, 2, ..., p} 
sur lequel est donné le problème discret de Dirichlet pour l’équation 
de Poisson 


P 
Ay-. Ÿ yz ——w(xz). rEv, 


y(x)=8g(x), zEY, 


associée au maillage rectangulaire © — {ti = (il. iohe, . : .. inhp) € 
EG OL ii No hoNa = las & = 1, 2, ..., p}, alors les opéra- 
teurs de différences #, et #, se définiront ainsi: 
p ; D 
Au S bu, Au) us 260 
a=1 


a=1 


Dans ce cas dans les inégalités (5) on doit poser pour Z — EÆ 


= S sin Le . 
ô= Ÿ FE Sin CTP A= », FE” 
œ=—1 a=1 
car 
Le Le © P { L 3 
ÉPTREZCA ME DE ES 
(AR | 
si a 
< » = Jim <(Y 7= } (Au y)- 
a=1 “ai a=1 


En outre, au cas de Vi=N,=...=N,=N, L=l-... 
on à pour le nombre d’itérations l'estimation 


|! 
es 
S 
: 
es 
s 


N 2 =, 2 
n>no(e), M(Ee) & LA Ja FRA 0,28 V N In FE 


qui ne dépend pas du nombre de dimensions p. 
Passons à présent aux questions se rapportant à la mise en œuvre 
de la méthode triangulaire alternée pour le problème (27). Au point 1 


on a fourni deux algorithmes permettant de trouver y,,, pour le sché- 
ma itératif de la méthode une fais donné y,. Considérons d’abord Île 
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second algorithme. Pour Z =: E il acquiert l'aspect 


AYn — Î, _ 
(E + of) Wy ©: Tr  (E + woke) Wy == wy. (30) 


Yn+i = Ur — Th+3Wr. le —=:0: 1, Se 


Cet algorithme doit être utilisé quand les paramètres +, sont choisis 
non pas d’après les formules (8), mais au moyen des formules des 
méthodes itératives du type variationnel. 

En profitant de la définition des opérateurs À, À; et À; au moyen 
des opérateurs de différences À, .#1 et .7.. on peut récrire les for- 
mules (30) sous la forme suivante: 


ra DE (+) an D El GA, DEL D 


— lun Ge 0) un + De D) (81 

1SISNi 1 ASIN ls = 8 

wn (i, j) = œux (ë — 1. j) + Bus (i. ÿ — 1) + wrs (ë. j). 
i—1,2,..., N—1. j—1.2..., Na —1. (32) 
0, (0, =0, 1SiSN2—1, wii 0)--0. 1<Si< Ni —1. 
Le compte est dans ce cas mené à partir du point à = 1. j = 1. ou 


bien suivant les lignes du maillage w, c’est-à-dire avec l’accroisse- 
ment de à pour un j fixé ou suivant les colonnes avec l’accroisse- 
ment de j pour un à fixé 


un (E. j) = aux (£ +1, j) + Bu (. j + 1) + un (ë. j), 
iN—1,N —2,...,1, j—=Neo—1. Neo — 2, ...1, (33) 
WU (Ni, j) = 0 1j NI — T1 ww (, Ne) -- 0. 
1<Si< MN — 1. 

Ici le compte est mené à partir du point i: Ni —1,j- Ns —1, 
soit par lignes, soit par colonnes du maillage avec le décroissement 


de l’indice à ou j respectivement. Finalement. y, 41 s’abtient suivant 
les formules 


Yn+1 ( j) = Yn ( j) — Tarn (à. j), 


1SIiS Ni 1Sj<Ne— 1, (34) 
Yh+1 lv ne 
On a utilisé dans ce cas les notations suivantes : 
_ &oh? p — oh} 
OhfhE + @a (RER hihi + @0 (hf + h9 ? 
h?h£S (35) 


SET ENT EN DR 
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Comme a, b,x > 0et a + B + x -= 1, le compte suivant les formu- 
les (32) et (33) s'avère stable. Le calcul élémentaire des opérations 
arithmétiques pour l'algorithme (31)-(35) donne Q, = 10 (NW; —1) x 

X (Ve — 1) opérations d’addition et de soustraction et Q, = Q+ 
D ération de multiplication, en tout Q = 20 (NW: — 1) (Na — 1) 
opérations. 

Compte tenu de l’estimation trouvée auparavant pour le nombre 
d'itérations, on constate que pour le calcul de la solution du problé- 
me de différences (27) suivant l'algorithme (31)-(35) à la précision 8 
il faut dépenser. au cas de Mi = NW: = N,l = le = 1, 


Q (e) = 5,6N°V N In (2/e) 
opérations arithmétiques. 
Voyons maintenant le premier algorithme qui, dans le cas consi- 
déré. à la forme 
fn = (E + wofù) (E + wokte) Yn — Tn+1 (AYx — f), 
(E + @ok1) v = qn, (E + woRe)Yn+1 = v. 
Avec cet algorithme, si l’on passe à l'écriture discrète de ce dernier. 
il sera plus commode de recourir aux fonctions de mailles associées 
à © et s’annulant sur y. Ces fonctions coïncident avec Yn, L et Yy+a 


(36) 


sur w et, comme d'habitude. sont désignées par Yn. v et Vas Pour 
obtenir l’approximation à la solution du problème (27). on doit la 


définir ainsi: ÿyr (Z) == ÿr (x) pour z € w et yx (x) — £g (x), x E Y. 
Afin de réaliser dans (36) le passage à l’écriture aux différences 
(par points). il est nécessaire de déterminer l'opérateur de différen- 


ces .# correspondant au produit des opérateurs R:1R.. Notons qu’en 
vertu de Ja RE les opérateurs À, et À, s’écrivent de la sorte: 


1 | : die 
HAT F Ve 2<i<N,—1. 2RiENs— À, 
1 1 : £j 
| VTT Va i— 1, PC) ZN:—1, 
Riy - À 4 
1 1 
[ty 1GIGN-2, 1GIEN-2. 
1 1 ; : à 
| A 1, Ve i=N,—1, IS j<N2—2, 
Bay — " " 
Er ann 
1 2 


+) PEN, Jet 
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Les calculs montrent que si l'opérateur # est défini de la façon 
suivante : 


2 
— 1 1 
Ry= Y», Re Vi ie Van tUur) +0 7€. 
ai 
où 
{0 2<igNi-1, 2<j<Ni—1. 
1 . à 
| T° ci=14, 2<ji<No—1, 
be LE 2<i ZN,—1, j=1, 
1 | : 
(4 LE a 
alors R1Roy — — y. où y € H. y E H et y (x) — y (x) pour z € w. 


Utilisons la définition des opérateurs À, À, et R:, ainsi que 


l'expression obtenue pour R,R:. et écrivons l’algorithme (36) de la 
sorte 


Qu (. j) = ([duy1 — 9 (, j) wi Yu (ë, j) + au+: [y ( + 1. j) + 
+ y, ( — 1, CDI bnea La GS 3 4 1) + Ua Gi — 1) + 
+ 6 Agn ( —1, ÿ + 1) + y EE + 1, j — D + Tauf (D), (37) 


avec les notations 


A+ —= E Te (EH # 


R+1 


Bus =" —— (+ NAS +); 


Of 


c— AEhE a — 1—2 (a+: +bnss +6). , 


Ensuite, 
o (D) = av ( — 14, ÿ) + Bo (6, j — 1) + qu (E. j), 
i=1,2,..., Ni—1, j=1,2,..., N2 — 1, (338) 
v (0. j) = 0, : 1<j< Ne — 1, U (ë, 0) = 0,. 1<i< N —1, 
Ya +1 (ë, j) _— CITE (ë + 1, j) + BYn +1 (ë, j + 1) + La (ë, j). 

ii Ni —1. N;j —2....,1, D .….., 4, (39) 

Ynhly = 0, ee 

où a, B et x sont définis dans (35). Le calcul du nombre d'opérations 

arithmétiques donne @Q4 = 11N3Ne — 10 (N1 + Na) + 10 . addi- 


tions et soustractions et Q, — Q+ multiplications, en tout Q — 
= 22N;,N: — 20 {N1 + Ne) +20 "opérations. Œ@est environ 1,1 fois 


28—01162 
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plus grand que pour l'algorithme (31)-(34). L'avantage de l’algo- 
rithme (37)-(39) consiste ainsi dans le fait que dans le cas considéré 
il ne faut pas mémoriser l'information intermédiaire sur 4 (ë, j), 


uv (i, j), et Yrii (à. j), déterminé de nouveau, occupent. au fur et 
à mesure. la place prise par ÿr (i, j). 


Remarque 2 Au cas de p dimensions, l'opérateur .# 
prend la forme 


p ; p 1-p ; 
: D e 2 
y 23 h2 Jr x + PE hRERE Eh£ Vs, x F gy, 
œ F] B°& 
a=—1 a=1 Ba 


où 


£ ô; 1 0 ; , 
Gris... )= D TH ëi. = | | a 


e 1, i=)j. 


Remarque 3 A la méthode triangulaire alternée par blocs 
correspond la définition suivante des opérateurs de différences #1 
et Po: 


1 1 1 1 
AY= —5 Yrixs he Vxe° RU — TZ Vas Re Vrs 


Dans ce cas pour l’inversion de l'opérateur B il faut recourir à la 
méthode du balayage triponctuel. Les calculs deviennent alors plus 
laborieux pour chaque itération et ce travail n’est pas compensé par 
une faible diminution du nombre d'itérations (environ de 1.2 fois). 


$ 2. Problèmes aux limites discrets 
pour les équations elliptiques dans un rectangle 


1. Problème de Dirichlet pour équation à coefficients variables. 
Voyons maintenant comment s'applique la méthode triangulaire 
alternée à la recherche de la solution du problème discret de Dirichlet 
pour l'équation ne sans dérivées mixtes 


Ay= À (au (9% Ye = (x), 20, 


y(z)=g(z), zEY, 


dans un rectangle, où &6 = o U vestun maillage régulier rectangulai- 
re de pas h et de © = {zyy = (in, jhe), 0Li< Ni, 0LSj< Na, 
RNe = le, @ = 1, 2}. Posons que les coefficients a, (x) satisfont 
aux “conditions 


(1) 


0O<LoaLas (z)Lce, a = 1, 2. C2) 
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Exigeons de même pour un jfixé, 1< j< NV: — 1, que le nom- 
bre de nœuds du maillage w. dans Jesquels (@ix, = — O (hk;'), soit 
fini et ne dépende pas de 1. Cela signifie que le coefficient corres- 
pondant dans l'équation différentielle, pour chaque x, fixé. possède 
un nombre fini de points de discontinuité suivant la direction de Ti. 
Une exigence analogue doit concerner (a2),.. 
Le problème de différences (1) se réduit à l'équation opérato- 
rielle 
Au = j (3) 


de façon banale. H est ici l’espace des fonctions de mailles données 
sur w avec produit scalaire 


(u,v)= 2 u (av (x) hihe, 
Ay=—AY, yEH, YEH et y(x)=u(x) pour 260; 
f (æ) = qe) + 5e qu (2) + 9 (2), 


où 
di (Rs: To) 8 (0, x), Th, 
P1 (x) = 2h < rl — 2h, 
di (Li, Te) 8 (ls, To), Ti=li—h, 
d (Zi, ho) £ (Zi, 0), Ta = ho, 
P2 (x) — 2h32 T2 lo — 2h, 
A2 (Tir lo) & (Tir le), Ta = l—h2. 


En utilisant les formules discrètes de Green, on trouve que l'opéra- 
teur À est autoadjoint dans À et qu’on a l'égalité 


2 
(Ay, y)= —(Ay, y) = À (Gaÿ£ , 1e (4) 
(e POS | œ 
où 
la  lp—hp 
Gu,vh,= À D) u(z)v(z)hhs, B—3—a, a=1,2. 
Xa sh a *p= Eh 


Pour la résolution approchée de l'équation, considérons la méthode 
triangulaire alternée construite avec l'utilisation du régularisa- 
teur À £ À: 


BR + Ay,=f, k=0,1,...,wECH, 


Th+1 


B=(E+0R;)(E+wR), R=R', R=R+R, ©) 


28% 
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Le régularisateur À sera choisi de la façon suivante : 
Ry=— y, ARy=y- +y- , yEH, (6) 
X1X1 XaoXn 


tandis que les opérateurs R, et R, seront définis suivant les for- 
mules 


2 2 
R- 1 1 ” 
R,y = — Aa, Ray = __— > Re x," Pay = > Re Ya (7) 
a=1 ai 


Au point 4 du $ 1 on a montré que pour les opérateurs R, et R: défi- 
nis ici on a les inégalités 


GER, RiR:< (A/R. 


2 ha 
_s sin Te: À = Des 
&z=1 a=1 
Ensuite, profitons des formules de pu ans de Green, il vient 


(Ry, y)= —(2Y, y) = È (E., 1)a- (8) 


Par cent de (2), (4) et (8) Et les inégalités 4R< 4 < 
< caR, © > 0. Vu que l'opérateur R est autoadjoint et défini posi- 
tif dans H , à la méthode considérée s'applique le théorème 2 avec 
% = E, qui indique comment il faut choisir les paramètres d'ité- 
ration w et {t,}. Ce théorème fournit également l'estimation de 
l'erreur 

Zn D 9n 1120 In, D = 4, B ou ABTA. 
où 
RTE IVe, save. 0 
pr PITAEVE a1+Vn 4° 
Pour un n petit, on obtient” l'estimation du nombre d'itérations : 

D In (2/e n? 


1 


In = 


Il s'ensuit que le nombre d'itérations est RER à V'celcr et 
qu ‘il est rationnel d'utiliser la méthode (5), (7) quand ce rapport 
n'est pas trop grand. 


2. Méthode triangulaire alternée modifiée *). Poursuivons 
l'étude de la méthode triangulaire alternée appliquée au problème 
de différences (1) au cas où les coefficients a, (x) varient fortement 
c’est-à-dire que le rapport c./c, est grand. | 


: #) Voir A. BB. Foutenror et E. S. Nikolaïev (KBM et M®, 16, n° 5, 1976; 
17, n° 3,.4977). | 


$ 2] PROBLÈMES AUX LIMITES DISCRETS 437 


Voyons à présent pour l'équation (3) la variante modifiée de la 
méthode triangulaire alternée 


BE + Aus = f, k—0,1,..., 
B=(Z +ok;) T1 (3 +wkR)), R;=R,, R,+R;= A, (9) 


où l’on pose Zy — d (x)y, x € w. d (x) est ici une fonction de maille 
positive associée à w et qui sera définie utlérieurement. Dans ce cas 2 
est un opérateur autoadjoint et défini positif dans FH. La fonction 
de maille d (x) joue dans (9) le rôle de paramètre d’itération supplé- 
mentaire et permet ainsi de tenir compte des particularités de l'opé- 
rateur À en chaque nœud x du maillage ©. | 

Définissons maintenant les opérateurs R, de la façon suivante: 


R,y = — #y.yEHetyEH, où 
2 
_ LL \ aa Axa 
Riy = 3 (na Ve + uv), 
0 (10) 
NL’ si 
Ry=Ù (ut), 76e, 
a=1 


et af! (x) — a (x + lu, ze), af! (x) = a2 (rx, 2e + he). 
Montrons que les opérateurs À; et R: sont des opérateurs autoad- 


joints dans 77. Il suffit pour cela de montrer que l'égalité (Fay. v) — 


= (y, Fev), y € À, v € H est vérifiée. Il résulte des formules de 
différences de Green pour des fonctions, s’annulant sur y, et de la 
formule de la dérivation au sens des différences finies du produit des 
fonctions de mailles (yv),, = y*,, + yk,L que 


.m ® © es 1 _ © o | 0 o 
(Fig, v)= — > Fr (Goÿs sv) À 5e (Gex Us v)= 
a=1 G==1 


= 1 [.) (.] | 0 o 
= > [5 (y, (aav)x,) = he (dax Y v) | — 
a=1 


- L % , 550 | o 0 o o 
= S [ai +, aux) | = Pad). 


(4 3 | 


La proposition est démontrée. 
| Comme R1 + R: — À, suivant le théorème 1 l'information à prio- 
ri pour la méthode triangulaire alternée (9) est de la forme des 
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constantes Ô et À des inégalités 
Ô7<A, RiT REA, 6>0. (11) 


Vu que le rapport n — 6/A définit le nombre d'itérations, la fonc- 
tion de maille d (x) doit être choisie sur la base de la condition du 
maximum de ce rapport. 

Passons à présent au choix de la fonction d (x) et aux estimations 
de Ô et A. Démontrons d’abord une inégalité. 


Lemme 2. Soient p, (x), ga (x), ua (x) et v, (x), &œ = 1, 2, 


les fonctions de mailles données sur w. À lors pour tout x € w on a l'iné- 
galité 


[> (Palla + dava) | < 
a=1 
2 lg) 
<(+e)(pil+ lg) (1pitui+ ut) + 


+ (pelle) (lpelui+ Leur), (412) 


où & (x), X1 (x) et x: (x) sont des fonctions de mailles positives quelcon- 
ques associées à «. 


En effet, en utilisant e et l'inégalité 2ab< ea° + b°/e. e > 0, 
il vient 


2 
[ > (Paola + ave) | = 
a—1 


= (pau + qui)? + 2 (Pas + qaUs) (Pau + QaU2) + (Polo + Gao) K 
(1 + E) (Pas + qui)? + a ns (Palo + qa2)*. (13) 


€ 


En recourant de nouveau à l'inégalité mentionnée, on obtient 
(Pala + al a)? = Pau + 2PadataVa + Ga 
2 yr2 2 1 e CC 
< Paua + | Pa || Ja | (xauë + ——và) + Galè = 
= (| Pa | + %a | Ga N (| pa lui + Mel và.) » Xa>0, =, 2. 


En portant l'inégalité obtenue dans (13), on aboutira à (12). Le 
lemme est démontre. 
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Profitons de l'inégalité (12), ainsi que de la définition des 
opérateurs À; et R», et l’on trouve que 


(R;,2TR;y, y) = (E" Ra R2ÿ) = 
+1 a 
= (74 ° ax 012 
(4 ha Ur + . Ÿ , 1)< 


a—1 
1 0,5k1las,] ©, 
<( LE (ai +0, SUTCTE LES D) (a; DEA + SAT y°), 1) + 


TUE 
+ Ce (a; +0,5hk2%2| a2x, |) Ce = “el y L 2), 1). 
Notons que dans (12) à la pince de Da, ga u, et v, se trouvent 
Pa= +, 9 a =0 Vaxe ET a = Fe d. a—=1, 2. Exigeons 
que dans l'inégalité fe #4 ne soit une fonction que de zx, 
tandis que %, le soit uniquement de zx,, autrement dit posons 


ka — Xa (Zp): = J—a a= 1,2. (14) 
Posons 
et définissons d(xz) de la façon suivante : 
2 
d(2)= Ÿ, (a +0,5kaxa | aux, |) 4e; (16) 
GQæmi 
où 8, — 04 (xp). B = 3 — &, à — 1, 2 sont des fonctions de mail- 


les positives associées à w et qui doivent être définies. 


En portant (15) et (16) dans l'inégalité obtenue auparavant, il 
vient 


9 


a ati | a | ., 
(RL Ray, n<x ( +3 (is 72 1). 
[e EE 


Vu que 8, ne dépend pas de x,, en ur le produit scalaire (,), 
introduit avant, on aboutit à ce que 


(Hi t)< (Hs 1), e=t,2 


Par conséquent, 


2 
RER NES (Eu. 1), +5 (Les ÿe y2,1). (17) 
az1 
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Choisissons maintenant 6, et x,. Posons 
= {= ik, 1LiSN—1, hi = L} 
oi= {mn = il, 1<i<N:, hkYN; = b} 
et déterminons 
mue À upon 
160, 
uv += Ÿ u(z)v(z)hi. 


X,Ew, 


De façon analogue sont introduits w: et w3 ainsi que (u, vhs. et (u. L) +. 
On voit alors sans peine qu’on a des relations 


(u, v)=((u, v)u,, 1e = (4, Vos Du: 


(u, v), = ((u, 7) RT Los B—3— a; a—1. 2. 


(18) 


Soit à présent b,(zg) = max w®(x), a = 1, 2, xg E wg, où v® (x) pour 
Xa%@ 

un’ Zzg fixé est la solution du problème aux limites triponctuel 

suivant : 

ag! 


(Gate x, = RE Ro<LTa la —has 


(9 2 
va(r)—0, z,=0,1, 2 Ew8. (19) 


Alors, en vertu du lemme 13 (point 4, $ 2, ch. V) on obtient 
ati o o . 
( he y? 1e Sbe (zg) (Gays » Lo a = 1, 2. 


Muitiplions cette inégalité par 0, (x#) et sommons scalairement 
en w$. Alors, en vertu de (18), on a_' 


6 +1 ( o | 
(EU, 1) <(baas@aut , les 21,2. (20) 
œ Xœ 


Soit Cat) = max w®%(x), a = 1,2, 18 Eu, où w(zx) pour un z 
xa€ _ : 
fixé est la solution du problème aux limites triponctuel suivant : 


| Vaux | 
(aaw> xx = TR, ha Ta la — hs 
a @ Le > 


9 
WS(r)=0, zx, —=0,1,, xs Eos. (1) 
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De façon analogue à ce qu’on a obtenu les inégalités (20). on abou- 
tit, en vertu de (14), aux inégalités suivantes: 


Xa0o la | à 5 | 
(5 - y, 1) <(Ka0aCataye “Les &=:f, 2; (22) 
œ 
lacx | o. | 
Grasse 1)< (cat 1), 12 (3 


Additionnons maintenant les inégalités (20) et (22) et sommons-les 
en &. Alors, en vertu de (16), il vient 


(dy, 1)=(Zy, y) <((toco + ba) Vataye » 1)a- 
&e 
En choisissant 8, au moyen de la formule 
1 
(= pire mpraen, PESTE EL 
et compte tenu de (4), on en tire Rs ou y) (Ay, y). Par consé- 
quent, on peut poser dans (11) 
Apprécions maintenant À. À cette a portons (23) dans (17) et 


tenons compte du choix de 8, suivant la formule (24). On obtient 
finalement l'estimation suivante: 


© 


(24) 


2 
(R,D'iRAy, n< > ((1+ co/Xx) (ba + Caka) Gaÿ= » 1)a- 


Choisissons maintenant %x, optimal sur la base de la condition 
du minimum de l'expression (1 +c,/xe) (ba + CoXa) en %4. On ob- 
tient x, (xs) = V be (xs), B—3—a, &œ—1, 2 avec 


CRT Ray, y) À ((ca+ VB) aau£ » 1). 
= ad ° 


En comparant cette estimation à (4), on obtient que dans les inéga- 
lités (11) on peut poser 

A = .. max (6e (zs)+ V'be(zs)}), B=3—a (25) 
En portant dans (16) ns expressions trouvées pour x, et 6,. on ob- 
tient pour la fonction d (x) la représentation de la forme 


o 
— 


a} laux, | 1 94: 
Lou Ge Ve +) TE ASE (26) 


Bref,ona Fu d (x) et les constantes 6 et A. Il ne reste qu'à appli- 
quer le théorème 1: Etant donné que ô — 1, wo = 2/V A. et pour le 
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aombre d'’itérations se vérifie l'estimation 


ÿ À In (2/e) 

2V2 
Ensuite, en vertu des conditions (2). on obtient à partir de (19) et (21) 
b, = O (1/h£) et ce, = O (1/h,), si le nombre de points auxquels 
a, x, — O (ka) est fini. Il en résulte que ro (8) = O (V N In(2/e)). 

Arrétons-nous à présent sur la mise en œuvre de la variante cons- 
truite de la méthode triangulaire alternée (9). D'abord pour un z4 
fixé. Lg rs ls — hg on résout par la méthode du balayage les 
problèmes aux limites triponctuels (19) et (21) et on trouve les va- 
leurs de b, (xs) et ca (xp), & — 1, 2. Ces quatre fonctions de mailles 
unidimensionnelles sont mémorisées et utilisées au cours des itéra- 
tions pour le calcul de d (x) suivant la formule (26). La simplicité 
de la formule (26) permet de ne pas retenir la fonction de maille bidi- 
mensionnelle d (x) et de la calculer de nouveau au fur et à mesure 
des besoins. 

Ensuite, suivant la formule (25) on cherche A et l’on pose Ô = 1. 
Les valeurs des paramètres d'’itération w et Tt, seront déterminées 
pour le schéma (9) sur la base du théorème 1. 

Pour la recherche de y,+1 sur la base de y, fixé, on recourt au 
premier des algorithmes décrits au point 1, $ 1 pour la méthode 
triangulaire alternée 


(Z+ooRi)v= pr (2 + Go) Yn+s = Zv, 
Pr =(Z + oh) LIT + @oR2) Yr — Tns1 (Ayn -— f). 


Sans traîner sur les détails, donnons la forme discrète de l’algo- 
rithme (27): 


vi j) = ( jo (i— 1, ÿ) + BG. Do ÿ — 1) + 
+4 (i, j)pu (, j), 
i-1.2 .., Ni—14, j—=1,2,..., Ne—1, (28) 
v(O0,nN=0 1Si<N—1, vi, 0)=0, 1<i<N, —1. 


n>no(e), "M(E) = 


(27) 


Yuan (à j) = Ge (i. j) Ya (à + 1, j) + Be (à, Jai (à j + 1) + 
+ x (i, j) d'(i, j) v (i, j), = NN; =41,::.: 1,j=N:2—1,...,1, 


(29) 
où 
Woa1X | @pdox __ paf lx Woas 1x 
Xi — 2 9 B — h2 ? Œo — hE Be — 2 9 
Î $ Î 2 


4 +1 +1 
= +0 | + rs |. 
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Le second membre , (i, j) se calcule suivant les formules 
mm) =lP(i—-1,)+Q(i,j—1)+S (, jy (, jÿ) + 
+ Ra (, jyr ( + 1, )) + Ra (ë — 1, j) Ya ( — 1, jÿ) + 
+ Re (à, jÿn (si + 1) + Re ( ÿ — 1) Un (ë, j — 1) + 
LGG—1,jni—-1i++G(Gi— Du G+1,i—1)+ 
+ Th +1/ (i, j), 
1LiL<N—1, 1<j<N:—1, (30) 


1 
wÿatla?! = | _ } a … 
G = hth£d , Ry= Th+! dx h2 , &Œ — 1, 2: 


1% —xd)|, p= #4 — 08 (31) 
S = | © 2Th+1 (1 Fu 9 hid ? Q 


Oo kid à 
avec P (0. j) = 0, 1< LN3—1,Q(i,0)=0, 1<i<N; — 1. 
Remarquons qu’en à . (25) et (26) les estimations 
2 
— À lacs. | 
A 1 _ ax 
+VRs Viet, d'>%0 2 Te 
Œ 


se vérifient. De là on obtient 


9 


2 2 

4 l+a lacx_| aïl+a 
—-=d+ Lo D EE >o Ÿ ( œ +) = 
a=1 a=1 


ou 
max (@&1, @e) + max (Br, B2) 1 


Il s'ensuit que oi + B1 < 1 et &œe + B2< 1. Le calcul suivant les 
formules (28), (30) est donc stable. 


3. Comparaison entre les différentes variantes de la méthode. 
Plus haut, en résolvant le problème (1), on a construit deux varian- 
tes de la méthode triangulaire alternée. La variante (5), (7) est bâtie 
sur la base du régularisateur À, tandis que la variante (9), (10) utilise 
l'opérateur Z choisi de façon spéciale. Ces variantes possèdent la 
même caractéristique asymptotique établissant la dépendance du 
nombre d’itérations de celui des nœuds du maillage. Cependant 
l'estimation du nombre d'itérations de la première variante est 
fonction des caractéristiques extrémales des coefficients a, (x), 
a — 1.2, de l'équation aux différences (1), tandis que pour la secon- 
de variante elle est déterminée par leurs caractéristiques intégrales. 
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Comparons ces variantes de la méthode sur l’exemple modèle 
traditionnel. Soit donnée sur un maillage carré avec N, = N: = N, 
introduit dans un carré unitaire (l, = l+ — 1). l'équation aux diffé- 
rences (1) dans laquelle 


ai (x) = 4 + cz — 0,5) + (te — 0,5)*], 
de (x) = 1 + c10,5 — (x1 — 0,5)? — (ze — 0,5Ÿ], x € ©. 
On a alors dans les inégalités (2) c1 = 1, c—1 + 0O.5c. En 
faisant varier le paramètre c, on obtiendra les coefficients a, (x) 
aux propriétés extrémales différentes. 


Tableau 10 


N = 32 N = 64 N = 128$ 


(5), (7) | (9), (40) | (5), (7) | (9), (10) (5), (7) (9), (10) 


32 


On a donné au tableau 10 le nombre d’itérations pour les variantes 
mentionnées en fonction du nombre de nœuds N suivant une direc- 
tion et en fonction du rapport ce/c, pour g — 10-*. On voit que pour 
des grandes valeurs de c:/c1 la méthode triangulaire alternée modifiée 
exige moins d'itérations, le nombre d'itérations dépendant faible- 
ment de ce rapport. 


4. Troisième problème aux limites. Etudions la méthode trian- 
gulaire alternée de résolution du troisième problème aux limites pour 


l'équation elliptique dans un rectangle G — {0<zr,<l,.a— 1,2}: 


s Ô ) 
ù en (he) 7)= (x), 266. 
Qu L 
Rage Ha ()u—g-a(z) Ze =0, (31) 
Ô 
— ka Es = K+a (TX) U—L+a (TZ), Ze = la 


Sur un maillage carré © = {z;; = (il, jh) € G, 0OLi<Ns» 
OK j<Ne hNe = le, & = 1,2} au problème (31) correspond le 
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problème de différences 
Ay= —f(xz). zxEw, 
(32) 
2 2 
A=A,;+A. fa) =) + (x) + = a (x), 
où l 


2 
Fe (GS Vs — -aÿ): Ta = 0, 


\ouy — (aayx ) x ka < Ta < la —h. 


2 
Re (= dal — K+aY)s Ta = las 


&-a (Za)» Ta = 0, 
Ya (Z) = 4 0, ha <Ta la —ho: 
E+a (Ta); Ta = la 
Admettons que les coefficients a, (x) remplissent les conditions (2) 
et possèdent un nombre fini de points dans lesquels a... = © (ko). 
Admettons également que x... (xs) et x:, (xs) ne s’annulent pas 
simultanément pour chaque xs fixé (x, > 6. XHia>Z0, %X-a + 
4- K+a > 0). 
Il est commode, au préalable, de réduire le problème de différen- 


ces (32) au problème de Dirichlet dans un domaine étendu ©* — 
= {zi; = (un, jhe), ALIi<N +1, —-1<j<N: +1}, pour 
lequel le maillage wo est interne. Désignons par y* la frontière du 
maillage w* et complétons la définition de la fonction de maille 
y (x) d’un élément nul sur y*. Avec les notations 

_ p (ts) Rata (zs), Za =0, 

da (x) = P (ze) da(z), Ra Ta los 

P (8) Rak+a (xs); To — La + Ra 0<Kz< lg, 


f(a)=p(z)p()f(x), 7€, 
0,5, = 0, ip, 
(= | no 
1, hs <z<lB—hs, 
B—3—a, a—1,2, 
le problème (32) peut être écrit de la sorte 
2 ° 
Ay = > (acy= dre = — f(x), AUX 
| ami _ a. _ (33) 
y(x)=0, z2E€y*. 
Rappelons que pour le problème de différences de la forme (33) on 
a bâti au point 2 la méthode triangulaire alternée modifiée (9)-(10). 
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Par conséquent, dans les formules du point 2 il ne faut que substituer 
ax (x) à a, (x) pour obtenir la méthode de résolution du troisième 
problème aux limites pour l'équation elliptique dans un rectangle. 


Dans le cas considéré, le problème aux limites triponctuel (19) 
s'écrit sous la forme 


D a+i 

(aav= x, = 7 0Lz, Lle: 
z à (34) 

va(z)=0, zx = —h, lo tho:. 


En utilisant les notations introduites plus haut pour a,, on constate 
que (34) peut se mettre sous la forme 


+1 
a 
a 
(fete }°e = RE Rata la —hos 
œ œ 
ati 
HIDE — x QUE = — + Ze =0 (35) 
ae Xa a ha ? æm__" 


Ta 
En vertu des hypothèses faites relativement à a, (x), x_. et x:,, le 
problème de différences a une solution. De plus, 


ba(zs)= , max, v®(z)=0 (5), 0<z< 


2 
a ="@ ko 


De façon analogue, le problème (21), qui dans le cas concerné 
a pour expression 


_ Jaax_ | 
Œ TS a 
CAE 2 2ha , 0K ra < la: 


w® (x) =0, Lo = —hy, la +has 


en raison des notations, se réduit au troisième problème aux 
limites 


(a u& ) lrasgl h.<zx., <l.—h 
av. run 9 aa "a (e 4 


rrvr. 2h 
œ 
Xœ 


Ja 1— hox-o | 


CRUE — Ka = — a : Z 0. (36) 
— ALU — #4QUu8 = — Ja hoksal LL; 


2h k 
Xa œ 
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De là on obtient 
Î 
Ca (T8) = ee w® (zx) = 0 (=) x 
et, par conséquent, 
— | 
A=â max {max (ca (z)+ Vbe (7) =0 (Tr). 
B 


a=1,2 0Kxg< 
Donc, dans le cas de la méthode triangulaire alternée modifiée appli- 
quée à la résolution du troisième problème aux limites (32) le nom- 
bre d’itérations dépend de celui des nœuds de la même façon que. 
dans le cas du premier problème aux limites. 

Le procédé, décrit plus haut, de réduction au problème de Diri- 
chlet peut, apparemment, être aussi utilisé pour le cas quand à cha- 
que côté du rectangle est imposée une des conditions aux limites, de- 
première, de seconde ou de troisième espèce. 


95. Le problème discret de Dirichlet pour équation à dérivées mix- 
tes. Supposons que dans le rectangle G = {0 < x, <<, a = 1, 2} 


à frontière |", il s’agit de trouver la solution du problème de Dirichlet. 
pour l’équation elliptique à dérivées mixtes 


2 
2 ou 
Lu= DE (ks(D)= ph) 766, 
” À, Ôta 8 (2) GET | P (x) z € (37). 


u(z)=g(x), zEl, kop(z) = kga (2): 
Veillons à ce que soient remplies les conditions 
ka (D2c>0, ki, (x) Kpkis (x) kr (x), x EG. 
Notons que les conditions (38) garantissent l’ellipticité régulière de. 


l'équation (37). En effet, examinons pour un zx fixé appartenant à G 
le problème aux valeurs propres pour un faisceau de matrices 


kiy Kyo ki 0 


Kiz Ko Ok 
Pour À on a une équation quadratique (1— À)? k4 oo — k°, = 0. 
De là il vient 

12] Sp, 1—pEA<1+p. 

| | Vas P PS = + P 
Par conséquent, on a l'inégalité 


= (. 


2 2 2 
4 Dh (DES D, has(r) Elec À Ra (2)E. (89) 


= 


=1—p, C2=1+0, 
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où Ë — (E1, Ëe) est un vecteur quelconque. De là, en vertu de la con- 
dition k,, (1)>c> 0, il s'ensuit l’ellipticité régulière de l’opé- 
rateur L. : A 
Sur un maillage rectangulaire w© = {x;; = (üu, jhe) EG, 0< 
Li Ni, OL Ne, RON = les & = 1, 2} faisons correspondre 
au problème GT), (38) le problème discret de Dirichlet 
2 
Ay=z D ((Kapÿz x, T'as. )z]= —®(x), zEo, 
a, P=1 


y(z)=g(x), z€7Ÿ. 
Dans l’espace H des fonctions de mailles données sur «w avec 
produit scalaire 


(40) 


(u, v) = 2 u (z)u(z)hih 


définissons l'opérateur À de la façon suivante : Ay = — Ay, 


yCH et y(z)=y(x) pour æEo, y (zx) —0 pour rE£EY, de même 
que l'opérateur R: Ry= — y, où 
2 
kaa + 
AY = 2 (Gaÿz ur TEO, da(z)= = 
= 
Dans ce cas le problème (40) peut être écrit sous la forme de l’équa- 
tion (3), f (x) ne diffère de œ (x) que dans les nœuds frontières. 
mme #,$ 8 (2) — ko (x), les opérateurs À et R sont autoadjoints. 
Montrons qu'on a les inégalités 
GR A C2R, = À — p, Ce = À + p, (41) 


où p est défini dans (38). De fait, des formules discrètes de Green il 
vient 
© : s | o -. © 
(4y, y)= —(Ay, y)= 2 7 (Hanÿz,» Yz de HolfapUzg Vxs)l. 
&, Dbz ‘ l 

où le produit scalaire (u, v) est défini ‘au point 1, $ 2, tandis que 

Le-ha th 

a (u, v)= à. 2 Qi. 3—@; a—1,2. 

Te =0 xg=h 
Notons que si l’une . fonctions u(r) ou v(x) s’annule pour 
z8—=0 (ou pour zs= lg), on obtient alors 

 ds=ha ds=he 
au, v)=[u, v) — 2 2 u(z) v (x) kiho, 
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ls ls 
u,vh =, v]= À À u(z)v(r) hi, a=1, 2. 


x ha eh 
Alors immédiatement on a 
2 


(Ay, n= D + LORTES » Us + kopUsgs Uxe)}e (42) 


œ, Bi 


Ensuite, vu que #y peut être écrit sous la forme 


2 
AY = _ > (faux x ne (RaaUxe)s } 


a=1 
on a 
- | e ° 
(Ry, y)= —(Ay, y)= pà 7 U(Koaÿz Ye Ja + a(KaaUx, yx .)} — 
a=1 


_ÿ 7 (aaÿ? 1]+lkoau2 . 1)}. (43) 


a=1 


De (42), (43) et des inégalités (39), on obtient 


Ci (2 kaaÿ? , 1] <(,2,# TER pe tie (S eau? , 1] 


[e 2 , Xe 
et de façon analogue 


9 


2 ° 2 CE = ® 
cil > koaU? Ù 1)! > UTUPR EE 1) < C2 [ES kaay= , 1) Ù 
a=i œ a, ,pB=1 a—1 œ 


et, par conséquent. les estimations (41) sont démontrées. 
On peut donc utiliser l’opérateur À, défini plus haut, en qualité 
de régulateur dans la méthode triangulaire alternée 


BE + A =f, k=0, 1, 


B=(D+oR,) 97 1(S +wR:) R,= R1, RLR=R 


où les opérateurs R1, R: et % sont définis au point 2, $ 2. On y a éga- 
lement obtenu les constantes 6 et A des inégalités ÔZ<R, R,Z71R;,< 


<+ R, ô>0. Avec l'application du théorème 2 on achève la cons- 


truction de la méthode triangulaire alternée pour le problème de 
différences (40). 


29—-01162 
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$ 3. Méthode triangulaire alternée de 
résolution des équations elliptiques 
dans un domaine arbitraire 
1. Position du problème de différences. Construisons la méthode 
triangulaire alternée modifiée pour la résolution du problème de 


Dirichlet dans un domaine borné arbitraire G à frontière l au cas 
d’une équation elliptique à coefficients variables 


0 
LÀ 


D (rat )= pt). 266. . 
= 1 


u(z)=g(x), rEF, A (x) 2e >0, a=1, 2. 


Posons que la frontivre [est suffisamment lisse. En outre. pour sim- 
plifier l'exposé, admettons que l'intersection du domaine avec la 
droite passant par tout point x € G parallèlement à l’axe des coordon- 
nées Ox,, «a = 1, 2, constitue un seul intervalle. 

Construisons dans le domaine G un maillage irrégulier w de la 
façon suivante. Traçons une famille de droites x, = xzy (ia); ia = 
= 0, +1, +2,..., ax = 1, 2. Dans ce cas les points x; = (x (ü), 
Ze (is)). à = (ù, ie) forment dans le plan un maillage principal. 
Appelons le point x; du maillage appartenant à G nœud intérieur 
du maillage w. Désignons comme d'habitude l’ensemble de tous les 
nœuds intérieurs par . 

L'intersection de toute droite tracée par le point x; € w parallè- 
lement à l'axe Or, avec le domaine G constitue l'intervalle À, (x:;). 
Les extrémités de cet intervalle seront appelées nœuds frontières en 
direction de x,. Notons l'ensemble de tous les nœuds frentières sui- 
vant Za Par Vo La frontière du u maillage & est y = ÿy1U 2. de sorte 
que w — {| y. Le malliage w est ainsi construit. 

Introduisons une série de notations. Désignons par w, (rs). B — 
—= 3 — a, a —= 1, 2 l'ensemble des nœuds du maillage w se dispo- 
sant sur l'intervalle AÀ,; wS (xs) l'ensemble comprenant w, (xs) et 
l'extrémité droite À, de l'intervalle; w, (r8) est composé de w, (xs) 
et des extrémités de l'intervalle AÀ,. 

Désignons par z'** et 2770 les nœuds voisins de x € wa (xs) 
à droite et à gauche et appartenant à w, (ze). Notons que si, par 
exemple, z'*lx) € y,, ce nœud peut ne pas se confondre avec le 
nœud du maillage principal. 

Définissons h£ (x) = r'*® __ x, ha (2) =1— x "®, x CE o, 
rio € &o- Définissons également dans tous les nœuds intérieurs 
du maillage w les pas moyens À, (x) = 0,5 (xs (ia + 1) — za (ia — 
1)) comme la distance séparant les droites correspondantes du mail- 
lage principal. 
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Mettons en correspondance le problème (1) associé au maïilla- 
ge w et le problème de différences 


2 
Ay= À (aus )3,= — (x). z€o, 
SES (2) 
y(x)=g(). z€v. 


e Ld LL e 


; 1 (+10) 
(aazx,)2, pe (attyx —aayx.), ati =aa(z" <), 


Ux, = H (y (a % a) — y (x), Fa 7e (y (2) —y (a lo). 


Les coefficients a, (x) et q (x) sont choisis de façon que le schéma (2) 
sur le maillage régulier possède le second ordre local d’approxima- 
tion. 


Introduisons maintenant l’espace H des fonctions de mailles 
associées à w avec produit scalaire (u, v) = D, u(x)v(x) fa (t1)fio (x). 
xEo 


L'opérateur À sera défini comme habituellement: Ay = — Ay, 


y CH et y(x) — y (x) pour x € w. y (x) — 0 pour x E y. Alors le 
problème de différences (2) s’écrira sous la forme de l’équation 


Au = f, (3) 
où f (x) ne diffère de œ (x) que dans les nœuds frontières. 


2. Construction de la méthode triangulaire alternée. Etudions 
pour l'équation (3) la méthode triangulaire alternée modifiée 


bee + Ayz = f, k=0, 1, 9 


4 
B=(S+oR,) Z1(S +wR;:), R,= Ri, R,+R,= A. } 


Définissons les opérateurs R1, R: et Z. Comme dans le cas du rectan- 
gle, choisissons le plus simple des opérateurs Z: 


Zy=<d(z)y, dr) >0 pour x € w, (5} 
et posons R,y = — #,y, yEH et y(x) = y(x), x E w, où 
2 +1 
la 1 aa a | 
nue S (éimtate (4) v1. 
(6) 


2 ” +1 
=> [utas (é-#)v] 
&= 


Vu que 1 + #2 — À, on aboutit à ce que R1 + Re = À. 
Montrons que les opérateurs R; et R: sont autoadjoints. Introdui- 
sons d’abord les notations qu'on utilisera par la suite. Définissons 


29e 
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les sommes suivantes: 
(u, vo, my= 2  u(r)v(x) ha (zo); 


XaEVo (x) 


@ uep= À  u(r)v(ahi(), 
(u, va = ((U, V)of (xp) » Lo, (xo) — > Y u(zv(rha(x) kg (x8); 


B—3—x, a—1,2. 


En utilisant les notations introduites, on peut écrire le produit 
scalaire dans À de la façon suivante : 


(u, v)={((u, vhu, (x: Lo, (1) = (Us Vu, (x) os (xa)- (7) 


Démontrons d'abord une proposition auxiliaire. Soient y; et v, 
des fonctions de mailles données pour 0< i< N avec yo = yx = 0 
et vo = vx = 0. Soit u; une fonction de maille donnée pour 1< 
æi< N. On a alors l'égalité 


N—1 N-1 N—1 
2 (Ui+s —Wi) Yi = — 2 (Di+a — Vi) Uisati — à (Yi + Yi) Uivs. 
(8) 
On a en effet : 
N-1 
2 [is — Wi) Yivi + (Uies — Vi) Missy + (Yi — Yi-i)uivil = 


N=-1 
un 2 (itaVitaUi — UiviY is) = UNUNYN A — Ualiÿo — 0. 
i= 


La proposition (8) est démontrée. En utilisant (8), on montre faci- 


lement que pour les fonctions y (x) et v (x) données sur © et s’annu- 
lant sur y on a l'égalité 


° ° o h? o h= o ° 
_… œ +1 (03 
(Ux y; Vu, = ou (y, ar bre — (= UYx es 7e (9) 
On a utilisé ici les notations 
+1 (+10) Fe _u 
U A — — ZT œ : NE — Eu or 
DOS RG) 


En portant dans (9) l’expression u (x) —a, (x)/hs (x) et compte tenu 
de l'égalité kg (z{Tia))—hg (zx), il vient 


+1 +1 
1 aa la , >) … e do ° la © ° 
(— h£ Es I LED do (y la x ar sv) : 


$ 3 MÊTHODE TRIANGULAIRE ALTERNÉE DE RESOLUTION 453 


En multipliant cette relation par 4 (xs). en sommant en w& et en 
tenant compte de (7), on obtient 


o o +1 © o +1 Le) o 
(hi 5) (s) + (E(É AE) 55). 00 


Démontrons à présent que les opérateurs R, et R: sont autocon- 
jugués. De (6) et (10), il vient 


(Riy, v) = —(Aiy DE 


. o 1 Le) +1 [) ° 
=D [fr .)+ (se (GE) v 5)]= 


= —(y, Rav)=(y, R). 


La proposition est démontrée. D'ailleurs de là s'ensuit la conclusion 
que l'opérateur À est autoadjoint. 

Ï1 ne reste qu'à construire la fonction d (x) déterminant l’opéra- 
teur Z, à rechercher les constantes Ô et À des inégalités 


62 A, RIRE LA, 0> 0 (11) 


et à se servir du théorème 1. Tout cela. on le réalisera comme au 
point 2, $ 2, où on a étudié le problème de Dirichlet pour l’équation 
elliptique dans un rectangle sur un maillage régulier. 

Notons d’abord qu’en vertu des formules de différences de Green 
on a l'égalité 


2 e e 
(Ay, y) 2 (aaye 1), Y(x)=0, zEY. 
Ensuite, de (5) et (6) on trouve 
(RS Ray, y) = (LA, Ra) = — 


= (> 35 = Ye + (E-æ)u] 1). 


Utilisons à présent le Le 2 en posant 


+1 +1 
a, h 
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Finalement, on obtient l'inégalité 


1 F h? ‘1 
(R,Z'1Ry, n<(SR [si LUS a — }x 
[un 1 _Jaeft _al°, 
lent] 1)+ 


EEE | a: +1 HE. ai __ Ge ] 
+ | dens Le T2 ls ns |1* 
/ 1 ail a A 
+1,,2 2 2 2 
x [ ai Va To | hs hs |V }}1. 
Posons ici 
1 Qe 
+1 + es 
e=e(r) =  —— 2 tan 0 
_ att+05mnt [2161 | Ash 6: 
1 1 TE kR£ 


et déterminons d(x) de la façon suivante: 


2 
Xah? 
d(x)= Ÿ (as —5— 


at 


ati 6 
<< +, TE. 
ta 1œ 


lol d 


On suppose ici que x. —=%x4(18) >0, 8 —04 (1) >0, B—3—a, 
= 1, 2. Finalement. on obtient l'inégalité 


(R;,Z"1R.y, y)< 


9 
: aflh* o 5 af 
\ ( &œ'& ,» | V ( CR , \ 
< 24 \Baña Vsar 1) + 2 \Zhobare | Ka y”, 1). 
a= = 


Etant donné que 8, ne dépend pas de zx,, il s'ensuit que 


ag he o 1 1e 1 ° 
(<- 7 VE 1h =% > hay, Gr > Aahayr 
xa€%a x EVE 
Par conséquent, 
#1 h+ ° 
Ce 1) (Es 1), 
et on a donc finalement 
(RZ Ray, y) < 


2 + 
< > ( 0% x. 1 ) ca — 2ha00%a he h= y : 1 > 
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Les calculs subséquents sont des analogues des transformations 
et estimations obtenues au point 2 du $ 2. Donnons le résultat 
final: dans les inégalités (11) 


ô—1, A— 4 max, qu (Ca (Z8) + V be (z8))?), B—3— a, 
2 xp£ûg 
où 


XatVo 


bd, (xp) = max ve (zx), © (xp) = max w® (x), z8 Ew8g ; 
x EU 


Xat0o 


la fonction v®(z) est la solution du problème aux limites tri- 
ponctuel 
œ a 
(aavs )z = Pak » La ELy (xs), jé 
ve(r)=0, Ze E Va: 
tandis que la fonction w%(x) est la solution du problème 
œ 1 ag aa 

(GS 7 2e CRE » Fa C@e Ge). 


13 
Wa(z)—=0, Ze EYa: (3) 
La fonction d(r) se calcule dans ce cas suivant la formule 


d(x)= $ = 


a Ga 
Ua re  Malhe  f 


œ 


| —— ; z Co. 
Ca + V ba 


Les paramètres d'ilérations w et {t,} se calculent suivant les 
formules du théorème 1. Pour obtenir y,:,, on peut se servir 
de l'algorithme 


(v (zx) = (rx) ut ID +, (x) wi Lx(z)qu(x), x Ew, 
v(r)—0, x EY, 
Unes (x) = @(x) yttin) + B2 (x) yt+ 12) +x(x)d(x)v(x), xz€o 


Yr+1(t)=0, xEY. 
où 


_ B, — WyleX nn — Woai x 
Rakhs M1 fhz © 


RC 

2 han * "2 Rshÿ ? 

1 RE 

Re d+r DRE), où (= Buts (Aus —f) 
a=1 
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ÏI1 faut remarquer que dans des cas analogues, quand le calcul de 
la valeur de By, est très laborieux et il n’est pas possible de limiter 
le volume de l'information intermédiaire mémorisée, il est rationnel 
d'utiliser le second algorithme décrit au point 1, $ 1. 


3. Problème de Dirichlet pour l’équation de Poisson dans un 
domaine quelconque. En guise d'exemple, voyons comment la 
méthode construite s'applique au problème de Dirichlet pour l’équa- 
tion de Poisson 

ou ou 


ts qu), 266, u(=g(s), z€T. 
Admettons que le maillage est carré, c’est-à-dire que x, = xzy (ic); 
La a + 1)= Zoe (ia) +h, ia = 0, +1. H2,...,et 

o = {r; = (ùh, idh) EG, is = 0, +1, +2, ...}. 


En outre, À, = h, tandis que les pas ÀË (x) ne sont différents de hk 
que dans les nœuds frontières du maillage «w. 

Prenons le schéma aux différences (2) dans lequel on pose a, (x) = 
= 1 et À, = h. Pour appliquer la méthode triangulaire alternée 
construite au point 2 du $ 3, il faut trouver la solution des problè- 
mes aux limites triponctuels (12) et (13) possédant une dimension, 
qui, dans le cas concerné, ont la forme 


1 
Aau% = ve = TRE Za CE Wa (ts), VE(x)=0, ze CVs (14) 
aT@ 
1 1 | 
XX 2h h* h> ? 


Ta E Wa (T8); w® (x) =0, To EYa- 


Examinons l'intervalle A, contenant w, (xs). et désignons par 
LL, (ze) et LA (x$) ses extrémités gauche et droite. Quand À (1) << h, 
si x est le nœud du maillage w, le plus proche de Z,. et h£ (x) < h, 
si x est le nœud du maillage w, le plus proche de ZL,. Tous les autres 
pas À* sont égaux au pas principal de maillage À. 

L'opérateur A, s'écrit dans ce cas en détail sur le maillage w, 
de la façon suivante: 


+1 1 
[1 fyte_y y—y © 2 
Fe -2 » Te =la ha, 


1 - + 
Aoy = —(y* "a —2y+y fa), lo+ha+h<Kro<Lo—ha—kh, 


h? 
+1 1 
+ (2) >: 
R | RE h D 
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La solution des équations (14), (15) peut être obtenue sous une 
forme explicite. À cette fin, portons les conditions aux limites dans 
les équations écrites aux points zx, = L, + ha et x, = L, — hà. 
Ces équations se transforment alors et deviennent biponctuelles ; 
on peut les considérer comme des conditions aux limites nouvelles 
pour les équations triponctuelles à coefficients constants écrits pour 
L+hsth<Lzs LL, —h@—h. On aura donc les problèmes 
suivants pour v (x) et w (x) (indice supérieur & est omis temporaire- 
ment pour v et w): 


vtla2p+u lo 1, LL +hitagz<Li—hi—h, 


(1+)o=utlatt, ze=letha 
œ 
, (16) 
ht k 
(RESTE TETE 


wtla_2p+w la 0, LL +hsth&r<Lo—hè—h, 
[o 2 = 
(17) 


En utilisant les méthodes de résolution des équations à coeffi- 
cients constants exposées au $ 4 du ch. I, on aboutit à la forme expli- 
cite de la solution des problèmes aux limites (16) et (17): 


2h? — (HE he) (hS HR —H5) 
2h: [ (Ga — La) (Lo — Te + —— TEE = ) + 
+ ha (R—ha) |, 


he (La —ta)+h& (Ta —la) 
2h (Lo— la) 


Va (x) = 


WE (x) =— 


pour L+ha<za<L,—hg. Comme hÿ<k, on a 


(haha) (kith—ha)>ha(h—ho), 
donc 


(2) Sr (ro — le) (La Ta) +15 


w(r>+, a=1, 2. 


Cr +t 
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Par conséquent, 


1 Lo—l 2 
be (xs) = max (<< (=) +1, 
œ” «@ 


1 
Ca (29) = max WA (2) LT. 
a° « 


Par suite, A = O (Ë/h°), où 1, est le diamètre du domaine G. Aussi, 
en vertu du théoreme 1. voit-on se vérifier l'estimation 


In (2/E) In (2/e) _ Fin 2 
TRE + VII VIT = 0,298 V N In —) (18) 
où V est le nombre maximal de nœuds suivant la direction zx; ou xs. 
Donc le nombre d'itérations pour l'exemple modèle étudié dépend 
du pas principal h du maillage et ne dépend pas des pas aux nœuds 
frontières du maillage w. 

Comparons l’estimation (18) avec l’estimation du nombre d'ité- 
rations pour le cas du problème de Dirichlet dans un carré de côté 
Z, et avec le nombre de nœuds N suivant chaque direction du mail- 


lage carré w. L'estimation correspondante du nombre d’itérations 
a été obtenue au point 4 du $ 1, elle est de la forme 


n>no(e) =0.28 V N In (2/8). 


11 s'ensuit que pour un domaine arbitraire G le nombre d'’itérations 
de la méthode triangulaire alternée modifiée est le même que celui 
obtenu pour le même problème de Dirichlet pour l’équation de Pois- 
son dans un carré dont le côté est égal au diamètre du domaine G. 


no (e) = 


Remarque 1. Le procédé, exposé ici, de construction de la 
méthode triangulaire alternée peut évidemment être utilisé dans 
le cas où il s’agit de résoudre l’équation elliptique dans un rectangle 
mais sur un maillage irrégulier. 


Remarque 2. La construction de la méthode pour le cas 
de l'équation à dérivées mixtes peut être réalisée en recourant au 
choix du régulateur À de la façon analogue à ce qu’il a été déjà 
réalisé au point 5 du $ 2. 


CHAPITRE XI 


MÉTHODE DES DIRECTIONS ALTERNÉES 


On étudie dans ce chapitre les méthodes itératives spéciales .proposées pour 
la résolution des équations de mailles elliptiques du type Au = f, dont l'opéra- 
teur À possède une structure déterminée. On expose au $ 1 la méthode des direc- 
tions alternées au cas de commutativité; on construit le jeu optimal des para- 
mètres. Au $ 2 la méthode est illustrée d'exemples de résolution des problèmes 
aux limites pour des équations elliptiques à variables séparables. Le $ 3 est 
consacré à la méthode des directions alternées au cas de non-commutativité. 


$S 1. Méthode des directions alternées 
au cas de commutativité 


1. Schéma itératif de la méthode. On a étudié au ch. X la méthode 
itérative triangulaire alternée universelle dont l’opérateur B était 
choisi en tenant compte du développement de l'opérateur À en une 
somme de deux opérateurs mutuellement adjoints. Le plus souvent 
on recourt à un développement de l'opérateur À en une somme d’opé- 
rateurs triangulaires, B étant un produit d'opérateurs triangulaires 
dépendant d’un paramètre d'’itération supplémentaire. La prise en 
compte de la structure de l’opérateur B permet de choisir de façon 
optimale les paramètres d’itération et de bâtir la méthode conver- 
geant beaucoup plus vite que la méthode explicite. Appliquée à la 
résolution des équations de mailles elliptiques, cette méthode s’ave- 
re aussi plus économique, vu que la mise en œuvre d’une itération 
exige un nombre d'opérations arithmétiques proportionnel à celui 
d'inconnues dans le problème. 

Comme on le sait, les opérateurs À, associés aux équations de 
mailles elliptiques. possèdent une structure spécifique. Aussi, lors 
du choix des opérateurs B. est-il naturel de tenter d'utiliser cette 
particularité de l’opérateur À dans les schémas itératifs implicites. 
Ces méthodes itératives ne seront évidemment pas des méthodes 
universelles. mais le rétrécissement de la classe des problèmes ini- 
tiaux par l'exigence d’une structure déterminée de l'opérateur À 
autorise de construire des méthodes itératives à convergence rapide 
destinées, notamment, à la résolution des équations de mailles. 
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Le présent chapitre sera consacré à l’étude de la méthode spéciale 
dite méthode itérative des directions alternées. On fournira d’abord la 
description de la méthode en sa forme opératorielle, ensuite, en 
recourant à des exemples, on montrera comment cette méthode s’ap- 
plique à la recherche de la solution approchée des différentes équa- 
tions de mailles elliptiques. 

Commençons la description de la méthode par le schéma itéra- 
tif. Supposons qu’il s’agit de trouver la solution de l’équation opé- 
ratorielle linéaire 

= f (1) 


à opérateur À non dégénéré, donné dans l’espace hilbertien H. Sup- 
posons que l'opérateur À est représenté sous forme de somme de 
deux opérateurs À, et À., autrement dit À — À, + A4.. Pour obte- 
nir la solution approchée de l’équation (1), prenons le schéma ité- 
ratif implicite à deux couches 

Bus + Ays=f, k=0,1,..., yoEH, (2) 


Th+1 


Bi =(mf}E+A,) (Of E + A5), Tr =0r +w, (3) 


dans lequel l'opérateur B,+., de la couche supérieure est fonction du 
numéro d'itération k. wk#’ et w;° sont ici des paramètres d'itération 
qui dépendent également du numéro d’itération et qu'on doit dé- 
terminer. 

Arrêtons-nous d’abord sur les modes de recherche de y, avec 
y, donné. Un des algorithmes possibles de mise en œuvre du sché- 
ma (2) est le suivant: 


(WU 4E + A1) yn+ 112 = (O2 1E — Ao) yr + f, 
(021€ + 42) Yn4 = (OK 71E — À) Yr+1y2+ 1, k=0, 1, 


OÙ Yr+1/2 St une approximation itérative intermédiaire. 

Montrons que le système (4) est algébriquement équivalent au 
schéma (2). Pour cela, excluons y;+17° de (4). Compte tenu de ce que 
A = À, + À, récrivons (4) sous la forme suivante : 


(wÿ?1E + À;) (Yn+172 — Yx) + Ays = f, (5) 
(w$?? 1E + À) (Yn+1 — y) — (0 21E — A1) (yx+ 1/2 — Yn) + AYr = 


et de la première égalité ôtons la seconde. Il vient 


(3) 


2 — YR Uk 
Yn+12 — Yn = (0? 1E + A2) he TR (O9 EE A, SR 
(1) wt?) Th+1 
O},47 041 


En portant cette expression dans (5), on obtient le schéma (2). Le 
passage inverse est évident. 
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Pour trouver y,+, il est possible d'utiliser un autre algorithme, 
en traitant (2) comme un schéma avec correction w;, 
(1 
(wk/1E + A)v=rs, ra = Ayn — f, 
2 
(wk21E + A3) rs = v, 
Un+i = Ur — Vh+iWr, k=—0, 1, .. 

Cet algorithme, comparé à (4), est plus économique, mais il 
exige toutefois une mémorisation plus importante d’information 
intermédiaire, c’est-à-dire qu'il a besoin d’une mémoire supplémen- 
taire de l’ordinateur, ce qui n’est pas toujours commode. 

Notons que lors de l’élaboration du schéma itératif (3), comme au 
cours de la construction des algorithmes, aucune condition n’était 
imposée aux opérateurs À, et À,, hormis l’hypothese naturelle de la 
non-dégénérescence des opérateurs wo) E + A,, a — 1, 2. Toutes 
les autres exigences envers les opérateurs À, et À, sont en rapport 
avec le problème du choix optimal des paramètres &w}” et w}?’. 


2. Position du problème du choix des paramètres. Dans la métho- 
de des directions alternées on a affaire à deux suites de paramètres 
{own} et {wi } qui seront choisies sur la base de la condition du 
minimum de la norme de l'opérateur résolvant dans l’espace de dé- 
part H. 

Pour résoudre le problème du choix des paramètres d’itération, 
il faut énoncer certaines hypothèses sur les opérateurs 4, et 4,., de 
caractère fonctionnel, et donner une certaine information à priori. 
Formulons ces hypothèses. 

On admettra que l’opérateur À peut être représenté sous forme 
de somme de deux opérateurs À, et À, autoadjoints et permutables : 


A — A; + À: A; == A}, À; — A°;, A4 » = À A1. (6) 


Supposons que l'information à priori est donnée sous forme de 
bornes 6, et A, de l’opérateur À,, &æ — 1, 2, etc. 


DE SAISME, 8E<A:< LE. (7) 
avec la satisfaction de la condition 
ô1 + Ô: > 0. (8) 


Notons que de (6)-(8) il s'ensuit que l'opérateur À est autoadjoint 
et défini positif. 

Si l'hypothèse sur la permutabilité des opérateurs À, et 4, est 
vérifiée, on dira qu'on a affaire à un cas de commutativité où à un 
cas général. La condition (6) garantit que les opérateurs Z, sont 
autoadjoints pour tout #. De fait, en vertu de (6), les opérateurs 
oy E + A, et À, + wf'E sont autoadjoints et permutables, tandis 
que le produit des opérateurs autoadjoints et permutables est un 
opérateur autoadijoint. 
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Passons à l’étude de la convergence du schéma itératif (2). En 
portant y, — Z, + u, où z, est l'erreur et u la solution de l’équa- 
tion (1), dans (2), on obtient pour z, une équation homogène 

; Zh+1 = Shan À = 0, 1. ..., 29 = Yo — u, (9) 
où 
Sh — E — T:B%'A —= 
= (of E + A)" 1(oÿE + A,) 1(w$ E— A;)(wyÿ E — A4;). (10) 


Utilisant (9), exprimons z, au moyen %. Îl vient 
2n=Tn. 020 T: = 1] Si=S Su: S:, (11) 


où Z'h0 est l'opérateur résolvant. Vu que les opérateurs À, et 4, 
sont permutables, l’ordre des facteurs communs dans (10) est quel- 
conque, tous les opérateurs S, étant autoadjoints et permutables 
par paire, l'opérateur 7,, est donc autoadjoint dans AH: T,o — 
— R, (4,, 42), où R, (x, y) est un produit des fonctions de frac- 
tions rationnelles de x et y: 


(«2 
QE —z Li 2 


Ra (&, o= [LE ie cout (12) 


De (11) on obtient 
[Zn UN no I I Zo fl. (13} 


Comme l'opérateur 7, , est autoadjoint, on a 7, 9 = max | À4 (Th.o)ls 
k 


où Àg (Tho) sont les valeurs propres de l'opérateur 7,,. Ensuite, 
en vertu des conditions (6) (voir point 5, $ 1, ch. V), les opérateurs 
A1, À: et Tho possèdent un système commun de fonctions propres. 
Par suite, 


Âr (Th. 0) nue Rh (USE ke , 
où À;, et A, sont les valeurs propres des opérateurs 4, et 4 
respectivement, de plus, en vertu de (7), on a OLA A;. 
OLAË,L A2. Par conséquent, 
Il Ta, 0 Il = Max Ra (Ar M) Pare [Ra (x, y). 
ki, Ro <x<A1 
8 Sy Ea! 
En portant cette estimation dans (13), il vient 
Zn DS max |R;(zx, y)| I] 2llp, (14) 


dry As 
où À, (x, y) est défini dans (12), tandis que D = E. Notons qu’en 
vertu de la permutabilité des opérateurs À, et 4, l'opérateur T,o 
sera autoadjoint également dans l’espace énergétique HL pour 
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D = A, A°. Aussi, en vertu du lemme 5, $ 1, ch. V, aura-t-on 
Tno 1 = U Zn.o la = [I Zn. ILA , et, par suite, l’estimation (14) 
se vérifie pour D — À, D — A°. 

Bref, le problème de l’appréciation de l'erreur du schéma itéra- 
tif (2) se réduit au problème d'appréciation du maximum du module 
de la fonction de deux variables À, (x, y) dans le rectangle G — 
= {6, Lr << A, 6 L y L A,} et au choix des paramètres d’ité- 
ration sur la base de la condition du minimum du maximum du 
module de cette fonction. Le problème ainsi posé est suffisamment 
compliqué; on le réduira au point 3 à un problème plus simple con- 
sistant dans la recherche de la fonction de la fraction rationnelle 
d’une variable s’écartant le moins de zéro sur le segment. 


3. Transformation en franclion linéaire. Etudions la fonction R (rx, y). 
Avec la transformation en fraction linéaire des inconnues, appliquons le rectangle 
G sur un carré f{n<u<1,n<v<1.1n> 0). la transformation étant choi- 
sie de la sorte qu ‘elle ne modifie. pas la forme de la fonction R, (x. y). La trans- 
formation cherchée est de la forme 


ru—s ru +-$s 


1: LASER ETS TES n<u, v<i, (15} 
où r, s, t et n doivent être définis. 

cn portant (15) dans (12) et en introduisant de nouveaux paramètres 43° 
et x” , 
D —s ot + 


J 12) — ie 
ere ET r + to?) ] j=1, 2, 9 n, (16) 


+ RE 
* r—tw;l ù 


on obtient 


n 
112) _—u AU _—Y 
_ _ j j 
ARR Ne Pau nel es. 
: j j 
J=i 
De (16) tirons les rapports à l’aide desquels les paramètres w;” et wj”” 


s'expriment au moyen des paramètres introduits 4%” et #$° 


rk5P + s TA; —s 


D em 7. mor Je (7) 


Bref, une fois les paramètres CH et x? trouvés, on est en mesure de déterminer 
les paramètres w$}” et wÿ°” à l'aide des formules (17). 

La substitution (15) Joue de passer au problème de la recherche des 
valeurs des paramètres *f!” et x” pour lesquelles on aboutit à 


min max (|Ph(u, v)|. 
#00), 402) NEU, DE 


Notons que si l'on impose certaines restrictions au choix des paramètres 


x$ et xÿ”, par exemple, si l'on pose x$° zu x$° mu x;, le minimum ne peut, 
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apparemment, que s’accroiître. Donc 


n 
[ XHj—uU Kj—v 
min ma x Pau, v)| Lmin max | [= —=— = 
#0), x2 EU, 11 è Un n<u, gi ji en EE 
: : Kj—u 
—min Max Îrn (u, x)l*, Vn (u, x)=]| FRA 20 4e 
% n<u<i Xj+u 


j=i 
Le problème du choix optimal des paramètres w}' et wÿ, posé plus haut, 
se réduit donc à la recherche de la fonction d'une fraction rationnelle r, (u, %) 
qui s’écarte le moins du zéro sur le segment {n, 1]. Autrement dit, il faut trouver 
des x? tels que 
max |rn(u, x*)|—min max rh(u, x)| =p. 
n<u<Ei # n<u< 


Si ces paramètres sont obtenus, il s’ensuivra de (14) l'estimation de l'erreur 
Zn Il 2n Ip <P* Il 2 lin. et la précision e sera atteinte une fois posé p° = &. 

Le choix cherche des paramètres d'itération sera donné au point 4, ici 
on cherchera les constantes r, s, t et n de la transformation (15). 

Si r ts, la transformation est monotone en u et v et, par suite, la trans- 
formation inverse u = (x <+- s)/(r + tx), vu = (y — s)/(r — ty) sera monotone 
en x et y. Aussi, pour l'application du rectangle {6, < r < A1, Ôe < y < Ac} 
sur le carré {n < u, v << 1}, suffit-il que les extrémités du segment [6c, Aa] 
deviennent les extrémités du segment {[n, 1]. On obtient ainsi quatre rapports 
permettant de déterminer les constantes de la transformation (15): 


6,=- 1 = PL he (18) 


1— in ! de 1+1n ! Pe 1—1° 141: 


Cherchons la solution du système non linéaire (18). Notons d’abord qu'en vertu 
de l'hypothèse (8) les inégalités 
do + Gi > di + 02 > 0, Ai + Os > O1 + 6 > 0 (19) 
se vérifient. Ensuite, de (18) on tire 
= tn NS = mu 
Bb poeme ot 


(4+ n) (r —st) _ +) (r—st) 
(+4) (1 —1n0) M+êe (1—1) (1+ tn) © 


(29) 
e + ô; ES 


De là on obtient 


(en jf (id) (ed Li 

1+n (A1 + O2) (A2 + O1) 

et, puisqu'en vertu de (19) le dénominateur ne devient pas nul, on a 
1— a (A1 — 01) (Az — O2) 


173% : 1} (A1 + 62) (A2 +01) ” DAORE ce 


Cherchons maintenant t. De (20) il vient 
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De là on obtient 
… 1—b EUR 99 


Des deux dernières équations du système (18) on déduit 


ri Ga (+7 Lt aa ER, 3 
= + [As (+0 + 07e À + Babe ME. (0 
Vu que 
rs ER > 0, lt <1, 


la transformation (15) est effectivement monotone. On montrera au point 4 


que n << X; ne X$7 x$® 1. Donc dans (17) les dénominateurs ne s’annulent 
pas. 

Voyons quelques exemples. Soient 6, = 6, = Ô et A, = A, = À, autre- 
ment dit les bornes des opérateurs A\et 4, sont les mêmes. On a alors n = 6/A, 


t—s—0, r = À, 6j’ rm 0j — A%xy. Soient maintenant 6, = 0, 6, = 6, 
A, = As = À, cc 'est-à-dire que l'opérateur 4, est dégénéré. Alors 


n—= — 6/(A+ V A?— 5? 07), t—=n, s—=An, r=A, 
a MSN a 
7 1+nxy ? 7 1—nx; ? 
&. Choix optimal des paramètres. Donnons la solution du pro- 
blème du choix optimal des paramètres d’itération. A la différence du 
cas de recherche du polynôme s'écartant le moins de zéro, qui a été 
étudié au $ 2 du ch. VI, ici les paramètres d'itération x, s'expri- 
ment non pas sous forme de fonctions trigonométriques mais à 
l’aide des fonctions elliptiques de Jacobi. 
Rappelons quelques définitions. L'intégrale définie 
x/2 d 
K(&)= | 8 


3 1— k3 Sin? 


j=1,2, ...,n 


est dite intégrale elliptique complète de première espèce, le nombre 


k étant le module de cette intégrale et le nombre k’ = V1 — £° le 
module complémentaire. On a adopté les notations Æ (k') — K” (k). 
Si l’on désigne au moyen de u (z, k) la fonction 


| 
: dy 
u(z, k)= ) Va & Fr) ? 


alors la fonction z — dn (u, k'), inverse de u (z, k), est appelée 
fonction elliptique de J acobi de l’argument u et du module #’. 


30—01162 
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En se servant de ces désignations, il est possible d’écrire la solu- 
tion précise du choix optimal des paramètres d'’itération x; de l’in- 
tégration sous la forme: 


x € Mn = {pu =dn ( + K” (1), n'), i=1, 2, ne (25) 
PL À 


où le nombre d'itérations nr, suffisamment grand pour aboutir à la 
précision e, est apprécié suivant la formule 
_ __ 1 K”(n) À” (e) 
Ici, comme au cas de la méthode de Tchébychev. on choisit 
successivement en guise de x; tous les éléments de l’ensemble 9, 


Formulons les résultats obtenus pour la méthode des directions 
alternées au cas de commutativité sous forme d’un théorème. 


Théorème 1. Supposons que les conditions (6)-(8) sont rem- 
plies et les paramètres w°" et w$”? choisis suivant les formules 


TXj+S y)  TXj—S : ; 
RE er TI Fe Tux ? j=1, 2 cs À, (27) 


où x; et n sont définis dans (25), (26), tandis que r,s, t et n dans (21)- 
(24). La méthode des directions alternées (2), (3) converge dans H, 
et, après n itérations, on a pour l'erreur z, — y — u l'estimation 
Il 2 [In < € [12 ll. où D — E, À ou À*, quant à n, il est défini 
selon (26). 

Passons à présent au problème des calculs impliqués par la mise en œuvre 
de la méthode des directions alternées avec un choix optimal des paramètres. 
Cherchons les formules approchées de calcul de x; et nr et indiquons l’ordre 
à suivre dans le choix des paramètres x, à partir de l'ensemble %W,.. 

En profitant de la représentation asymptotique des intégrales elliptiques 
complètes pour des petites valeurs de k: 


6 (&2), K'(k)=1ln 0 (x In +) 
K(k) ' k | k J? 
on obtient de (26) la formule approchée suivante pour le nombre d'’itéra- 
tions n; 
1 4 TA 
næn(e)=-rin--ln—. (23} 
Examinons maintenant la question du calcul de u;,. La fonction dn (u, k’} 
décroit de façon monotone en x en prenant les valeurs suivantes: dn (0, k’) = 1, 
dn (Æ’ (k), k’) = K. Donc n < un Un < - +. << y L1. Ensuite, de la 
propriété de la fonction elliptique dn (u, k'): 


— k 
PC ER a 7 
il s'ensuit l'égalité 
Hi — N/Un+i1-1 li = 1, 2, .. (29) 
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Il suffit donc de trouver la moitié des valeurs de u;, les valeurs restantes s'obte- 
pant à partir de la relation (29). | 

La formule approchée de pu, sera obtenue en recourant au développement 
de la fonction dn (4, k’) en puissance de k. A cette fin exprimons la fonction 
dn (GÆ’ (n), n') au moyen des fonctions thêta de Jacobi écrites en série. Il 
vient 


oo 
V 16. ( ion K a) °g=—1 > gm(m+0) 
dir) ne CR le me 
D(0A"(n), n')= 1onkK' — =r 1 00 Li 
s ( KT a) D gr(m-1+0) 
M= — 00 


où qæ=exp D) (1+) +0 (n°). 


De là on tire 
2a-1 


du (6K’(n), n)=V na +. +0 (n°), (30) 


 . 4450, 0 
g= n° (+ n°,2)/16, ARE 


Pour © > 1/2, l'ordre du terme résiduel dans (30) vaut 5 de façon uniforme en 0, 
tandis que pour 6 << 1/2 l'ordre vaut 4. Donc la formule approchée pour 
do (oÂ” q , n) sera plus précise pour © > 1/2 devant © < 1/2. 

De (25), (29) et (30), on obtient les formules suivantes permettant de cal- 
culer u;: 


20,-1 1-0 1+ 
= Vng . deg bg © 
i— 2 


hi N/Un+1-4 1<i<in/2], o;—=(2i—1)/(2n), 


g=n* (1+n°/2)/16, 


où [a] est la partie entière de a. 

Examinons maintenant la question de l'ordre du choix de x; à partir de 
l’ensemble ,. De la définition de l'opérateur de passage S, dans le schéma (2) 
et des propriétés (6), (7) il s'ensuit que 


[n/2]+1<i<n, 


I S;l=max | Az(S;) | << max 
k 0, SX As 
0, VSD: 


ou, en vertu de la substitution (15), 


(2) — 1) — 

@° z (OS y 
(1) 

wi! +z AP + y 


9 


Xj—u 


S 
IS;1< max EU 


n<u<1 


Vu que tous les x; appartiennent à l'intervalle (n, 1), il s'ensuit que || 5; || << 1 
pour tout j. La méthode itérative (2), (3) sera done stable vis-à-vis des erreurs 
d'arrondi pour DE ordre de choix de x; à partir de l’ensemble %,,, par exemple, 
X= Up j= 41,2, ...,n. ou 


30* 
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En conclusion de ce point, montrons que pour le jeu de paramètres cf 
et w® construit les opérateurs oQ) E + A4, @& = 1, 2, sont définis positifs 
dans X pour tout j. En effet, à partir de (27) on obtient 

dur r—st 003 r— st 

ou Gngp  0  Gu —G—=np > 0e 
Vu que les dénominateurs dans (27) ne s’annulent pas et que n << x; <1, 
il en suit, ainsi que de (18), que 


mn +s r+s 


da = ——— < 04 <717 = 4 Ô, = | mt D 


= 0 1—t 
Par conséquent, en vertu de l'hypothèse (7), on obtient de (31) 
OUE + A1 > (ô1 + O2) E, OPE + 42 > (ô1 + 62) E, 
et comme selon l'hypothèse (8) 6, + 6, => 0, la proposition est démontrée. 


—= A je (31) 


$ 2. Exemples d’application de la méthode 


1. Problème discret de Dirichlet pour l’équation de Poisson dans 
un rectangle. On commencera l'étude des exemples de mise en œu- 
vre de la méthode des directions alternées avec la recherche de la 
solution du problème discret de Dirichlet pour l’équation de Poisson 
dans un rectangle. 

Soit qu'il s’agit de rechercher sur le maillage rectangulaire 


© = {ziy = (du, jhs) EG OLIS N, OLI<Ne, ha = lolNas 
a —=1, 2}, introduit dans un rectangle G—{0<zra<lx, @—1, 2}, 
la solution du problème 


Ay=(A + A)y=—9{(x), zEo, y(r) =g(x), zEY, 
AoY = Yroxat a = 1, 2. (0) 


Désignons par H l'espace des fonctions de mailles associées à w 
avec le produit scalaire 


(u, v)— 2 u(z)u(x) hih2. 


Définissons sur Æ les opérateurs À, 4, et À, de la façon suivante: 
Ay = — ÂAy, A,y = — Âay, a _… 2: où y € À, y € À, y (x) = ÿ (x) 


pour z € w, H étant l’ensemble des fonctions de mailles associées à 
© et s’annulant sur y. 

Le problème de différences (1) peut alors être écrit sous forme 
d’une équation opératorielle Au — f, où À — À; + 42. 

Comme on le sait (voir point 5, $ 1, ch. V), les opérateurs 4, 
sont autoadjoints dans } et ont des bornes à, et À, : 


_ 4 : 2 ha Tha 
ane Ua ” 
qüi-coïncident avec les valeurs propres, minimale et maximale, des 
opérateurs de différences A,. Il reste à vérifier la permutabilité 


4 
: Aa =-7 cos’ a —=1, 2, 
[e À 
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des opérateurs À, et 4.. En utilisant la définition des opérateurs À, 
et des opérateurs de différences A,, on obtient 


A; A2y au Vxxixexe En Vroxexix a AzAiy, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Bref, les conditions exigées pour la mise en œuvre de la méthode 
des directions alternées au cas de commutativité sont satisfaites 
pour l’exemple considéré. 

En se servant de la définition des opérateurs À, et 4, on peut 
écrire l'algorithme de la méthode des directions alternées pour 
l'exemple considéré de la façon suivante: 


of} 1UR+1/2 — AiYn+ 1/2 = of}? aYn + AoYR + ha zi Lu, 


2 

Yn+12(2)=8 (2), z1=0, Li, ho TL lo — hs @ 

OU iynas— Aohei = OP syns 12 + AsYns 2 +, ho TI lo — ho, @) 
Yn+1(2)=£L(x), z2=0, bd, hr li —h, 


en outre, y, (x) = g (x) avec x € y pour tout k > 0. Donc pour dé- 
terminer Yÿz+1/: SUT ©, l'algorithme de la méthode consiste dans la 
résolution successive pour chaque zx, fixé des problèmes aux limites 
triponctuels (2) suivant la direction de z,;, et pour déterminer la 
nouvelle approximation itérative y:+, Sur ©, dans la résolution pour 
chaque 7, des problèmes aux limites (3) suivant la direction de z:. 
L’alternation des directions suivant lesquelles sont résolus les 
problèmes aux limites (2), (3) fut à l’origine de l’appellation de la 
méthode (méthode des directions alternées). 

Pour la résolution des problèmes (2), (3), on peut recourir à la 
méthode du balayage. Ecrivons les équations (2), (3) sous forme de 
système triponctuel et vérifions si les conditions suffisantes de sta- 
bilité de la méthode du balayage sont satisfaites. Les équations 
prendront la forme 


— ynesye (+1, j) + (2+ Rio) Vreiye (à j)— 
— Yh+1/2 (i—1, j) = Pi (ë, j); 1<i<N;—1, (4) 
Yn+172 (0, j)=L£(0, j), Yr+ire (Na, j)= LUN, j), 
: 1<j<N2—1, 
ou 
Qué, D) = Tux (, +1) —(2+ Bof) va (, ÿ)+ 
Huy, j—1)+hkio(é, j)]; 
— ynas (ès, 1 +1) + (2+ his) Vras (és J)— Ynas (à Ï— 1) = Pa, Ï), 
1<j<N2—1, (9) 
UR+: (ë, 0)= g(i, 0), Ur+1 (ë, N2)= g(i, No), 1<i<N:—1, 
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où 
Se h3 - : 2 à 
P2(é, D) = lune (+1, j)—(2+hioke1) hey GE, Ï) + 
+ Yreuse (— 1, j)+hiq(i, j)]. 


Vu que pour l'exemple donné ô,>0, & > 0, les paramètres w}? 
et w}°’ sont positifs en vertu de l'inégalité (31) du point 4, $ 1. Donc 
dans les équations triponctuelles (4) et (5) les coefficients associés 
à Yn+y/e (à, ) et Yr+1 (à, j) dominent sur les autres coefficients. Par 
conséquent, la méthode du balayage, appliquée aux problèmes (4), 
(5), sera stable vis-à-vis des erreurs d’arrondi. 

Calculons le nombre d'opérations arithmétiques qu'il faut effec- 
tuer pour la mise en œuvre d'une seule itération dans la méthode 
(2), (3) appliquée à l’exemple concerné. Il suffit de calculer le nom- 
bre d'opérations pour le problème (4), pour le problème (5) le calcul 
étant mené de façon analogue. 

Les formules de la méthode du balayage prennent pour le proble- 
me (4) la forme suivante (j est fixé) 


Yn+1y2 (à, j) = GiYnæase (+1, j)+Bi, 1<i<Ni—1, 
ya+172 (Ni, j)=£8(Ns, jh 
si 1/(C— a), i=1, 2,..., Ni—1, œ—=0, C=2+ hit), 
Bit = @i+s (qi, 7) + Bi), 
i—1, 2,..., N;j—1, B,=pg(0, j). 


Notons que les coefficients de balayage &; ne dépendent pas de 
j et peuvent donc être calculés une seule fois avec 2 (W, — 1) opé- 
rations arithmétiques. Ensuite, pour le calcul de o®, (ë, j) sur le 
maillage ow, il faut 6 (W, — 1) (NW, — 1) opérations arithmétiques. 
Les coefficients de balayage B; et la solution y,+:/,, doivent être recal- 
culés à chaque j. Il faut pour cela 4 (W, — 1) (NW, — 1) opérations. 
En tout, l'obtention de y,:1/. sur le maillage w pour y, donné se 
soldera par ©, = 10 (NW, — 1) (NW; — 1) + 2(N, — 1) opérations 
arithmétiques. Pour obtenir y,+, de (15), une fois ÿ,+17: Calculé. il 
faut dépenser Q, — 10(N, — 1) (W: — 1) + 2 (N, — 1) opérations. 
Bref, pour l'exemple considéré, la mise en œuvre d’une seule ité- 
ration s'effectue en 


Q—20(N —1)(N:—-1)+2(M—1+2(N:—1) (6) 


opérations arithmétiques. 
Apprécions maintenant le nombre d'itérations n suffisant pour 
l'obtention de la solution ‘avec la précision e imposée. Dans le cas 


particulier, quand le domaine G est un carré de côté L (l, = 1, = l) 
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et le maillage w est carré avec NV, = N, = N (h, = h; = UN),ona 


A partir de (21) et (28), $ 1, on tire l'estimation suivante pour le 
nombre d'itérations: 


4 4 s Th 
n> no (e) — 0,1 In-lin, n=ô/A = te + 


ou pour des À petits 
no (€) — 0,2 In (4N/x) In (4/e), (7) 


c’est-à-dire que le nombre d’itérations est proportionnel au logarithme 
du nombre d’inconnues N suivant une direction. 

De (6), (7) on obtient l'estimation suivante pour le nombre d'opé- 
rations arithmétiques Q (e) dépensées à la recherche de la solution 
du problème de différences (1) par la méthode des directions alter- 


nées avec la précision e: 
Q (£) — nQ = 4N° In (4N/x) In (4/e). (8) 


Pour comparer cette méthode avec la méthode directe de réduc- 
tion totale (voir $ 3, ch. III), adoptons dans (8) au lieu des loga- 
rithmes naturels les logarithmes de base 2. 

On obtient 


Q (e) = 2,12 N°log, (4N/x) log, (4/e). 


Vu que l'erreur d'approximation du schéma aux différences (1) 
est O (k°), il est logique de choisir e& égal à O (h°). 
Si l’on pose e& — 4/N*, il vient 


Q (e) = 4,24N* log, Nloge (4N/n). 
Pour N = 64 on obtient e = 10 et 
Q (e) = 27,6 N° log, N\. 


La confrontation avec l'estimation du nombre d'opérations obte- 
nu pour la méthode de réduction totale montre que pour le maillage 
indiqué la méthode des directions alternées exige environ 5,5 fois 
plus d’opérations arithmétiques que la méthode de réduction totale. 
Avec l’accroissement de V et la diminution de & cette différence 
s’accentue. | 

Pour le cas particulier considéré, donnons le nombre d'itérations 
n de Po du nombre de nœuds Ÿ suivant une direction pour 
g — 1074. 
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A titre de comparaison, fournissons le nombre d'’itérations obtenu 
pour les autres méthodes étudiées plus haut. 


Tableau 11 


Méthode cite Méthode de Méthode Méthode des 


itérative 2 triangulaire | directions 
simple fe al SREFSIORARION alternée alternées 


1909 101 65 16 
1642 202 128 23 
30577 404 257 32 


11 s'ensuit du tableau que le plus petit nombre d'’itérations est 
exigé par la méthode des directions alternées. Ce nombre d’itérations 
est supérieur à celui de la méthode triangulaire alternée avec para- 
mètres de Tchébychev construite et étudiée au ch. X. 


Remarque. Si au problème (1) étudié on applique la méthode 
des directions alternées avec paramètres constants, c’est-à-dire si 
0 = 6%), of = 6%), t; = © + 6%), on obtiendra alors de 


la formule (25), $ 1, en vertu de l’égalité dn (5° (k), k') = VRk, 


que x=Ÿn. Dans le cas particulier, quand 6, = 6, = 6, A — 
— À, = À, on a obtenu auparavant dans le point 3, $ 1, la relation 
suivante liant les paramètres of}, wf°” et x;: © = of? — A. 


Vu que dans ce cas n — 6/A, on en déduit que w“% — w% = } 6A. 


2. Troisième problème aux limites pour l'équation elliptique à 
variables séparables. Supposons que dans le rectangle G = {0< 
< Ta KL lus & = 1, 2} il s’agit de trouver la solution du problème 
aux limites suivant: 


9 


) (J 
Lu= D (ka(re))—qu= — f(x), 2€, 
a=i 
ka (Ze) ge = %au— ra (t), Ta =0, (9) 


ô 
— ka (Go) = Xat— Eta (7), Tales a =, 2. 
Admettons que les conditions suivantes sont remplies : 
0 C1 Lha (Ta) L'Ca,ar Kia = Const > 0, œ—1,2, (10) 


Kia +g2=Æ 0 
1 


g=const>0, 


ft A0 
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Le problème aux limites de Neumann (x:, — 0) pour le cas de 
g = 0 sera étudié séparément au ch. XII. Les conditions (10) garan- 
tissent l'existence et l'unicité de la solution du problème (9). 

Sur un maillage rectangulaire © — {x;, — (ih1, jh.) EG, 0 

Li<N,, 0OLj<LNe he = lalNors & = 1, 2} au problème (9) 
correspond le problème de différences aux limites 


Ay=(A+A)y=-p{), zEo, (11) 


où les opérateurs de différences A, et A, et le second membre œ se 
définissent de la façon suivante: 


2 
Ua (house, —(0,59+-2 x )y, ze =0, 
[e À 
Aou = LE ei Ye a — 0,597, ho Ta la — ha 
| 
es —— Ga (la) Yz _—(0,59+- À ha Xa ) ÿ: Te = la 
pour O<Kzs<ipg, P—3—a, a = 1, 2 et p = f+ qi + px 


2 
Ts 8-a(t), Te =0, 
Pa (T) = 0, Ro <To la ho) 


2 
Re B+a (x), Ta — Lac 


Désignons par H l’espace des fonctions de mailles associées à w, 
dont le produit scalaire se définit par la formule 


(u, v)= ph u(z)u (x) fi (2x1) Ra (22), 


xto 


0,5kc: ha=0, 
Ras ha < Ta L la — he 


Les opérateurs À, 4, et À, seront déterminés sur A par les rela- 
tions ÀAy = —Ay, A,y = —A,y, &« = 1, 2. On a montré au $ 2, 
ch. V, que les opérateurs À, et À, ainsi définis sont autoadjoints et 
permutables. En outre, en vertu des conditions (10), l'opérateur À 
est défini positif dans Æ (c’est-à-dire ô, + ôe > 0). Il reste à trou- 
ver les bornes des opérateurs 4, et AÀ., autrement dit les constantes 
ô, et À, des inégalités ÔLE << A, S AE, a = 1,2 
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Cherchons d’abord 6,. De la définition des opérateurs À, et des 
formules aux différences de Green, il vient 


18 lola 
(AY, y) = — > D [(aayx x, — 0,59] yhifis — 
xp=0 La 
F2 > [ae Ca) Ye, — (%a+ a) v | x =0/èe + 
xp=0 | 
l8 
h 
+ > [ a (a) +(rra+ta)v]y x =, li = 
xp=0 
lg le lg 
= > > Ga hihz+ > (Xay?]x =0 + K+aY*|x, 1) R° + 
xg=0 a ha xp==0 


+ 0,5q (y°, 1) . 


De là on tire que sig = x-, = X4a = 0, alors 6, = 0. Si au 
moins une des grandeurs g, x_, ou x+4 est différente de zéro, on 
peut obtenir Ô, de la façon suivante. En vertu du lemme 16, $ 2, 
Ch. V,on a 


(y°, 1,3 < max v#(ze) (Ac, Y)s (12) 


XaE0@ 


où 1 (x,) est la solution du problème aux limites triponctuel 


(ae (Ta) VE Jeu —0,5qv = —1, Ro Ta la —has 
œ 
2 2 
Re (Aa) Ven — (0,59+-%a) va — — 4, x; =0; (13) 
2 2 
— 7 (Ga Ca) LÉ — (0,594 née ut —1, sb, 


quant au produit scalaire, on le détermine de la façon suivante: 


l 


(u, DJs _ à u(z)u(x) ho (Ta)e 


En multipliant (12) par ki,(xs) et en sommant en z4 de 0 à lg, 
il vient 
(2, 1)< max v% (ze) (Acy, y) 


Xa€0@ 
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æt, par conséquent, 
1 
Ôa ne GI , a=1, 2. 
Xe, 
Cherchons maintenant A,. A l'opérateur À, correspond une 
matrice tridiagonale a. Désignons par Z la partie diagonale de la 
matrice À,, c'est-à-dire posons Zy = d, (x) y, 


2 2 
0,5q + ra Ka F7 de (Ro), Ta =0, 


det(e)=t 0,59+-E (aa (Te) + ae (Ze +ha)) ha LTa La —hos 
h£ 


2 2 
{ 0,59 +—— K+a de la (la), Tao —= la 
a & 
Étudions le problème aux valeurs propres 
Aoy — Ady =0, xEo. (14) 


On montre sans peine que si À est une valeur propre du problème (14), 
2 — À est également une valeur propre. Par conséquent, 


Amin® < Aa < (2 — Amin) 2 
ou 
(4ay, Y)<(2— min) (ZyY, y) L(2— Amin) ma X da (Ta) (Y, y). 
La EVa 
Aussi en guise de A, peut-on prendre 
Âa 7 (2— hmin) max da (Ta)e 
XaEVa 
Il reste à trouver Amin: Si 9 = X-a = X+a = 0, l'opérateur 4, 
est dégénéré et Anin — 0. Autrement dit, en vertu de la remarque 2 
du lemme 14, $ 2, ch. V,ona 
(day; Y)5, < MAX w® (ze) (AaY: ya (15) 
Xa(®%% 


où æw%(r,) est la solution du problème aux limites suivant: 


(Ga Jay — 0,5qu'E = — da (Lo) ha LS Ta Lla — has 


2 
F— da (a) W® — (0,59+-Èx%) uT= — dy (0), Te =0. 
œ œ (16) 
2 
— + Ga (lo) LE «(0,594 va) WE = — da (la), Ta = les 
En multipliant (15) par Âg$(zxg) et en sommant en zx de Ù 
à lg, il vient 
(Zy, y)< max w®(zs) (Acy, y) 


XaEVa 
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et, par conséquent, 


XaË0a 
Bref, si g =%x.o = xX+9 = 0, on a 
0a—=0, Ag —2max de (Za), 
Xa6%a 
autrement dit 
1 
da = max v® Ze) ? 
Xatwe 


1 
A (: max w°(z9) | da (a), 
Xa€Va XF 

où v® (x) et w® (xr,) sont les solutions des problèmes (13) et (16). 
Toute l'information à priori nécessaire à la mise en œuvre de la 
méthode des directions alternées est trouvée. En utilisant les for- 
mules du théorème 1, on obtient les paramètres d'itération de la 
méthode et on est en mesure d’apprécier le nombre exigé d’itérations. 

Donnons maintenant les formules de l’algorithme de la méthode 
des directions alternées pour l’exemple considéré. Compte tenu de 
la définition des opérateurs 4, 4, et du second membre &, on obtient 


of? 1Ur+1/2 — AiYn+172 = of?) Ur + Aoyr +, 
0Kr<lh, 0<Kzr<bh, 


(2) À _ (2) A 
O4 AUr+1 — ones = OitiVn+1/2 À AsUn+12 + Q, 
0Kr<l, Or, <. 
Ici, à la différence du problème de Dirichlet, les problèmes aux limi- 
tes triponctuels doivent également posséder une solution aux fron- 
tières du maillage w, tandis que l’approximation initiale y, est une 
fonction de maille arbitraire donnée sur tout le maillage «w. 

En profitant des conditions (10), on est en mesure de montrer 
que pour l'exemple considéré, comme au cas du problème de Diri- 
chlet, pour le nombre d'itérations nr se vérifie l’estimation asympto- 
tique suivante en : 


n>no(e) =0O(nlhkllne), |h [= Rhk?+ hi 


Remarquons que toutes les études faites ici conservent leur raison 
d’être aussi bien dans le cas où © est un maillage irrégulier quelcon 


que dans le domaine G. Il ne faut que remplacer les opérateurs A4 
introduits ici par des opérateurs associés au maillage irrégulier. 
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Soulignons une grande importance des hypothèses que g, x: 
sont constants et que les coefficients a, ne dépendent que de z,. Si 
l’une au moins de ces hypothèses n’est pas vérifiée, la condition de 
commutativité des opérateurs À, et À, ne sera pas alors satisfaite. 

En conclusion, notons que la méthode des directions alternées 
peut être appliquée à la résolution des analogues discrets de l’équa- 
tion (9) à laquelle sont imnosées des conditions aux limites diffé- 
rentes. En particulier, chacun des côtés du rectangle G peut être 
soumis à l’une des conditions aux limites de première, de seconde ou 
de troisième espèce avec constantes x44. 


3. Problème discret de Dirichlet d’ordre élevé de précision. Exa- 
minons encore un exemple d'application de la méthode des directions 
alternées. Soit un maillage rectangle © = {zi; = (im, jh) € G, 
OLi<NLOLÏINos, ha = llNars & = 1, 2}, introduit sur 
le rectangle G = {0 < x, < L,, & = 1, 2}, sur lequel il s’agit de 
trouver la solution du problème discret de Dirichlet d'ordre de pré- 
cision élevé pour l’équation de Poisson 


Ay = (Ai + As) + Ou + 2) As) y = —@ (x), zE 0, 
y (x) = g(x), x EY, (17) 


où A,y=y Xe =hël12, a—=1, 2. 


ei . 
Xa*e 


Ici 
P—= Î + Auf + H2Aof, 


où f (x) est le second membre de l’équation différentielle de départ 


d°u ou 


Lu= += f(x), 2€6. u(z)=g(z), zer. 


Le schéma aux différences (17), avec le choix indiqué de ® (x), 
possède la précision © (| h‘|), | k | — hk? + h?, tandis que sur le 
maillage carré (k, — h; — h), avec le choix adéquat de (x), 


pit (Ait As) Î+ (ATH AA LAS A) f, 


il possède la précision © (h°). 


En introduisant les opérateurs A ,y — —A,y, où yEH, y € H 


et. , espace des fonctions de mailles données sur © avec produit 
scalaire 


I (u, v) = ; u(z)v (x) hihe, 
xew 
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H étant l'ensemble des fonctions de mailles s’annulant sur Y, écrivons 
(17) sous la forme opératorielle 


Au = f, (18> 


OÙ À — A1 + Ao — (%1 + %2) A14o. 

Comme il a été montré à maintes occasions, les opérateurs À, et 
A, possèdent les propriétés suivantes: À, et À, sont autoadjoints. 
dans H et permutables 


A4 —= AG; Œ = 1, 2, A14 » — A 541. (19} 
l’opérateur À, possédant les bornes 6, et A4, où 
É., = sine ho A 4 he 


9 
apr COS 


OeE << A, AGE, dy > 0, a = À, À (20} 


On a le 


Lemme 1. Si les conditions (19). (20) sont remplieset x Aa < 1. 
les opérateurs 


Au=(E — xcAo) os @ = 1, 2, (21» 


sont autoadjoints dans H, permutables et possèdent des bornes 6, et À 
c'est-à-dire 


DELSA LAecE, 0e >0, a=1, 2, 


où Ô, et À, se définissent par les formules 


5. =" A ——0de 29 
da — 1— 400 ” da = 1—%Xadog ° (22) 


En effet, l'existence de l’opérateur A, s'ensuit du fait que l’opé- 
rateur E£ — x,A, est défini positif au cas où la condition x,A4, < 
est satisfaite. Ensuite, en représentant À, sous la forme de À, — 
= (45! — xQE)"1 et compte tenu de ce que les opérateurs 4,, 
A£' et 45! — x E sont autoadijoints, il vient 


(+) E<(Ai—%E)< (5x) E. 


11 s'ensuit la proposition du lemme. La permutabilité des opérateurs 
A1 et À: est la conséquence de la permutabilité de A, et A+. Le 
lemme est démontré. 

Pour l’exemple considéré les conditions du lemme 1 sont satis- 
faites vu que x, A, << 1/3. 

Transformons à présent l'équation (18). Pour ce faire, écrivons (18} 
sous forme 


A1 (E — Kxsdo) u + Ao (E — wi) u = f. (23) 
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En appliquant à (23) l’opérateur (E — x:4;)"1 (E — x4:)"1 et. 
compte tenu de la permutabilité de tous les opérateurs, on obtient. 
de (23) l’équation équivalente à (18) 

= (41 + As) u =}, (24) 
où A, et À, sont définis dans (21), tandis que f=(E — A1)? X 
X (E — #.42)"1f. Bref, la résolution de l’ équation (18) est réduite 


à la résolution de l'équation (24) aux opérateurs A, et A. autoad- 
joints et permutables, dont les bornes sont définies dans (22). 

Pour obtenir la solution approchée de l’équation (24), recourons 
à la méthode des directions alternées 


Bree + Ays=f, k=01,..., wEH, (25) 


BP, = (GE + A1) (0 E+ A), 7 = 0 + 6. 


Les paramètres d’itération wÿ’ et wÿ s’obtiennent suivant les 


formules du théorème 1, où 6, et A, sont remplacés par 6, et A. 
Toutes les conditions nécessaires d'applicabilité de la méthode des 
directions alternées sont dans ce cas satisfaites. 

Il reste à examiner l'algorithme mettant en œuvre la méthode 
itérative (25). Récrivons (25) sous la forme 


(of 1€ + 45) (@$21E + 42) ynri = 
= (0h 21E — 45) (@k?1E — 43) yr+Tauf. (26) 
On a montré au point 4, $ 1, que les paramètres d'itération 
wx et wÿ satisfont pour tout X aux inégalités D LH A», 


Ô Lo <A.. 


Vu que pour l'exemple considéré 6,0, en divisant les deux 
(1) (2) (4) (2) 


membres de (26) par w;+1&6:+1 et en posant t;441— 1/6f), rit 
—_ L'o$?, on obtient 
(E + th141) (E + th 142) Vru = 
=(E— 1441) (E —th+142) + (thés + Th) J. 
Appliquons aux deux membres de cette égalité l’opérateur 
(E — x141) (E — %24 2) 
et tenons compte de ce que tous les opérateurs sont permutables et que 
(E—xaAo) (E + th4140) = E + (Th — Xa) Aa; 
(E — Xa Aa) (E — 19 14) = te ue (r@, + Ka) A, 
BP=—3—a, a—1, 2 
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Finalement, on obtient 
(E + (ts) A5) (E + (724 — 22) A2) Vrai = 
= (E— (11 us) A,) (E— (11 0e) A2) ve + (T1 + 10) f. (27) 
Le schéma itératif (27) est équivalent au schéma suivant : 
(CE + (this — 04) As) yagaye = (E — (Th + 42) Ao) Yn + (Ta — 04) f, 


(28) 
E+ (ri —%) A2) Yn+1 =(E — (Th? + x) À) Uh+1/2 + (ri? + 41) f- 
(29) 


L'équivalence de (27) et de (28), (29) se démontre de la façon 
suivante. En multipliant (28) par t@)1—+ x, (29) par —(t$1)4 — x) 
et en additionnant les résultats, il vient 


(Ta + 2) vasaye = (ae) (E + (T1 — 42) A2) Ya + 
+ (1 +us) (E— (T1 +242) A2) Ve (80) 


En portant (30) dans (28), on obtient, après des transformations fort 
simples, (27). La marche inverse des raisonnements est évidente. 

Compte tenu de la définition des opérateurs 4, et A., le schéma 
(28), (29) peut être écrit sous forme d’un schéma aux différences 
ordinaire 


(E — (this — #1) As) Yagaye = (E + (1 + 42) A2) Va + (TE — 2) 
(31) 
pour M << <h—h, 
Yn+rye = £ (2) + (a + %e) Aog (2), mn = 0, hi. 
Le problème aux limites (31) doit être résolu de proche en proche 


pour hs < Ze L ls — he. On trouvera ainsi Yr41/: pour 0 L T1 < di; 
ho L'To L'lo — he. Ensuite, 


{E — (r: — #2) Âo) Yn+s =(E + (Ts + #1) À) Yn+ay2 + (ri + %1) P 
| (82) 


pour he Te KL le — ho, 
Yn+1 = LT), Te — 0, be. 


Le problème aux limites (32) doit être résolu de proche en proche 
pour 1 < z1 1 — 1. Finalement on obtient y,+1. 

Si l’on confronte les nombres d'itérations de la méthode des direc- 
tions alternées du schéma aux différences de second ordre de préci- 
sion, étudié au point 1, $ 2, et du schéma d'ordre élevé de précision, 
le nombre d'itérations dans ce dernier cas sera quelque peu supé- 
rieur. Dans le cas particulier de LL. =, = 1, N;)=N, = N, si 
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N = 10, l'accroissement est de 1 %, tandis que pour N — 100, il est 
de 4%. Le volume des calculs nécessités par chaque itération est, 
dans les deux schémas, pratiquement le même, quant à la diffé- 
rence entre les nombres d’itérations, elle est de peu d'importance. 
Etant donné que le schéma d'ordre élevé de précision permet d’uti- 
liser un maillage plus grossier pour obtenir la précision imposée à 
la solution du problème différentiel, son application s'avère particu- 
lièrement rentable au cas où la solution du problème différentiel est 
suffisamment lisse. 

Rappelons qu’au $ 3. ch. III, pour résoudre le problème (17), 
on a eu recourt à une méthode directe, la méthode de réduction. 
Pour le schéma de second ordre de précision. comme pour le schéma 
étudié ici, la méthode directe exigera un nombre d'opérations arith- 
métiques moindre que la méthode des directions alternées à para- 
mètres optimaux. 


$ 3. Méthode des directions alternées dans le cas général 


1. Cas des opérateurs non permutables. Supposons qu'il s’agit 
de trouver la solution de l'équation linéaire opératorielle 
Au = f (1) 
avec l'opérateur À non dégénéré qu’on représentera sous forme d’une 
somme de deux opérateurs autoadjoints non permutables À, et 4: 
aux bornes 6, A, et 6, A: 
Aa = Ag: ÔaE L'Aa <L'AGEs a = 1, 2, O1 + O6 > 0, (2) 
A — A1 + Ass 
Pour pouvoir résoudre de façon approchée l'équation (1), exa- 


minons le schéma à deux couches de la méthode des directions alter- 
nées à deux paramètres d'itération wo( et w(°): 


BAR + Ayy=f, k=0, 1, ..., y EH, 
3 
B={(0YE + À,) (02E + 4), t = o + w(2, (8) 


Les paramètres d’itération et l'opérateur B ne dépendent pas ici du 
numéro d'itération k. 

Comme au cas d'opérateurs permutables 4, et 4, l’approximation 
itérative y:+1 pour le schéma (3) peut être obtenue au moyen de l’al- 
gorithme suivant: 


(WWE + 4)y. =(00E— Ao) va + fs 
(ODE + À,) ya =(02E — À,) Unie +f. k=0, 1, ... 


Etudions la convergence du schéma itératif (3) et cherchons les 
valeurs optimales des paramètres w(® et of. En admettant que 


31—01162 
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l'opérateur o°)ÆE + 4, est non dégénéré, étudions la convergence 
de (3) dans l’espace énergétique Hp, où D — (6®)E + 4,)*. En 
vertu de (2), l’opérateur D est autoadjoint dans H et, d'autre part, 
de l’hypothèse posée plus haut il s'ensuit que D est défini positif 


dans 1. 
Pour l'erreur 2, — y, — u, on obtient de (3) l’équation homogène 


Zng1i = SZ, k = 0, 1, ..., Z0—= Yo — U, (4) 
S = (EE + A;)71 (OUE + 4,)-1 (&6E — À;) (WME—AÀ,). 
Passons dans (4) au problème de l'erreur équivalente 
Zn = (OÙE + A2) zu. (5) 
11 vient alors 
za = Srn k=0,1,..., S = S,S., 
S (@UE + 4:)-1 (&ŸE — À;), (6) 
S, — (&®E + A:)71 (GE — A.). 
Vu qu'en vertu de la substitution réalisée (5) on aboutit à l'égalité 


zx 1] = || 2x lp, il suffit d'étudier le comportement de la norme de 
l'erreur équivalente x, dans l’espace H. De (6) on tire 


mn RU SA ax ASUS UNS 2 zx ll k=0, 1, 
et, par conséquent, 
Zn Un = za MSI S UE ro AS a A S2 AD" 1 20 Hp- (7) 


Apprécions la norme des opérateurs S; et S,. Supposons que les 
opérateurs o(@E + À,, &« = 1, 2, ne sont pas négatifs. Alors sur 
la base du point 4, $ 1, ch. V, en vertu de (2), on obtient 


— (2)— zx & ut) — 
Figme [OS], QEiX mx |2b=s | 
I ess o()tz |? ] Re w(2)+y 


et, par conséquent, 
_ es —z wo()— y 
S Sol max !lA,(x, . R,l(z, ee 27 Een 8 
ISUNBUE, me, AG D Re De nes ms 
Oa<y<Ae 
Compte tenu de l'estimation (7). posons le problème de la recher- 
che des paramètres o‘l et w% à partir de la condition 
min max |RÀ,(zx, y)|. 
w(1), w(?) ô Ex 
SES 2 


Ce problème est un cas particulier du problème résolu au $ 1 du 
présent chapitre. A l’aide de la transformation fractionnaire linéaire 
des variables x et y (voir (15), (21)-(24) au $ 1) le problème posé se 
réduit au problème de la recherche des paramètres x* sur la base de 
la condition 

«* 


—u 
x*—Lu 


= p. (8) 


max 
n<u<1 


3 X—Uu 
=min max | 
% NEUuLi “Tu 
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En outre. les paramètres wo et ot? s'expriment en fonction de 
#* à l'aide des formules 

+ * —_ 

1 1x ? 1—1x* ? 


tandis que pour l'erreur z, on a l'estimation 


Zn [ln  P*" [20 Îlp. 
D'autre part. on a montré au point 4, $ 1, que lors du choix optimal 
de x* les opérateurs w(®%Æ + À, sont définis positifs si 6, + 6, > 
> 0. Donc. en vertu de (2), nos hypothèses sur la non-négativité des 
opérateurs @t@E + 4,, œ — 1. 2, seront à plus forte raison sa- 
tisfaites. 

Donnons la solution du problème (8) indépendamment des 
résultats acquis au point 4, $ 1. Voyons la fonction œ (u) — 
— (x — u)/(x + u) sur le segment 0<n Lu L1Â1 pour x > 0. 
Cette fonction décroît de façon monotone en u et, par conséquent, 

l … | n—* | 1—%x 
us les max (ES, 1). 
De là on obtient sans peine que le minimum en *x de cette expres- 
sion est atteint pour x*, qu'on définit sur la base de l'égalité 
#°—n __ 1—%x* 
X*Ln 14%" ° 


Il en résulte que 


1—Vn 


x*—=Vn, min max ns. 
L 1+Vn 


x Nn<UuLi 
On a ainsi démontré le théorème 2. 


= p — 


X—u 
Tru 


Théorème 2. Soient les conditions (2) remplies, quant aux 
paramètres © et of), ils sont choisis suivant les formules 


Vas or Vnrs 
1+1Vn° 1—tVn 
où r,s,t et n sont définis dans (21)-(24), $ 1. La méthode des directions 
aliternées (3) converge dans H, et pour l'erreur z, on a l'estimation 
1—Vn 
1+V n° 


où D=(@®E+4,). Pour le nombre d'itérations n se vérifie 
l'estimation 


ot = 


[Zn ID Pl» p= 


n—=np(e)=ine/(2Inp) = In +/& V n). 


2. Problème discret de Dirichlet pour l’équation elliptique à 
coefficients variables. Examinons l'exemple d'application de la 


31+ 
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méthode des directions alternées au cas de non-commutativité. 
Supposons qu'il s’agit de rechercher sur un maillage rectangulaire 


© = {ziy = (ih,, jh.) EG, OLi<<N. 0<Lj<N:,he Poe 
a = 1,2}, introduit dans le rectangle G= {0Sr, <l,.a = 1,2}, 
la solution du DODeR de différences suivant : 


ay= Ÿ (aa(x)y;), —q(a)y= —q(x) x Eu, (9) 


y(x)=g(x), zEY, 
où les coefficients du schéma aux différences satisfont aux conditions 
0<La<aa (Le 0<Kd <g(r) < de (10) 
Dans l'espace H des fonctions de mailles données sur w avec le 


produit scalaire (u, v) — N'u(z)e(r) hih, on définira les opéra- 
xEw 


teurs À, et À, de la façon suivante: 4 ,y — —A,y — — (as y= PR + 
"a 


+ 0,5qy, a = 1, 2, yEH, yEH, où. comme habituellement, 
y (x) = 0 sur Y. 

Les opérateurs introduits À, sont autoadjoints dans A et si 
4,4 (x) ne dépend que de la variable x, et q (x) est une constante, les 
opérateurs A1 et À, seront permutables. Dans le cas général, par 
contre, la permutabilité n'aura pas lieu et, pour résoudre l équation 
{1) correspondant au problème de différences (9). on peut recourir à 
la méthode des directions alternées (3) étudiée au point 1, $ 3. 

L’algorithme de la méthode acquiert une forme simple 


Oyr+ige — Aiÿntipe = OO yr + Aon + R << <h—h. 

Yi (©) = gG, mn =0, hrs Lle —he, 

ODyn ss (—Aoynei = OPynese + AsYnesse + Go Ta lo —h, 
Yan (@) = 8 2 = 0, ht <h—h. 


Il reste à trouver les bornes ô, et A, des opérateurs À,, & — 
— 1, 2. Les conditions (10) étant remplies, on obtient sur la base 
du lemme 14, 8 2, ch. V 


GF, Do, < Xa (Es) (Aa, Yu,s B—=3—a, a —1,2, (11) 
OÙ Xa (zs) = max vw*(x), tandis que v* (x) est la solution du 
problème aux Lin tes triponctuel suivant: 
Gala og — 1, ha Te Lla —has 


va(z)=0, zr,=0,1, hs << 2e < lp — hs. 
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Le produit scalaire en w, se définit de la façon suivante: 


lu -ha 
(u, v), GE > u (x) v (x) Ra = > u(x)v(x) Ra- 
œ Xa "ha XV 


En multipliant (11) par 4 et en sommant en xs, il vient 


1 ,» 
(Zu, 1)<(4ey, y), a=1, 2. 
gr à 
Par conséquent, en guise de à, il est possible de prendre 


Ô, — min B—3—x, a—1, 2. 


hp Exp lp hg *2 (z8) ? 
Cherchons maintenant A,. Opérons de façon analogue qu’au point 2, 
$ 2. Désignons par Z la partie diagonale de la matrice #, corres- 


pondant à l'opérateur À, : 
Ty — de (x) y, 
= 
0,5q (x) TH (ao (Zas T8) + da (Te +has z)), 


de (x) _ ho <Ta lu —h, 
he Ts ls — hg. 
On a alors l'inégalité 
(Aoÿ, Y)L(2— min) (ZY, Y)L(2— Ami) ee da (x) (y, y), 
x 


OÙ ÀAmin est une constante de l'inégalité opératorielle Ain? < 4c- 
Cherchons Amin. À partir du lemme 14, $ 2, ch. V, on obtient 


day”, Lo, < Pa (6) (Aaÿ, Yo,» (12) 
Où pa(zs) = max u%(x), tandis que w®(zx) est la solution du 
x, 0 
problème aux limites triponctuel suivant : 
[e 2 
(aawx )x, — 0,5 que = —d, (x), ha Ta la — Ras 
wa (x) == 0, La — 0, Lis ka <= TP << ls pus kg. 
En multipliant (12) par k; et en sommant en os, il vient 
da .» 
(SE, 1)<(4ey, y), a=1, 2. 
Le 4 


Par conséquent, en guise de Àmin on peut prendre 


Amin= Min —— 
z 9 
hp lg hp Pa (zh) 


et À, a donc pour expression 


1 . en 
Bu = (2 — ax pe] MX de (2) a = 1, 2. 
*B 
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Bref, l'information à priori exigée pour la mise en œuvre de la 
méthode des directions alternées est obtenue. En utilisant les con- 
ditions (10), on peut montrer que la grandeur n déterminant Ja vi- 
tesse de convergence de la méthode pour l’exemple considéré vaut 
O (|hf°), où [hf = h° + h5. Aussi, en vertu du théorème 2, se 
vérifie-t-elle l’estimation suivante pour le nombre d'itérations 

1 1 
n — 0 (Gr In —) ‘ 

Voyons un problème modèle. Supposons que le schéma aux diffé- 
rences (9) est donné sur un maillage carré dans un carré unitaire 
(NM = Na = N. li — lo = 1). Les coefficients a, (r), a: (x) et 
g (x) seront choisis de la façon suivante: 

a) =1+cl(r — 05) + (re — 0,5). 
as (x) = 1 + cTÜO,5 — (x, — 0.5) — (re — 0,5)*], 
g(x) =0, c>0. 
Dans ce cas dans les inégalités (10) c;, = 1,c, — 1 + O,5c, d, = d, — 
= 0; en variant le paramètre c. on obtient les coefficients du schéma 
aux différences (9) aux caractéristiques extrémales variées. 
Donnons le nombre d'itérations de la méthode considérée des 


directions alternées en fonction du rapport c./c, et du nombre de 
nœuds Ÿ suivant une direction pour & = 10-*. 


Tableau 12 


Comparons cette méthode avec la méthode de surrelaxation (voir 
$ 2, ch. IX). la méthode triangulaire alternée (voir $ 2, ch. X) et 
la méthode implicite de Tchébychev (voir point 3, $ 2, ch. VI). 
Æn ce qui concerne le nombre d'itérations, la méthode étudiée des 
directions alternées n’est pas à la hauteur de la méthode de surrelaxa- 
tion et de la méthode triangulaire alternée, mais elle est supérieure 
à la méthode implicite de Tchébychev de 1,5 à 2 fois. Cependant. 
quant au volume des calculs, la méthode des directions alternées est 
inférieure à la méthode implicite de Tchébychev. 


CHAPITRE XII 


MÉTHODES DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 
À ORÉRATEURS DÉGÉNÉRÉS DE SIGNES INDÉTERMINÉS 


On étudie dans ce chapitre les méthodes directes et itératives permettant 
de résoudre les équations possédant un opérateur non dégénéré et de signe indé- 
terminé, un opérateur complexe. ainsi qu’un opérateur dégénéré. Le $ 1 est 
consacré aux équations à opérateur de signe indéterminé résolues à l'aide de la 
méthode à paramètres de Tchébychev et de la méthode du type variationnel. 
Dans le & 2, on construit pour les équations à opérateur complexe la méthode 
itérative simple et la méthode des directions alternées avec paramètres d'itéra- 
tion complexes. Dans le & 3 on étudie les méthodes itératives générales de réso- 
lution des équations à opérateur dégénéré dans le cas, où sur la couche supérieure 
l'opérateur est non dégénéré. Le $& 4 traite de la construction des méthodes 
directes et itératives spéciales pour des équations à opérateur dégénéré. 


$ 1. Equations à opérateur réel de signe indéterminé 


1. Schéma itératif. Problème de choix des paramètres d’itération. 
Soit donnée dans l’espace hilbertien A l'équation 


Au = f (1) 


à opérateur À lineaire et non dégénéré. Afin de résoudre l'équation (1), 
prenons le schéma itératif implicite à deux couches 


BE Tk L A4y,=f, k=0, 1, ..., (2) 
Th+1 
à opérateur non dégénéré B et y, € H quelconque. 

Les schémas itératifs de la forme (2) ont été étudiés dans les 
ch. VI, VIII, où on a proposé quelques procédés de choix des para- 
mètres d'itération t, en fonction des propriétés des opérateurs À, 
B et D. Rappelons que D est un opérateur autoadjoint et défini posi- 
tif engendrant l'espace énergétique H;,. On a montré que pour la 
convergence dans Æ, des méthodes itératives considérées il faut 
que l'opérateur 

C = D" (DB-'A) Dr? (3) 
soit défini positif. Pour des opérateurs D concrets cette exigence 
aboutit aux conditions suivantes imposées aux opérateurs À et B: 

1) l'opérateur À doit être défini positif dans H si D — À, B ou 

A*B”'A ; 
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2) l'opérateur B*A doit être défini positif dans H si D — A*A 
ou B*B. 

Il existe des problèmes pour lesquels ces exigences ne sont pas 
satisfaites, c'est-à-dire que soit l’opérateur À est de signe non déter- 
miné, soit qu’il s'avère difficile de trouver un opérateur Z tel que 
B*A devienne un opérateur défini positif. En guise d'exemple de 
tels problèmes on peut invoquer le problème de Dirichlet pour l’équa- 
tion de Helmholtz dans un rectangle 


Y— +y- Ty = 0, x Ew, 


X1X1 X2 
y(x)=£g(2), z EY, 
où m° > (0. 

Dans ce paragraphe on construira des méthodes itératives impli- 
cites à deux couches pour le cas où l'opérateur C est un opérateur 
non dégénéré et de signe indéterminé dans À. On n'envisagera ici 
que les opérateurs C réels, le cas complexe étant renvoyé au $ 2. 

Passons à la construction des méthodes itératives. Dans l’équa- 
tion 


Zh+1 — (E oo Th+1B714) Zhs k — 0, L; . 2n — 1, 
effectuons la substitution z, — D-V*r, pour l'erreur 2, = y, — u 


du schéma itératif (2) et passons à l'équation de l'erreur équivalen- 
te x}: 


Th+1 —= (E —_ Tx+1C) Lh k — 0, 1, ET 2n — 1. (4) 


où l'opérateur C est défini dans (3). Vu que l'opérateur C est de signe 
indéterminé, il s'avère apparemment que la norme de l’opérateur 
E — +,4,C sera supérieure ou égale à l'unité pour tout t:+1. 

Examinons maintenant l’équation liant les erreurs sur les ité- 
rations paires. De (4) il vient 


Tonte = (E — Ton+oC) (E — Ton#aC) Ton, k = 0, 1, ... 


, Rn—f{. (5) 
Si l’on note 


On+s = —TonteoTontys À = 0, 1, ..., n — 1, (6) 


et l’on exige que les paramètres d'itération Ter+o et Ton+1 Satisfas- 
sent pour tout k à la relation 


L/tonte + 1/Topsy = 22, k=0,1,...,n —1, (7) 


où « est une constante, pour le moment, indéterminée, alors (5) peut 
être écrit sous la forme 


Zonto = (E — Gal) ron k = 0,1,..., © — C® — 2aC. (8) 
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Si ©z+,1 et & sont obtenus, les paramètres Te,++ et Ton+1, en vertu de 
(6) et (7), peuvent être déterminés à l’aide des formules 


Ton+1 — —aon+— V a oi: + Op+1 


Toh+2= — AOp+4 + V'aois: + On+s, (2) 
k=0, 1,...,n—1. 
De (8) on obtient 


Ten —Lh (E — &,C) To: 


I Zen II Ü (E— w,C)|| || zo Il. (10} 


Vu que l'opérateur C dépend de @&, l’exigence pour l'opérateur C 
d’être défini positif sera l’une des conditions à laquelle est soumis le 
choix du paramètre &. En outre, il s'ensuit de (10) que les paramètres 
©j, 1<j<n, et le paramètre à doivent être choisis sur la base de 
la condition du minimum de la norme de l'opérateur résolvant 


n 
Ü, (E = w,C). 

Ce problème du meilleur choix des paramètres d’itération o; et 
a et, partant, des paramètres T7, pour le schéma (2) sera résolu plus 
Join. Etablissons d’abord la liaison du procédé proposé de la cons- 
truction de la méthode itérative avec le procédé basé sur la trans- 
formation de Gauss au cas d’un opérateur C autoadjoint. 

Notons que la substitution u — D-V°r, f — BD-V* @ autorise 
d'écrire l'équation (1) sous la forme suivante: 


Cz = 9, (11) 
où l'opérateur C est défini dans (3). En utilisant (11), il vient 
Cr = C°r — 2aCx = (C — 2aE) q = . (12) 


Ensuite, en posant v, — D'/*y,, où y, est l’approximation itérative 
dans le schéma (2), on obtient sans peine 
Th —= DYW=z, = D y, — D\Wfu = Un — ZT. 
En portant zx, dans (8) et compte tenu de (12), on aboutit au schéma 
itératif 
Vehss Ceh | Cu, — k — 1 
Oxsi + Cor = , 0, Save (13} 

Bref, le schéma (13) est un schéma explicite à deux couches pour 
l'équation transformée (12). 

Soit C = C*. Rappelons que dans ce cas la première transforma- 
tion de Gauss consiste dans le passage de l'équation (11) à l'équa- 


tion Cz = C°r — C = +. Vu que C est un opérateur non dégénéré, 
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l'opérateur C* sera défini positif dans H. Aussi la transformation 
mentionnée nous ramène-t-elle au cas d’un opérateur de signe déter- 
miné. Pour résoudre une équation munie d’un tel opérateur, on peut 
recourir à un schéma à deux couches de la forme (13). en y substituant 


CàCet œ à q. Il va de soi qu’une telle méthode n’est qu’un cas 
particulier (pour &« — 0) de la méthode étudiée. 


2. Transformation de l’opérateur au cas où ce dernier est auto- 
adjoint. Supposons que l’opérateur C est autoadjoint dans H. Dans 
ce cas l'opérateur € — C* — aC est également autoadjoint dans JA. 
Notre objectif le plus immédiat est de choisir le paramètre & de telle 
sorte que l'opérateur C soit défini positif et de trouver les bornes 
V1 = V1 (&) et V2 — V2 (&) de cet opérateur, c’est-à-dire les grandeurs 
des inégalités 

NE <CLYE, N >. (14) 


Si la valeur indiquée de & existe, alors, en vertu de l'estimation 


l ll (E—o,C)< max | jL A—oyt)|, 
le problème de l'obtention des paramètres w;. j = 1. 2, .... n se 
réduit à la construction du polynôme P, (t) de degré nr normé par la 
condition P, (0) = 1 qui s’écarte le moins de zéro sur le segment 
Ty1. vel du demi-axe positif. Ce problème a déjà été étudié au ch. VI 
Jors de la construction de la méthode de Tchébychev. La solution 
prend Îa forme 


1 


o 2i— | 
OR Tour ? uk € {—cos 5 HN, i= 1, 2, AT 
où k=1,2,...,n, 
__ 2 - __ 1—VE ur 
VO Vive Po 146 ? Pi 1LVE ? = Ye 


De plus, en vertu de (10), pour l'erreur zx., se vérifie l’estimation 
Il Ten I < In Il To (|, In —= re 2p; ‘(1 + pi wr 


Il s'ensuit de là que le choix du paramètre « doit se plier à la condi- 
tion du maximum du rapport y:/y:. 

Cherchons la valeur optimale du paramètre æ&. Supposons que 
des valeurs propres u de l'opérateur C se trouvent sur les segments 
dy. y) et Lys. Y.). Vu que l'opérateur C est de signe indéterminée et 
est non dégénéré, on a 

PK Va LOL EVE | (15) 
Cherchons les valeurS propres À de l'opérateur C = C*° — 2aC. On 
voit sans peine que les valeurs propres des opérateurs € et C sont 
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liées par la relation 

À = u* — 2au, uE Q, (16) 

où € est constitué de deux segments [ya ve] et [ÿs. Yl. 
Cherchons d'abord les limites sur & qui garantissent la positivité 
des valeurs propres de À, c’est-à-dire que l'opérateur C est défini 
positif. En analysant l'inégalité n° — 2au > 0. on trouve qu'elle 
a lieu pour pu variant à l'extérieur de l'intervalle [0, 2a]. Aussi cette 
inégalité sera-t-elle remplie pour u € Q, si & satisfait à la condition 
Ve < 2a € Ÿs. (17) 
Posons que (15) est vérifié. De (16) on obtient que la transforma- 
tion À = À (u) = u° — 2au est l'application du segment [y A 
sur le segment [2.. À], et du segment [ÿs. y] sur le segment [A:, À.l, 


où À; — À (vi), 1<i< 4. De cette façon, toutes les valeurs propres 


de l'opérateur C sont positives et se disposent sur les segments 
{Ae, A1] U Ts. AJ. Aussi dans les inégalités (14) faut-il poser 


Yi = Min (As À3), Ye = max (A1, À). (18) 
Choisissons maintenant 2x € (ÿe. Ÿ:) a partir de la condition du ma- 
ximum du rapport Y1/y.. De (18), il vient 
_—. { ha = V< (M 2a), de < 22e + 
h3=Ys3(Va—20@), Ver + Va 22 € Ya, 
_ lu = a (M — 22). 2e + 
M=Y(n—2a), V+v<2a. 


O o 0 0 
Introduisons les notations suivantes: A,—Y:2—Y,, A>=—7Y%,.—": et 
examinons deux Cas. 


1) Soit d'abord A,< A, c'est-à-dire Va + VE Vi + Ve Dans ce 
cas pour E—Y;/y2 on aboutit à l'expression suivante 


HU, LIL Y:+Vs, croît en a, 
Ys (V4 — 29) 
Va (Ys — 22) : L 9 ÿs e 8 nn 

ei — , Vas 2a<Y. +, décroit en «@, 
Va (Ya — 2) 
Ya (Ys — 2) 
Y1 (Y1 — 20) 
Par conséquent, dans ce cas la valeur optimale de & vaut 


& = ao = (Ye + Ys)/2, (19) 


; +2, décroît en «. 


7 
( 
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la condition (17) étant remplie. Pour & = &,, il vient 
Vi 2 3 = — VeYs, (20) 
= M = Yi (A2—Ai)—YZ> (21) 
2) Soit maintenant A,>A:, c’est-à-dire EVE HV Dans 
ce cas on a 
[ v:(v—20) 
Ya (Ya — 20) 
Ye (V2 — 2) 


Oo Oo 
, 24 Yi +4, croît en @, 


E—E(a)— 5 0 y MTS 2aLY:+7Ys croit en @, 
Y1 (V1 — 20) 
Ÿ (Ya — 2 «2 . Area 
EE —  V+< a<Z Y3, décroit en &. 
ÿ1 (M1 — 2) 


Par conséquent, dans ce cas la valeur optimale du paramètre & se 
détermine suivant la formule (19). la valeur de y, étant donnée dans 
(20), tandis que 


Ye = M — a (As — A1) — YaŸe > À. (22) 
On a ainsi démontré le lemme 1. 


Lemme 1. Soient les valeurs propres de l'opérateur C comprises 
sur les segments |ÿ1, v] et ya. AL Ÿe <0< y4. Dans ce cas pour l'opé- 
rateur C = C? — aC, si a = &o = (Y2 + y:)/2, se vérifient les iné- 
galités 

nE SCLYE, >0, 


« 


ou 


M = — Ya Ve = max [Ye (As — Ai), Va (As — As)l — Hi. 
Pour la valeur mentionnée de « le rapport Y./y, est maximal. 
Les assertions du lemme È "ensuivent de (19)-(22). Notons que 


&o —= O seulement au cas où Ye = —Ÿ3. 


3. Méthode itérative avec paramètres de Tchébychev. On a vu 
plus haut le schéma itératif à deux couches (2) dont les paramètres 
Ts À = 1,2, ..., 2n, sont exprimés en fonction de w,,1<k<n 
et & suivant les formules (9). Les paramètres w, sont dans ce cas des 
paramètres d'’itération de la méthode de Tchébychev et se détermi- 
nent au moyen des formules correspondantes, quant à l'information 
à priori exigée dans ce cas ainsi que la valeur optimale du paramètre 
a, elles sont fournies par le lemme 1. 

Notons qu’on a admis que les valeurs propres u de l'opérateur 


autoadjoint C appartenaient aux segments y: y] et Lys, A A par- 
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tir de la définition (3) de l'opérateur C il s'ensuit que les valeurs 
propres de l'opérateur C sont en même temps des valeurs propres 
du problème suivant : 


Au — pBu = 0. (23) 


Pour s'en convaincre. il suffit de multiplier cette équation à gauche 
par l'opérateur D'/*B-! et de procéder à une substitution en posant 
u — D-/v. Notons que l'opérateur C sera autoadjoint dans F si 
l'opérateur DB-14A l'est. 

Formulons le résultat obtenu sous forme d’un théorème. 


Théorème 1. Soient l'opérateur DB-\A autoadjoint dans H 
et les valeurs propres du problème (23) appartenant aux segments 
{y y) et |Ys. Yi. ÿ < Ÿe < 0 < Ÿs Vs. Pour le processus d’ité- 
ration (2) aux paramètres 

Tor = — LU — V au on Ta = — Goo + V QUE + Op, 

K=1:2;: 55070 
se vérifie l'estimation 
Zen [ln < Qn | 2o lp, 


où 
@ (2i—1) x | 
Où = ou? Un EM = {cos E., 1<i<n}, 1<k<hn, 
2 _. 1—È _1=VE PE eV 
D V+Vs PT TEE ? PUTILVE MAR 1+ pi ” VU? 


Go = 0,5 (Y2+ Vs),  Y1= —Y2Ys, 
Ve = Max [V4 (A2— A1), Y1(A2— A1)]— Vive, 
Ai Ye Yu A2 = Ve — 3. 
La méthode itérative (2) avec les paramètres indiqués sera appelée 


méthode de Tchébychev. 
Voyons quelques cas particuliers. Soit À, — A., autrement dit 


les longueurs des segments [ÿ,, y.l et [ys. v.l sont les mêmes. On à 
dans ce cas 
o o© 0 © x 
Vi — Vos V2= — Yi = ts. 
ViYa 


Montrons que dans le cas envisagé le jeu de paramètres Tt, construit 
est le meilleur. Cette assertion doit être démontrée vu que, lors de 
la construction des paramètres t, pour le schéma (2), on a posé nr 
conditions (7), et, par suite, le choix des paramètres était soumis 
aux restrictions supplémentaires. 
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De (5) et de (8) on obtient que 
Ton — Qon (C) zo = P, (C) Lo: 


Qn(C)= Îl(E-1C=P, C= [1 (E-0 0. (24) 


Considérons les polynômes algébriques correspondants @., (u) et 
P, (à) (À = n° — 2au). Si les paramètres w; sont choisis de la ma- 
nière indiquée au théorème 1. on peut exprimer le polynôme P, (À) 
de la façon suivante en fonction du polynôme de Tchébychev de 
1ère espèce T, (À) (voir ch. VI, $ 2, point 1): 


P. (= qnTa(t), Pa (0)=1, 
max [|PA(A)|=gn. 
VISA Y2 


Notons qu'aux points Y—/A0 <<... LÂn= Yo, où 


1 — po cos 
bu = ———, k=0, 1, sas 1 
0 
le polynôme P, (À) atteint des valeurs extrémales sur [y,, y.]: 
Pa (x) = (—1}qn, k =0,1,...,n. (25} 


Vu qu’en vertu de (24) on a l'égalité Q., (u) = P, (À), où À et pm 
sont liés par l’expression À = u* — 2au, de (25) on tire 
Qun (x) = Qen (U4) = (—1qns k = 0, 1, ..., n. (26) 
où u; et u4 sont les racines de l’équation quadratique 
u? — 2au, — Àx = 0, k =0,1,...,n. (27) 
Ensuite, pour le cas considéré la transformation À = À (u) = u* — 
— 2 constitue une application de chacun de segments [y LA 
et [ys3, v1 sur le même segment [y,, y.l. Aux points p = ÿ.. u = Ÿs 
correspond dans ce cas À — ÿ,, tandis qu'aux points u — ÿ et 
U — "A correspond À = y.. Aussi les racines de l'équation (27) se 
disposent-elles de la façon suivante: 
Pi Ur li Lee LUI Va Va HÈ LUI... Ship 
Supposons maintenant que le jeu de paramètres Tt, construit dans 


le théorème 1 n’est pas le meilleur. Cela signifie qu’il existe un autre 
polynôme de degré non supérieur à 2n de la forme 


2n 


Qen (u) = IT AT), 
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pour lequel 
max |[Qon (HI Qns LR = Yi YelU(Ys vil. 
En 


Etudions la différence R., (u) — Qun (u) — Qon (u). qui est juste- 
ment le polynôme de degré non supérieur à 2r. En démontrant que 
le polynôme Re (u) possède 27 + 2 racines, on se convainc que 
l'hypothèse faite plus haut est erronée. 

Pour esquisser cette démonstration, examinons les valeurs de 
Ron (u) aux points u3, 0<k< n. Vu que par hypothèse —gq, << 


< Qon (U) € Gn, HER, on a 

Ron (Ux) = Qon (1x) — Qen (ur) = (—1)"qn — Qan (U3) 
et Ron (ur) < 0, si k est impair, et RÀ., (u:) > 0 si Æ est pair. Par 
conséquent, avec le passage de px à ux+1, 0 Sk L nr — 1, le poly- 
nôme R:, (u) change de signe. Il existe donc sur le tronçon Lÿ2, ve] n 


racines de ce polynôme. De façon analogue, en étudiant les valeurs 
de R:n (u) aux points uÿ, 0 << kL n, on démontre l'existence de r 


racines également sur le tronçon [Ys. A Ensuite. puisque 


Ron (ÿ2) = Ron (u) > 0, Re (ys) = Ron (15) > 0, 
Ron (0) = 0, 


il existe dans l'intervalle (y., Ÿs) soit deux racines différentes (l'une 
étant nulle) du polynôme R., (u), soit zéro est une racine multiple. 


Donc, sur le segment [y.. A le polynôme R., (u) possède 27 + 2 
racines, ce qui est impossible. 

Bref, pour le cas de À, = À, le jeu de paramètres 7, construit aw 
théorème 1 est le meilleur. 


Soit maintenant A < AÀ,. On a dans ce Cas V1 — —_,Ys, Ye = 
— 7 (A: Sc A) nue Ve Comme Ve — 7 (As — Ai) — Vis — 
= Y, (y — Vs — ve), Y. et y: ne dépendent également pas de y,. Par 


conséquent, pour tout y, de l'intervalle y, + ÿ3 — Yi < Y1 < Ye 
on a le même jeu de paramètres T4, et la méthode itérative (2) con- 


verge avec une vitesse identique pour tout y, de l'intervalle indi- 
qué. 

Notons en conclusion que le jeu de paramètres t, construit au 
théorème 1 sera également le meilleur au cas où nr — 1, À, et A, 
n'étant pas forcément égaux. C’est le cas de la méthode itérative 
simple cyclique pour laquelle dans le schéma (2) te = Ti. Ton = 
= To, À = 1,2, ..., quant à 7, et t., on les obtient à l’aide des 
formules du théorème 1 pour nr — 1 (o1 — wo) 


Ti — dou — V UE + @o,  T2— — do0o + V RÉ + wo, 
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OÙ @o =: 2/(Y1 + V2). Vu que dans ce cas on a 
Ton — [] (E — w,C) ro =(E —&C)" Lo, 
j=1 


— dl 
LE—aT Speo PE, =, 


on aboutira pour l'erreur z,, du schéma itératif (2) à l'estimation 


Îl Zen [D 09 | Zo |lp- 
Etant donné qu'en vertu de (6) et (7) deux paramètres 71, et Tt, sont 
remplacés par les paramètres w, et &. ces derniers étant choisis de 
façon optimale (w, — wo, & -= &o), les paramètres T, et Tt, s’avèrent 
effectivement les meilleurs pour la méthode itérative simple. 


4. Méthodes itératives du type variationnel. On a étudié plus 
haut les méthodes itératives pour le cas de l’opérateur DB-1A auto- 
adjoint dans la situation. où toutes les valeurs propres du problè- 
me (23) ne sont pas du même signe. Dans ce cas la convergence de la 
méthode itérative (2) était assurée par la construction d’un jeu spé- 
Cial de paramètres d’itération. Examinons maintenant les méthodes 
itératives de l'aspect (2) dont la convergence avec le choix habituel 
des paramètres d'’itération est assurée par la structure de l’opérateur 
B. Avec un tel procédé de construction des schémas itératifs on a 
déjà eu affaire dans la méthode de symétrisation de l'équation (voir 
ch. VI, $ 4. point 4) ainsi que lors de l’étude des méthodes des moin- 
dres erreurs et des erreurs conjuguées au chapitre VIII. 

Soit l’opérateur P de la forme 

B = (4*)B, (28) 
où B est un opérateur autoadjoint et défini positif arbitraire. En 
guise de l'opérateur D prenons B. Alors DB-1A = A*A, C = 
— B-124%*Ab-12, Si l'opérateur B est non dégénéré et de signe 
indéterminé. alors l'opérateur C est tout de même défini positif. 
En outre, l'opérateur C est autoadjoint dans A. Aussi si ÿ1 et y: 
sont donnés dans les inégalités Y,£ < C < Y:Ë, Y1 > 0 ou dans les 
inégalités qui leur sont équivalentes 


MBSA AS VB, v>0, (29) 
les paramètres 7, de (2) peuvent être choisis suivant les formules de 


la méthode de Tchébychev à deux couches (voir ch. VI, $ 2. 
point f) 


TR TTEpur st BA EM = { cos GE : 1<i<n}, 
k=14, 2 ....n, (30) 
man PTE, Sr: 


On a ainsi le théorème 2. 
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Théorème 2. Soit À l'opérateur non dégénéré. Pour la métho- 
de itérative (2), (28) aux paramètres (30), où y, et y, sont donnés dans 
(29), on a l'estimation 


AVE 
1+VE 
Si les constantes y, et y, de (29) sont soit inconnues, soit qu'elles 
peuvent être appréciées grossièrement, on peut recourir aux méthodes 
itératives du type variationnel étudiées au chapitre VIII. 


Si pour le schéma (2), (28) les paramètres 7, sont choisis suivant 
les formules 


21 
Zn 5 nr || Zo LS; n = Ton Pr 


Ton CT k=0, 1, 


(Awr, rh)? 

où r, — Ayr — f est le résidu, tandis que w, est la correction déduite 

de l'équation Bw, = A*r,, on aboutit à la méthode des moindres 

erreurs (voir ch. VIII, $ 2, point 4). Pour l’erreur z,, comme on le 

sait, on a l'estimation || z, ||; < Poll Zo |lÿ. où p, est défini dans (30). 
Si l’on s'adresse au schéma itératif à trois couches 

Byn+1 = Œn+1 (B — Ta+14) Ya + (1 — Gn+41) Byr-1 + 

+ TrHiGr+f. k 21, 


By = (B — 4) Yo + Uf, Yo EH, 


où l’opérateur B est défini dans (28) et l’on choisit les paramètres 
d'itération @z+1 et Tr+,1 Suivant les formules 


___ (rR, rh) 
DS Que ne FO de 
— (4 Tasi (ne ra) 1 \! — _ 


on aboutit à la méthode des erreurs conjuguées (voir ch. VIII, $ 4, 
point 1). Pour l'erreur de cette méthode se vérifie l'estimation 
nr Îz < 9 | 20 I: 
5. Exemples. Examinons l'application des méthodes construi- 


tes plus haut à la recherche de la solution du problème discret de 
Dirichlet pour l'équation de Helmholtz dans un rectangle 


Ya FYsx, TMy= —f(z), zEo, 


y(2)=8g(), zEy, 
où &w — {x — (ha, ha), 0<i< N,, 0Lj<N:, RN à RE 1 
a = 1, 2}, et y la frontière du maillage «. 
Réduisons le problème (31) à l'équation opératorielle (1). Æ est 
dans le cas considéré l’espace des fonctions de mailles associées à © 
avec produit scalaire 


(u, v)= du(z)v(z)hih», uEH, vEH. 
xEeo 


(31) 


32—01162 
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Définissons l'opérateur R de la façon suivante: Ry = — Ay, y CH, 
y € H et y (x) = y (x), x € ©, où H est l'ensemble des fonctions de 
mailles données sur w et s’annulant sur y, tandis que À est l’opé- 
rateur de différences de Laplace Ay — y- ne L'opérateur À 
s'obtient alors à partir de l'égalité À == R — m“E. L'opérateur R 
étant autoadjoint dans À et possédant des valeurs propres 
(1) (2) (æ) 4 . ,; kaïha 
Àn = À, +AX,, À, = pr Sin° 9] 1<kA<Nc—1, 


= ? 
RE 214 


l'opérateur À est donc également autoadjoint dans H et ses valeurs 
propres u, s'expriment en fonction de À, suivant la formule 
Admettons que m° ne coïncide avec aucun À,. Désignons par À», 
et Àn, les valeurs de À, les plus rapprochées de m* respectivement par 
le bas et par le haut, c’est-à-dire 
mg LM € me (33) 
Dans ce cas l'opérateur À est non dégénéré et de signe indéterminé. 
Pour résoudre l'équation (1) munie de l'opérateur considéré À, 
examinons le schéma itératif explicite (2) (B = E). Si l'on pose 
D = E, l'opérateur DB-'A coïncide avec À et est autoadjoint dans 
H. Le choix des paramètres d’itération peut, dans ce cas. s'effectuer 
en recourant au théorème 1. De (23) il s'ensuit que |” information à 
priori nécessaire est fixée par les extrémités des segments y, vel, 


(3. vi] des demi-axes positif et négatif sur lesquels se disposent les 
valeurs propres de l'opérateur À. 

De (32) et (33) on tire y, = Ô — m°, Ye = Am, — M°, Ya = ÀÂms — 
— m°, y, = À — m°, où 


n? Tha ha 
ô— min À = S + TE Jr A= max An = S TE cos? 
ae get | 
Cherchons maintenant y, y: et la quantité V E qui définit le nombre 
d itérations de la méthode étudiée, de sorte que n > n9 (e) — 


= ]n (2/e)/(2V Ë). A partir des formules du théorème 1 on déduit 
F— (m° ms Àm ) (ms. > m”), | 
| (A — m°) (A + m® — À, — hm), Âm: + Am, < (À + 6), 
PU (nf — 6) Qms + Âms — M — 6),  Âms + Âms > (A + 6). 
Le rapport E = Y1/Ye dépend de m°. Pour se faire une idée sur la 
qualité de la méthode itérative considérée, cherchons la valeur de 
m° de l'intervalle LES À) pour laquelle Ë est maximal. Il vient 


m® = 0,5 (Am, + km): — 
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avec 


VE en )', 


(A—m?}}, 2m <A+6, 
PL PP 2m? > A + 6. 


Si m° est petit, c’est-à-dire si Am et Àm, Sont proches de 6, alors 
1 == 0 (1) et y: = (A — mY=0(— x). Dans ce cas  — O0 (|A |) 
est le RAD Si Àm, et Àm, Sont proches de À, on obtient de nou- 


veau Ë — O (L h |). C'est seulement pour le cas où À,,, et À,, sont 
proches de 0,5 (A + 6) qu'on obtient 


n=0() et 1y2=0 (Fr); 


de sorte que 
E—=O(Ihf). 


Notuns que le schéma aux différences (31) peut être résolu au 
moyen des méthodes directes étudiées aux ehapitres III, IV : soit par 
la méthode de réduction totale, soit par la méthode de séparation 
des variables. Les problèmes aux limites triponctuels obtenus dans 
ce cas doivent être résolus, à la différence du cas m = 0, par la métho- 
de du balayage non monotone. 


$ 2. Equations avec opérateur complexe 


1. Méthode itérative simple. Soit donnée dans l’espace hilbertien 
complexe H l'équation 


Au + qu = f, (1) 


où À est l'opérateur hermitien, tandis que g = q + ig. est un 
nombre complexe. Pour une résolution approchée de l’équation (1), 


« 


passons au schéma explicite à deux couches 
HAUTE (A+ GE) y =f, k=0,1,...; voCH, (2) 


OÙ T = T1 + iTe est un paramètre d'itération complexe. 
On admettra que g, 0, tandis que y, et y. sont lés constantes 


des ‘inégalités 
NE < À LY:E. (3) 


Etudions la. convergence du schéma itératif (2) dans l’espace 
énergétique H (D = E) et cherchons la valeur optimale du paramètre 
d’itération t. En se servant de (1)et (2), écrivons l'équation de l’er- 


3: 
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reur Zy — ÿYr — u sous la forme: 


Try = St, k=0,1,..., S—E£E— x, (4) 
où 
C = À + qE. 
De (4) il vient 


In = S"Zos En 1 IS" || Îl. (5) 


Etudions l'opérateur de passage d’une itération à l’autre. Vu 
que l'opérateur À est hermitien, on a 


C* = A +gE, C*C = CC*, 


autrement dit l'opérateur C est un opérateur normal. Donc l’opé- 
rateur S est également normal. Il est connu (voir ch. V, $ 1, point 2) 
que pour l'opérateur normal S se vérifient les relations suivantes: 


L(Sz, z)| 
(z, zx 


Aussi s’ensuit-il de (5) que le problème du choix du paramètre d’ité- 
ration 7 se réduit à la recherche de ce dernier sur la base de la condi- 
tion du minimum de la norme de l'opérateur S. 

Résolvons ce problème. De (3) il s’ensuivra que 


HS"I=HSI", US|— sup 
x 0 


2 (Cz, zx) x) EQ, 


(x, 2) z) 
= {2 = 2 + a (2 — 2), 0<a<ïi, Z1 = Yi + 9; 
Ze = Ye + 9} 


où ( est le tronçon dans un plan complexe, réunissant les points 
z1 et z. Donc 


ee | (Sz, z)| . 
Il S [| = (x, z) -: | 1 TZ | 


et le paramètre T est recherché sur la base de la condition 
min max | 1—7+z |. 


T  2:E€Q 
Etudions la fonction @ (z) = | 1 — 1z |. Etant donné que les 
lignes du niveau | 1 — +z | — p, sont des cercles concentriques de 


centre au point 1/+r et de rayon R = p,/| t |, pour acquérir la valeur 
optimale du paramètre t — 5, les points z, et z. doivent se trouver 
sur la même ligne du niveau. Par conséquent, doivent se vérifier les 
égalités 

LT — ToZ | = Pos | 1 — ToZe | = Pos 
avec | { — 1,92 | L po pour z € Q. 
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Ecrivons ces égalités sous une forme équivalente 
À — Toze 


_ | Z2— 21 | 
1 — To: 1, 


Po — 
Ze 
[| —— 


Z1 1— Toi 


1— Toïe 
Comme, en vertu de la première égalité, avec la variation de +, le 


nombre complexe 


parcourt le cercle unitaire dans le plan complexe de centre à l’ori- 
gine des coordonnées, p, sera minimal si l'égalité 


1— toc: Ne, | 21 | 
1 — Toz: 21 |zl 
est satisfaite. Cette condition fournit la valeur suivante de "—,: 
| Ze |/2e+ | 21 1/52 
LS Ne Le LS DES 6 
: |211+1221 (6) 


Avec cette valeur t = 7, on a pour la norme de l’opérateur S l’esti- 
mation 
| 22— 21 | = 
NS= = 7? (7) 
en se servant de laquelle on obtient pour l'erreur x, du schéma ité- 
ratif (2) l'estimation 
Zn Ms << P5 1 Zo ls (8) 
Cherchons maintenant les conditions dont la satisfaction donne 
Po << 1. L’inégalité 


2 
2—al=1all À NS Ia l ( (+ El) 141 
étant satisfaite, l'égalité n'étant atteinte qu'avec la satisfaction de 
la condition 


21, z [211 __ 2e 
Dsl Hzil Uzel 121? @) 
on à Po << 1 si (9) n’a pas lieu. 

Dans le cas considéré z, — y, + g et z: — Y, + g. On tire sans 
peine de (9) que dans les deux cas p, << 1: soit g, 0 et y, et y: 
sont quelconques, soit g; — O0, mais alors y, et y, sont soumis à la 
condition (1 + 1) (Ye + q1) >> 0. Posons que par la suite ces con- 
ditions sont remplies. Dans ce cas le processus d’itération (2) sera 
convergent. 


Théorème. Posons que À est un opérateur hermitien et que 
Les conditions (3) sont remplies. Le processus itératif (2) avec le para- 
mètre 


qe fiat 4 Ivehal 
== ET | V1 +9 + Ve +9 
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converge dans H, et pour l'erreur on a l'estimation (8), où 


= [Ve %1 | 
D Im+al+iv:+91 ° 


Remarque. On a résolu plus haut le problème consistant 
dans la recherche du paramètre optimal + sur la base de la condition 
min ne | 4 — +z |, où Q est le tronçon du plan complexe réunis- 

T 2€ 
sant deux points z, et z. On obtient sans peine la solution de ce 
problème également dans le cas où Q est un cercle de centre au point 
z, et de rayon ro << | Z |, c’est-à-dire ne comprenant pas l'origine 
des coordonnées. La solution du problème posé prend la forme 


ro 


” 
| Su | 


1: 


—, Sup|1—Ttoz|—=po= 
+0 2€Q 


Voyons maintenant comment s'applique la méthode construite à 
la recherche de la solution du problème de différences suivant : 
Au—qu=—@{), zEo, 
u (zx) =g(x), zEY q = + ie (10) 
A=Ai+ Az Aou—(aquz )x,, @—=1, 2, 
œ 


où © — {tij — (ii, jhe) EG O<LI<N,OLILNSRONa = lus 
æ —= 1, 2} est le maillage dans le rectangle G — {(0< zx, < 1, 
a = 1, 2}, quant aux coefficients a, (x), ils sont réels et satisfont 
aux conditions 


0<oLa(r)ELc. rE0. (11) 


Dans le cas considéré Æ est un espace des fonctions de mailles à 
valeurs complexes données sur w avec produit scalaire 


(u, v) — 2 u(z)v(xz)hih. 


Le problème (10) s’écrira sous forme de l’équation (1), où l’opé- 
rateur À sera défini de façon habituelle: Ay — —Ay, où y CH, 


y (x) = y (x) pour zE w, y(x) = 0, rEY. 

Pour résoudre l’équation (1) ainsi établie, prenons le schéma 
itératif explicite (2). 

En faisant appel aux formules de différences de Green pour les 
fonctions à valeurs complexes, ainsi qu'aux inégalités (11), on se 
convainc que l'opérateur À est hermitien dans F7, tandis que dans 
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les inégalités (3) 


4  . , 7h 
Le 2 (e2 
= » Re SIN ST 
aœ=i 
2 
CA > Rha 
V2 = C2 > RE Un * 
œ=1 


Si l’on choisit le paramètre d’itération t en conformité avec le 
théorème 3, on aura alors pour l’erreur zx, — y, — u l'estimation (8), 
où p, est défini dans le théorème 3. 

Dans le cas particulier, où 2, = L, = 1, N; = N, = N et q = 
=0 (1), g: —0 (1), on obtient p, —1—0 (N-?). Donc pour attein- 
dre la précision imposée e.il faut accomplir n, (e) = O (1° In +) 
itérations. 


2. Méthode des directions alternées. Examinons de nouveau l’équa- 
tion (1) et posons que l'opérateur À peut se représenter sous forme 
de somme de deux opérateurs hermitiens de permutation À, et À,: 

À = Aj+ 4e Aide = AoA1, Ac = 48, a —=1,2. (12) 
Soient Ô et A les bornes des opérateurs 4, et 4», c’est-à-dire | 
ÔELAQ<LANE, a—=1, 2. (13) 


Pour résoudre l'équation (1), adressons-nous au schéma itératif 
implicite à deux couches (2), où l'opérateur B est donné de la façon 
suivante : 


B = (©&E + A1 + QE) (&E + A: + Q0E), Go — 0,5q, (14) 


tandis que les paramètres t et wo sont liés par la relation t — 20. 
Le schéma itératif analogue a été obtenu au chapitre XI lors de la 
construction de la méthode des directions alternées. Notons que 
pour la recherche de y, on peut recourir dans le schéma (2), (14) à 
l'algorithme suivant : 


(GE + Ci) Yn4ie = (OE — Cyr + f, 
(GE + Ce) Yn+a = (© — Ci) Yn+ipe + f, 
k=0;1,::... 
où, pour abréger les notations, C, — À, + qE, & = 1, 2. 
Passons à l'étude de la convergence du schéma (2), (14) dans la 


norme AH. Profitant de la permutabilité des opérateurs 4, et 4.. on 
obtient l’équation pour l'erreur z4 


Z2R+1 —= S1S 22h; K— 0, 1, . (15) 
Sa =(0E + Co) (HE — Ce), a —=1,2, (16) 
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les opérateurs S1 et S. étant permutables. De (15) il vient 
Zn = S59,20 | Zn 1 K IST IN SS | I Zo Il. (17) 


Apprécions la norme de l'opérateur S€%, &æ — 1, 2. C, étant un opé- 
rateur normal (CéC4 = CoCa, & = 1, 2), l'opérateur S, est égale- 
ment normal. Donc || S& || = || S, ||" et il suffit d'apprécier la 
norme de l'opérateur S, même. 

Comme la norme d’un opérateur normal est égale à son rayon 
spectral (voir ch. V, $ 1, point 2), il s'ensuit de (16) 


_ | @—a 
Sel= max TE |, (18) 


où À, sont les valeurs propres de l’opérateur C,. En vertu des hypo- 

thèses (12) et (13) faites relativement aux opérateurs À,, on obtient 

que À EQ = {2-2 +a(2z — 2), 0 La<L1,2 = Ô + Go 2e = 
— À + q} pour & = 1, 2. Donc, de (18) on tire que 

| w—z . 

I Sa II&max| at (19) 

Posons maintenant le problème de la recherche du paramètre w 

sur la base de la condition du minimum du second membre de l’iné- 


galité (19). 
Considérons l'application linéaire fractionnaire 


w — (o — z)/(o + z)}, © # 0, (20) 


établissant la relation entre les points du plan zet les points du plan 
w. Il résulte des propriétés de la transformation (20) qu'aux cercles 
| w | — p, dans le plan w pour p = 1 correspondent des cercles 
du plan z, tandis qu’à un cercle unitaire correspond dans le plan z 
une droite passant par l’origine des coordonnées. Les points de la 
droite mentionnée possèdent un argument se différenciant de l'ar- 
gument w de +x/2. 

Cherchons dans le plan z le centre et le rayon du cercle corres- 
pondant au cercle | w | = p, + 1 dans le plan w. Pour ce faire, 
exprimons z en fonction de w suivant (20): 


z = © (1 — w)/(1 + w), 


ensuite, en utilisant cette relation, calculons 


1+]w 1? .|_—lt1+lwl 1—w | 
jam tel 4op tip | 
___2lo@l  Jw+lwl?l 
|1—]wl*] [1+w]l 
Comme 


|w+lwl2|=)w+uwlæ|w||—-1+wl =|w||1+wl|, 
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on obtient finalement 


1+lwli ,,_,[-2lwllol 
1— 1] |° [i—lwl*|" 
I1 résulte de ce qui précède qu'aux cercles | w | = p9 1 cor- 
respondent les cercles du plan z de centre au point z, et de rayon À, où 
1 + pi 2Po | © | 
Z = << ©, R=———. 21): 
9 1—pà 1—P6 (21) 


Notons en outre qu’en vertu de l’univocité mutuelle de l'ap- 
plication (20) les égalites 
| &— 2 


© = po<1, |Zz—z|—R (22) 


sont équivalentes. 
Revenons au problème posé. Etudions la fonction 


es. 


ph=lvl=| 


De ce qui vient d’être dit il s'ensuit que les lignes du niveau œ (2) — 
— p, pour ps << 1 sont des cercles de centre au point z, et de rayon 
R, où z et À sont définis dans (21). Pour des p, différents, ces cer- 
cles ne se coupent pas, le cercle correspondant à la plus petite valeur 
de p, se trouvant à l’intérieur du cercle correspondant à la plus 
grande valeur de p,. On en déduit que pour la valeur optimale de- 
© = @o, les points z, et z. doivent se trouver sur une même ligne du 


niveau : 


Oo — 21 . Og— 2e | _ 4 
TE] = po < 1. Oo + 2e = Po< 1, (23) 
l'égalité 
max | os = e 
:€Q O9 += ù 


étant dans ce cas satisfaite. Le paramètre w, doit être choisi sur la 
base de la condition du minimum de ps. 

Cherchons la valeur optimale de w, et calculons p,. De (23). en: 
vertu de (22), il vient 


[20 —41l= Ro 120 —21= Ro, 
1+ p5 2Po | © | 
0 1—p2 0 1 —p 


ou 
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2 ; 
Notons que p, est minimal quand ET l’est. Or cela n'a lieu 
que si l'on exige que l'égalité 
Zoe _ __ Ze | 21 25 
Zo—21 21 |2l a. 
soit satisfaite. En portant cette expression dans (24), il vient 
2P0 Ze — 21 | 


"| 
1408  1z11+12 1° 

De là on obtient sans peine 

y — (1 —po)* _ lnl+lzl=lz-sl 

| 1+ p3 ls11+12l ’ 
V2 = (A+ po} _ 111412214132 _W ( 1=-P0 )° 
2 1+p3 ENESEX Ù V2 
Par conséquent, 


1—VE 1—p$ 


Po — 11VE , 1 + p3 V viY2 
‘et, en outre, 
nn 1+ p$ = @o 
TT Van 


En portant cette expression dans (25), on obtient la valeur 
optimale du paramètre &: 


-—laltliel y 7 
Do Var Tes Mes V Vie (9) 


Ainsi, on a obtenu pour des valeurs optimales de © = &, l’esti- 
mation de la norme de l'opérateur S,: [| Sa [| & Po, & = 1, 2. En 
la portant dans (17), on obtient l'estimation pour l'erreur z, : 

: 1— VE 
MSP zh Po ES (28) 

En résonnant comme dans la méthode itérative simple, on abou- 
tit aux inégalités y, > 0 et po << 1 qui auront lieu dans deux cas: 
Soit pour g: # 0, soit pour g, — 0, mais, toutefois, (ô + 0,5%) X 
X (A + 0,59) > 0. 

On a ainsi démontré le théorème suivant. 


Théorème 4. Supposons les conditions (12) remplies, Ô et À 
des inégalités (13) donnés, et soit q; = 0, soit g, = 0 et (ô + 0,5) X 
X (A + 0,59) > 0. Pour la méthode des directions alternées (2), 
(14), où le paramètre d'itération w = w, est choisi suivant la formule 
(27), tandis que t = 20, se vérifie l'estimation (28), où y, et y, sont 
définis dans (26), tandis que z, = Ô + 0,5q et z3 = À + 0,5q. 
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. « . @O— 5 
Remarque 1. La solution du problème min ma x . 
(a) 2€Q 
où ( est un cercle de centre au point 3% et de rayon ro ||, 
prend la forme 


co 1— VE E — V1 
EL Ve” 


OÙ 1 = 1 — ro/| Zo |, ous |. 


Oo — 29 V YVaVes Po — D x 


Remarque 2. Si au lieu de l’inégalité (13) sont données 
les inégalités ÔLE < A4 AE, à = 1, 2, il faut alors poser dans 
le théorème 4 ô — min (6,, 6e), À — max (A,, A). 


$ 3. Méthodes itératives générales pour 
les équations avec opérateur dégénéré 


1. Schémas itératifs au cas où l’opérateur B est non dégénéré. 
Supposons que dans l’espace hilbertien de dimension finie 4 = H, 
est donnée l’équation 
| Au = f (1) 


possédant un opérateur À linéaire dégénéré. Cette dernière condition 
signifie que l'égalité Au = 0 a lieu pour un certain u + 0. Rappe- 
lons (voir ch. V, $ 2, point 2) l'information se rapportant à la ré- 
solution de l’équation ({). 

Soit ker À le noyau de l'opérateur À. c’est-à-dire l’ensemble des 
éléments u € H pour lesquels Au — 0. Notons par im À, image de 
l'opérateur À, l’ensemble des éléments de la forme y — Au, où 
u € H. On sait qu'il y a lieu des développements orthogonaux sui- 
vants de l’espace Æ en sommes directes de deux sous-espaces : 


H = ker À @ im A*, H — ker A* @ im À. (2) 


Cela signifie que tout élément u LS H peut se représenter sous forme 
deu —=ü+u, où u Eim 4* et u € ker À avec (à, u) = 0. De façon 
analogue, u = à + u, où a EimA et u € ker 4*, (&, u) = 0. 

Soit dans l'équation (1) f = f + f,oùfEim À, fE ker A*. On 
appelle solution généralisée (1) l'élément u € H pour lequel Au = f; 
elle garantit un minimum à la fonctionnelle || Au — f ||. La solution 
généralisée n’est pas unique et se détermine à la précision de l'élé- 
ment ker À près. La solution normale est une solution généralisée pos- 
sédant une norme minimale. La solution normale est unique et appar- 
tient à im A*. 

Notre objectif est de construire les méthodes permettant de recher- 
cher de façon approchée la solution normale de l'équation (1). On 
exigera dans ce cas que la solution approchée, de même que la solu- 
tion normale précise, appartienne à l’espace im A*. 
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Pour résoudre le problème posé, utilisons le schéma implicite 
à deux couches 
BE + Ays = f, k=0, 1, ..s Yo EH. (3) 


TRh+ 


Etudions d’abord le cas de l’opérateur B non dégénéré dans Y. 
Les exigences générales envers le processus itératif sont : 

a) les itérations sont effectuées suivant le schéma (3), l’approxi- 
mation y, € im A*, quant aux approximations intermédiaires y», 
elles peuvent appartenir à A; 

b) la structure concrète des sous-espaces ker À, ker A*, im À 
et im A* n'est pas utilisée au cours des itérations. 

Cherchons les conditions imposées à l’opérateur B, l'approxima- 
tion initiale y, et les paramètres v,, k = 1, 2, ..., n qui garantis- 
sent la satisfaction des exigences formulées plus haut. 


Conditions 1. Soit l'opérateur B tel que 
Bu € ker A*, si u€ker À, (4) 
Bu € im À, si uE€im ÀA*. (5) 
On a le lemme 2. 
Lemme 2. Si pour les opérateurs À et B se justifient les éga- 
lités 
A*B=CA, BA* = AD, (6) 
où Cet D sont des opérateurs quelconques, les conditions (4) et (5) 
peuvent être considérées comme satisfaites. 


En effet, supposons les égalités (6) satisfaites. Si u € ker À, 
alors Au = 0 et, par suite, A*Bu = CAu = 0. Pour cette raison 
Bu € ker A*, et la condition (4) est remplie. Supposons à présent 
que u E im À*, c'est-à-dire que u — A*v, où v € H. Alors on a 
Bu — BA*v — ADv E€ im A. Par conséquent, la condition (5) est 
remplie. Le lemme est démontré. 


Corollaire. Pour le cas de À — A* les conditions du lemme 2 
seront satisfaites si les opérateurs À et B sont permutables: AB — BA. 
Fournissons encore une série de propositions découlant de (4) 
et de (5). 
Lemme 3. Soient les conditions (4) et (5) remplies. Alors 
Blu E ker A, si u€ker A*, (7) 
Blu E im A*, si uEim À, (8) 
et l'opérateur AB”? n'est pas dégénéré sur im À. 
De fait, soit u € ker A* et u =£ 0. Posons v — B-1lu et admettons 


que v € im A*. Alors en vertu de (5) u = Bv € im À. Mais comme 
u = 0 et les espaces im À et ker A* sont orthogonaux, l’hypothèse 
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faite est erronée. Donc v — B-1lu € ker À et (7) est démontré. De 
façon analogue on démontre (8). 

Montrons maintenant que AB-! n'est pas dégénéré sur le sous- 
espace im À. En effet, soit u € im À. Alors en vertu de (8) B-lu € 
€ im A* et, par suite, B-lu | ker À. De là on obtient que AB-lu + 
=£ 0, et donc (AB-lu, AB-lu) > 0. Le lemme est démontré. 

Revenons maintenant au schéma (3) et voyons ce que donne la 
condition 1. En conformité avec le développement de Æ en forme de 
(2), représentons f et y, pour tout k sous l'aspect 


f=f+f, fEimA, f € ker A*, 
Yn=Ur+Yn YrEiMA*, y Eker À. 
En se servant de (9), écrivons le schéma (3) de la façon suivante: 


(9) 


BE + BE Au = f+f, KE=0, 1,... (10) 
R+1 R+1 


A partir de (4) et (5) on obtient que le premier terme du premier 
membre de (10) appartient à im À, tandis que le second à ker A*. 
De (10) on tire donc l’équation 


BE + Aus —f, k=0, 1, ..., yEim 4* (11) 
+ 
pour la composante y, Eim 4* et l'équation 


Ba Th L$ k—0, 1, ..., yEkerA (12) 


Th+1 
pour la composante y, € ker À. 
Cherchons les conditions qui, une fois satisfaites, donnent y, € 
€ im ÀA*. De (9) il résulte que si Un = 0, Yn = y, E im A*. De (12) 
tirons l'expression explicite de y, et égalons-la à zéro. Alors l'exi- 
gence formulée dans a) sera satisfaite. 
De (12) il vient 
: L : _. h+i : 
Yn+1 = Un + Ta+1BT1f = ... =+ 2 T,B"f. 
D'où suivent les conditions 2. 


Conditions 2. Soit y = A*, où y € À, quant aux para- 
mètres T,, k = 1, 2, ..., n, ils satisfont à l'exigence 


S\ T; = 0, (13) 
j=1 


si f EH. Si f L ker A*, la limitation ne joue pas pour les para- 
mètres Tz. 
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Eclairons le choix de l’approximation initiale y,. Vu que pour 
tout @ € H on a y, = A* E im A*, dans le développement (9) on 
a Yo —0 et Yo — Ye. En particulier, en choisissant @ = 0, on oh- 
tient l’approximation initiale y, = 0. 

Ainsi, si les conditions 2 sont remplies, alors y, = y,. Le pro- 
cessus itératif (3) convergera donc et fournira la solution normale 
approchée de l’équation (1) au cas où le processus d'’itération (11) 
Converse: c'est-à-dire si la suite y, converge vers la solution nor- 
male &ü. 

Remarque 1. Les conditions 2 permettent de dégager de 
l'approximation itérative y, sa projection sur im À*, c’est-à-dire 
de trouver y, sans faire appel aux sous-espaces ker À, im À, ker A* 


ou im A*. Ensuite, si l’on sait que 2 tj || B- 1f || est petit, c'est-à- 


dire que || Un | est petit, alors, en en de l'égalité || y, — u || = 


= |lyn —u || + | Yh |, on peut prendre en qualité de solution 
approchée y, et s'abstenir de la limitation (13). Dans ce cas y, Ë 
€ im A*. 

Remarque 2. A la condition que tous les éléments du sous- 
espace ker A* sont connus, on peut se borner à n’étudier que le cas 
de f ! ker A*, en soustrayant, si nécessaire. de f sa projection sur 
ker A*. Si l’on considère le processus itératif non stationnaire 


Boys PE + Ay, = f, k—0, 1, .. Yo = A*, 


Th+1 
et si l’on exige que les conditions 1 soient remplies, où B est rempla- 
cé par B3, k = 1, 2, ..., alors tous les y, € im A* et il n’est plus 


nécessaire d'imposer aucune autre limitation à T4. 


2. Méthode itérative des moindres résidus. Examinons mainte- 
nant le problème du choix des paramètres d'’itération 7, pour le 
schéma (3). On posera que l'opérateur B satisfait aux conditions 1, 
tandis que les limitations imposées au choix de l’approximation ini- 
tiale y, et aux paramètres 7, sont définies par les conditions 2. 

On a montré plus haut que les paramètres 1, doivent être choisis 
sur la base de la condition de convergence du processus itératif (11) 
vers la solution normale u de l’équation (1). 

Etudions le schéma itératif (11). Notons d’abord que l'opérateur 
D = A*A est défini positif sur im A*. En effet, soit u € im A* et 
u = 0. Comme u 1 ker À, alors Au = 0 et, par suite, (Du, u) — 
= || Au IF > (0. L'opérateur D engendre l'espace énergétique Ah 
composé d'éléments im A*, où le produit scalaire se détermine de la 
façon habituelle: (u, v)n — (Du, v), u E im A*, v E im A*. 

““Abordons maintenant le problème: du choix des paramètres: 
T:+1 dans le schéma (11) sur la base de la condition du minimumide 
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I Zx41 llns Où ze41 est l’erreur: 2,41 = Yrs1 — u, Au = f et u 
étant une solution normale de l'équation (1). 
On obtient pour l'erreur 2, € im A* à partir de (11) l’équation 
suivante 
2n+1 = (E —Tr+1B"14) 23. (14) 


De là on tire 
(zn+s [D 2x D 2h41 (AB A2, A2x) + tés |] AB A2 [2 
Notons qu’en vertu du lemme 3 || AB-14z, || >> 0, (42, € im 4). 
Le minimum || z,:, [à est donc atteint pour 
AB-1A:1, Az 2 
LT 7T- EE T-L7 CI (15) 
et est égal à 
= CRAN ARE. 46 
Il AB71 Ag |$ | 4zx [| 
La formule (15) ne convient pas encore pour les calculs, car elle 
renferme des grandeurs inconnues. Transformons-la. En utilisant 


le développement (9), il vient 
Ath = Aÿn —f = Ayx —Î = 78 + f, (17) 
où rx = Ay, — f est le résidu. Vu que f € ker A*, alors, en vertu 
du lemme 3, B-1f € ker À et, par conséquent, AB-14z:, — AB-ir,. 
En portant cette expression, de même que (17), dans (15) et compte 
tenu de l'égalité 4A*f — 0, il vient 
1,4, (Q@ABrn, 7) _ _ _(Awn. rx) 
R4+1 (AB-irx, AB ir»)  (Awr, Av) ? 


zk+11b=p2,,llzx lb. p?,,=1 


(18) 


où la correction w, s'obtient à partir de l’équation Bw, = r4. 
Notons que (18) coïncide avec la formule du paramètre d'itéra- 
tion t;:+1 de la méthode des moindres résidus étudiée au chapi- 
tre VIII pour l'équation avec paramètre À non dégénéré. 
Apprécions maintenant la vitesse de convergence de la méthode 
construite. Multiplions (14) à gauche par'A, calculons la norme des 


parties gauche et droite et, compte tenu de ce que || Az, || = [| zx Iln» 
on aboutit à l’estimation suivante: 
Il Zr+1 ID IE — Ta414BT Im À [2x Ip (19) 
pour tout t:+1. De (16) et (19) on obtient pour tout T4: 
Pn+1 UE — Tr+14B71 [im 4° (20) 


Si l'on note 
Po on IE — TAB" {in a, 
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il s’ensuivra de (16) et (20) une estimation pour l'erreur 


Il Zx+a Un & Po I 2x Ip: (21) 


La notation || S |ImA est utilisée ici pour désigner la norme de 
l'opérateur S dans le sous-espace im À. 
Si po < 1, la méthode itérative (11), (18) convergera dans H;, 
et à partir de (21) on obtiendra que 
Il Zx [lp < all Zo D; k — 0, 1, ... (22) 
Il ne reste qu’à subordonner le choix des paramètres 7, à la condi- 
tion (13), si f 0. Procédons pour cela de la façon suivante. Effec- 
tuons, suivant le schéma (3), (7 — 1)-ième itération en choisissant 
Yo — A*o, où p E À, et en se servant pour les paramètres t,41, 
k — 0,1,..., n — 2, de la formule (18). Effectuons encore une 
itération en choisissant 
n—1 
Tn = — > Ty. 
J=1 


La condition (13) est alors satisfaite et, par conséquent, y, = ÿn. 
Apprécions maintenant la norme d'erreur z, — ÿ, — u dans Hp. 
Comme y, = ÿyn, de (11) il vient 
Un = Yn-1 — TB”! (Ayn-1 71) —Yn-1 —TnB1Azn-s. 
De là : : 
Zn = 2n-1 —TnB 7! A5n-1 
et, après multiplication par À, il vient 
Aïn = (E — 1,AB°1) Az. 
En calculant la norme, on obtient l’estimation 
Î Zn IPES Il E — Th AB”1 [lim A Î Z2n—1 |LD- 

En y portant (22) et compte tenu de ce qu’en vertu du choix de y, 
on a l'égalité yo = Yo, on obtient 

Un —u ND SE — Th AB lim A Po 1 Yo — 4 |Ip- (23) 
Examinons des cas particuliers. 


1) Soit B = E, l'opérateur À étant autoadjoint dans Æ. y, et 
Y. sont les constantes des inégalités 


Ÿ1 (x, x) < (Az, x) < Ye (x, x), Yi > 0, Az E 0. (24) 


Dans ce cas les conditions 1 sont remplies. 

Cherchons p, et apprécions la norme de l'opérateur dans (23). 
L'opérateur À étant autoadjoint dans 7, en utilisant (24), on abou- 
tit à 

Au, u 
And le max |1—Té |. 


LE —TA [lima= Sup |1—7T (u, u) 
Au 0 , VIS Ye 
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On s'est déjà heurté au calcul du maximum mentionné et au choix 
de + sur la base de son minimum au chapitre VI lors de l’étude de la 
méthode itérative simple. On a alors trouvé que 


: 1—# Vi 
min max |{—tTt|—-p=-—— =—, 

À ed Po 148 9 ë 
Ainsi, p, est obtenu. Ensuite, avec B = E, la formule (15) du para- 
mètre t:+, S’écrit sous la forme 

__ (4x, 2) 
TH (Az, Az) ? 

Vu que À — A* et y, > 0, les inégalités (24) sont équivalentes aux 
inégalités suivantes (voir ch. V, $ 1, point 3): 


V1 (4x, z) < (Az, Az) < y: (47, 2), Az 0. 


Pour cette raison les pes T, pour 4 Sn — 1 vérifient les 
inégalités 1/y, < Tr < 1/y1. . . on tire l'estimation 


z — Az, Eim À. 


0<T,— $ yET— (25) 
j= 1 


Apprécions la norme de l’opérateur dans (23). Compte tenu de (24) 
et (25), on obtient 
IE —ThAima< max |[1—tt|— 

Va 


11 + (nr —1) Hi (m1) LR, 
Portons cette estimation dans (23) et l’on trouve 
— 4 à — 
Non 8 opt [14 (m0 SE li yo— un. (26) 


2) Soient B = B*, À = A* et AB = BA. 7, et y, sont les 
constantes des inégalités 


V1 (Bz, x) < (47, x) L'Y: (Bz, 2), Mm>0, AzZO0. (27) 


Dans ce cas les conditions 1 sont satisfaites, l'opérateur AB -! 
est autoadjoint dans Æ et l’on peut montrer que pour l’erreur de la 
méthode (3), (18) se justifie l'estimation (26). 

3) Posons que les opérateurs B*A et AB* sont autoadjoints dans 
H, yÿ1 et y: étant les constantes de (27). Dans ce cas, en vertu du 
lemme 2, les conditions 1 sont satisfaites. En outre, l'opérateur 
AB”? sera autoadjoint dans H. On peut montrer que dans ce cas 
l'estimation (26) joue également. 


3. Méthode à paramètres de Tchébychev. Voyons maintenant les 
méthodes itératives (3) dont les paramètres 7, sont choisis en se 
servant de l'information à priori sur les opérateurs À et B. 


31 —1t62 


544 MÊTHODES DE RÉSOLUTION DES EQUATIONS [CH XII 


Introduisons d’abord certaines propositions auxiliaires qui nous 
seront nécessaires dans l'exposé ultérieur. 


Lemme 4. Soient satisfaites les conditions 


A=A*>0, B—=B*>0, AB = BA (28) 
ainsi que données les constantes y, et y, dans les inégalités 
" "(Bz, zx) L (Az, z) L'Y: (Br, 2), M>0, Az #0. (29) 


Notons par D l'un des opérateurs À, B ou AB”? À et définissons sur le 
sous-espace im À l'opérateur C 


C = D-1° (DB-1A) D-W#2. 


L'opérateur C est autoadjoint dans im À et vérifie les inégalités 
DL (x 2) < (Cz, 2) LY:(&, 2), x E im À. (30) 


En effet, de (28) et du corollaire du lemme 2 on déduit que les 
conditions 1 sont satisfaites. Ensuite, l’opérateur D est autoadjoint 
dans À et défini positif sur im À. A titre d'exemple démontrons que 
l’opérateur D — AB-'A est défini positif. Posons u € im À etu # 0. 
Comme (Du, u) = (B-‘Au, Au) et l’opérateur B-! est défini positif 
en vertu du fait que l'opérateur À est borné et défini positif, (Du. u)> 
> 0, et ne peut s’annuler que si la condition Au = 0 est satisfaite. 
Or cela contredit les hypothèses faites. 

L'opérateur D étant une application de im À sur im À, il exis- 
te alors un D-1/* qui est également une application de cet espace 
sur lui-même. On peut donc définir sur im À l'opérateur C mention- 
né dans le lemme. Le passage de (29) à (30) se démontre également 
de la même façon que cela a été réalisé au chapitre VI, $ 2, point 3. 
Le lemme est démontre. 


Lemme 5. Supposons que soient remplies les conditions 
B*A — A*B, AB* = BA* (31) 


et données 7, et y, dans (29). Posons C1 = AB”tet C; — BA. Les 
opérateurs C\ et C, sont autoadjoints dans H et vérifient les inégalités 
Ya (x, 2) (Cr, à) LV: (Z, 7), M >0, zE im À, (32) 

V1 (@ 2) < (Cor, Z) K'Ve (2, 2), M > 0, x E im A*. (33) 

Le fait que les opérateurs C, et C, sont autoadjoints s’ensuit de 
(31). Montrons-le pour l’exemple (32). Examinons le problème sur 


les valeurs propres 
AB —v=0, veH. (34) 


L'opérateur AB-! étant autoadjoint dans A, il existe alors un systè- 
me orthonormé des fonctions propres du problème (34) {u,, ue, . .. 
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. Ups Up+s + - +, Un}. Soient 01, ..., vh les fonctions corres- 
pondant à la valeur propre À = 0, et vh+1, . .., VN Correspondant 
aux valeurs non nulles de À. On voit sans peine que v; € ker A*, 
1<i<p,w EimA,p+1<i< N et, en vertu du dévelop- 
pement de À en sous-espaces (2), les fonctions v,+1, . . ., Un Cons- 
tituent une base dans im 4. On a alors pour x € im 


N N 
z= D ann Cix= D Man, 
R=p+1 A=p+1 


et en vertu de l’orthogonalité des fonctions propres 


N N 
(x, z)— ” af, (C1t, r)= > RUTE 
k=p+1 R=p+1 


On obtient de là les inégalités 
min AÀ1(z, x) <(C4z, x) max Àr(x, x). 
PH+ISREN PHISASN 
Il reste à trouver les valeurs propres minimale et maximale cor- 


respondant aux fonctions propres du problème (34), appartenant 
à im À. Ecrivons (34) sous la forme 


Aug — Bu, =0, p+1<k<N, (35) 


où uy — B'lv, E im A* et, partant, Au, = 0. En multipliant scalai- 
rement (35) par u, et utilisant (29), on obtient que 


min À =, Max À == Yo. 
P+ISASN PHISASN 
Les inégalités (32) sont démontrées. La justesse de (33) s’établit de 
la même façon. Le lemme est démontré. 
Revenons maintenant au problème du choix des paramètres d’ité- 


ration pour le schéma (3). Compte tenu des conditions 2, écrivons ce 
dernier sous la forme suivante: 


BARRE + Ay=f, yoEA*p, DT=0. (36) 


Th+1 j=i 

Si les conditions 1 sont satisfaites, les paramètres t, doivent 
être choisis sur la base de la condition de convergence du schéma (11) 
avec la restriction susmentionnée concernant la somme +; 

Examinons l’équation (14) de l'erreur du schéma (11). Si les 
conditions du lemme 4 sont remplies, alors, en posant dans (14) 
2, = D-Vx,, où D est l’un des opérateurs du lemme #4, on obtient 
l'équation suivante pour l'erreur équivalente : 


Th+1 —_— (E Fr Tr+1C) Th: k — 0, 1, ._. Th € im A. (37) 


L'opérateur C est également défini dans le lemme 4. 
33° 
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_ Si les conditions du lemme 5 sont remplies, alors, en posant 
Bz, = zx où AZ, = 24, on obtient l’équation 
Th+1 — (E — Tr+101) Th k = 0, 1, +... Th € im À. (38) 
Dans ce cas [| zx || = || x ll», où D = B*B ou A*4. Si l'on pose 
Zk = Th, On obtient l'équation 
Th+1 — (E — Th+1Ce) Th; k = 0, d. ee) TR € im A*, (39) 
et dans ce cas aussi |[|z, || — || zx ll», où D = E. Les opérateurs 
C; et C: sont définis dans le lemme 5. 
Ainsi, dans tous les cas considérés on a obtenu l’équation de la 
forme 
Th+1 — (E in Tk+10) Th k — 0, 1, ... TR € H; (40) 
dans le sous-espace },, de plus, en vertu des lemmes 4 et 5 l'opéra- 
teur C est autoadjoint dans },, agit dans F, et satisfait aux inéga- 
lités 
Vi (&, 2) < (Cz, 2) KV: G, 2), m>0, rE AH, (41) 
où . et y. sont empruntés des inégalités (29). 
De (40) on tire 


(E — TC) Lo» (42) 


Th = 
j 


Men RU Pa (CZ Pa (C)= Î (E 7,0). 


Compte tenu de ce que C est autoadjoint, ainsi que des inegalités 
(41), il vient 
I Pr (CIS max |P, (4). 
VIS Ys 


On voit sans peine que 


D T= — P} (0), 
J=1 


aussi le polynôme P, (t) est-il normé par deux conditions 
P, (0) =1, P,(0) = 0. (43) 


On aboutit donc au problème de construction d’un polynôme de 
degré 7x satisfaisant aux conditions (43) et s'écartant le moins de zéro 
sur le tronçon 0 << y, < {  y:. La construction d’un tel polynôme 
résout complètement le problème du choix des paramètres d'itéra- 
tion t, pour le schéma (3). 

La solution exacte de ce problème nous est inconnue. On en don- 
nera une autre solution. Comme dans la méthode des moindres rési- 
dus examinée plus haut, on maintiendra l’arbitraire dans le choix 


ñn 
des paramètres T, Ts, - - ., T1, tandis que la condition À t, = 0 
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sera satisfaite par le choix de T, suivant la formule 
n— 1 

ft T e 
mt 


Tan = — 
De (42) on obtient l'estimation suivante: 
n—1 
[an SU Pas (OUUE— TC Sol Paa(o)= [l (EC). (44) 


Choisissons maintenant les paramètres T,, Te, . . ., Tn-1 Sur la base 
de la condition du minimum de la norme du polynôme opératoriel 
P, 1 (C). Vu qu'aucune limitation supplémentaire n’est imposée au 
polynôme P,.;, (©), la solution du problème posé prend la forme 
(voir ch. VI, 


 _ (Q2i—1) x Te 
Dent ua En {eos Pr , iSi<n—1}, (45) 
k—=1,2,..., nr — 1, où sont Hot les notations 
os —E ue 
LÉ TE TS Po— 1+8 E= Ve | 


Dans ce cas 


Pau(t)=qnTnn (=), [Pan (C)N<gns (46) 
où T'h_1(x) est le polynôme de Thébychev de première espèce de 
degré n—1, 
qu =2p#/(1+ 02), pi=(1—VE)/(1+ VE). 
Il ne reste qu’à trouver l'expression explicite de t,. De (46) il 
vient 


n—1 
=) = Pna()=—-e que (E), (47) 
ji 


où U,-, (x) est le polynôme de Tchébychev de seconde espèce de 
degré z — 2. On a utilisé ici la relation TT, (x) = mU,,_, (x). Cal- 
culons U, _. (1/p,). Comme ps << 1, alors de la forme explicite de 
U,,-, (x) (voir ch. I, $ 4, point 2): 


Em à Vis PES =) (1) 
Dna(e)= EVE EVE. [z| 1, 


on obtient finalement après des calculs simples 
4 2 4 _ pin Po | 
| (5)= T2 Vi—P3 
Portons cette expression dans (47) et il vient 
__(n—1)7To 1— pt 


Tan = 7 at 
n er: —p} 1+ pit 4 Lo-D - 


(48) 
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Compte tenu de ce que C est autoadijoint, ainsi que des inégali- 
tés (41), de la formule (48) et de l'égalité toye = 1 + po, il vient 


IE —T,CIS max |[1—T,t| = 1—7T,y — 


SILY: 
1 — (1-1) 
1401) 8e net +1) 7 ER, (40) 


En portant (49) et (46) dans (44), on obtient l'estimation suivante 
de la norme de l’erreur équivalente x, : 


IS (1+0—1 7/18 ) Pa) qu ll ol 


à la condition que les paramètres T1, Te, .- .- -, T Soient choisis sui- 
vant les formules (45) et (48). 


Théorème 5. Posons que les paramètres d'itération %:, k = 
= 1, ..., nr, pour le schéma (3) sont choisis suivant les formules (45) 
et (48) et que yo = A*y. On a dans ce cas pour l'erreur l'estimation 


Nue —àlnE (1-+(0—1) LR ) qu 1 vo — % os 


où ü est une solution normale de l'équation (1), tandis que D se définit 
de la façon suivante: D — À, B ou AB71A, si les conditions du lem- 
me 4 sont remplies: D — B*B, A*A ou Ë, si les conditions du lemme 5 
sont remplies. L'information à priori pour la méthode à paramètres de 
Tchébychev est constituée par les constantes 7, et y, des inégalités (29). 


$ 4. Méthodes spéciales 


1. Problème discret de Neumann pour l’équation de Poisson dans 
un rectangle. Sur l'exemple du problème mentionné montrons l'ap- 
plication du schéma itératif à opérateur variable B, à la résolution 
de l'équation avec opérateur À dégénéré. 

Supposons qu'il s’agit de trouver la solution de l'équation de 
Poisson dans le rectangle G = {0<z, < le, & = 1, 2} 


od?u ô?u 


Oz? 7e HE ôz2 = —œp(z), zEG, (1) 


satisfaisant aux conditions aux limites suivantes: 
ou 


ÔTa = — £a (ze), Za = 0, B=3—a (2) 
ô 
— Fe = — Lia(Ts), Ta =les A—=1Â, 2. 
Sur le maillage rectangle © = {r; = (un jh) EG, 0<i< M, 


OLj< Ne, hoNa = las & = 1, 2} au problème (1), 0) . asso 
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cié le problème de différences suivant: 
Ay=—f(x), zEo, 


2 2 (3) 
A=AtA, fo) =9()+ rm) + pa(2), 
où 
2 
Ra “a Ta =0, 
Acy = EX” Ro Ta la — has 


2 
7 Je: Ta — 17 
ha **æ (4) 
Ex (zs), Ta — 0, 
Pa(z)= 4 0, Ro Ta la — has 
E+a (xs), La = lee 
L'espace H est composé des fonctions de mailles associées au 
maillage avec produit scalaire (u, v) = Yu (x) v (x) fix (x1) fie (ze), 


k xEw 
où À, (ze) est le pas moyen, 


ki (zs)= Ra Ra Ta la — ho 
05h, Za=0,ler a=1, 2. 
Définissons l'opérateur À comme une somme d'opérateurs 4; et 4, 
où À, = —A,, a = 1, 2. Le problème (3) peut alors être écrit sous 
forme d'équation opératorielle 
Au = () 


avec opérateur À mentionné. 

Notons les propriétés suivantes des opérateurs 4, et 4.. Les 
opérateurs À, et 4, sont autoadjoints dans Æ et permutables, au- 
trement dit 

Ac = À; = 1,2, ÀA,4, = A,4:. 


Ces propriétés permettent d'utiliser la méthode de séparation des 
variables et de résoudre le problème sur les valeurs propres de l’opé- 
rateur À: Au — Àu. En agissant de façon analogue que pour le 
problème de Dirichlet étudié en détail au point 1, $ 2, ch. IV, on 


obtient la solution du problème sous forme de 
4 . > kan 
Mk = À HA Me = pr sin? Ne ’ ke =0, 1, ...: Nos 


Lune (i, j)=ux (jui (), 0OSRSNe a—=1, 2, 
cos, 1SESNa—1, 
uf®) (m) = - : 


Vos tete, ke—=0,N,, aœ—1, 2. 
œ 
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De plus, on a 


AcUhk, — ME aka Alnk, Te Anh lhirse 


Il en résulte que l'opérateur À possède une simple valeur propre, 
égale à zéro, à laquelle correspond la fonction propre Lo (à, j) = 
= 1/V Li. Cette fonction compose la base dans le sous-espace ker À. 
Les fonctions p;,». (i, j) pour 0 << k < N4 et k1 + ke 5 O0 cons- 
tituent la base du sous-espace im À. 

Pour résoudre l'équation (5), considérons le schéma itératif de la 
méthode des directions alternées 


Bpes ER + Aus =f, k=0, 4, .. YEAH, 


(6) 
Br= (oi E+A4,) (of E+ 242), Tor Ho. 


Pour ne pas imposer à {t,} et aux opérateurs {B,} des restrictions 
supplémentaires liées aux choix de la composante ÿ, € im À, exi- 
geons que le second membre f soit orthogonal à ker 4. Si f ainsi fixé 
ne satisfait pas à cette condition, remplaçons-le dans (6) par f, = 
= f — (f, Loo) Hoo- 

Notons que, pour tout k, les opérateurs B, et À sont permutables. 
Aussi en vertu du corollaire du lemme 2 les conditions 1 seront-elles 
remplies (il faut y substituer à B l’opérateur B,). En outre, en vertu 
du lemme 3, l’opérateur B;! est une application de im À sur im À. 

Profitons des faits constatés à des fins d'étude de la convergence 
du schéma (6). Vu que f € im À, alors, en admettant que y, € im À, 
on obtient de (6) que 


Yr+1 = Ur — Tht1Brt1 (Ayx — À) E im À. 


Aussi si l’on choisit y, = 0, yo E im À constituent-ils, pour tout 
k=> 0, des approximations itératives de y, € im A. Par conséquent, 
le schéma (6) ne peut être considéré que par rapport au sous-espace 
im À. 

En étudiant la convergence du schéma (6) dans im À suivant la 
norme de l’espace H >, on peut prendre en guise de D l’un des opé- 
rateurs Æ, À ou A*. Chacun de ces opérateurs sera défini positif 
dans im À. Le mode d’étude de la convergence du schéma (6) est le 
même que celui utilisé au chapitre XI lors de la construction de la 
méthode des directions alternées au cas de non-dégénérescence. Aussi 
-imitons-nous à la formulation du problème de meilleur choix des 
paramètres en laissant tomber tous les calculs nécessaires. 
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Les meilleurs paramètres w$! et w$® pour le schéma (6) doivent. 
être choisis sur la base des conditions 
n 

OP —z pf—y 


or of +y Li. 
où G—QUGUQs, QU Lr<AN, AP KYLAR}, 
Q={ALILAN, y=0} et Q—={r=0, A LKy<AR} 


Dans ce cas pour l’erreur z, = y, — u, où u est la solution normale 
de l’équation (5), se justifie l’estimation 


[Zn lo < On | Zo lp. 


Notons que pour l’exemple considéré la condition de l'orthogo- 
nalité de u à ker À s'écrit sous forme de (u, 1) — 0. Toute autre 
olution de l’équation (5) diffère de la solution normale u d’une 
fonction égale à une constante sur le maillage w. Pour cette raison 
l’une des solutions possibles du problème (3) peut être séparée en 
fixant la valeur de cette solution dans l’un des nœuds du maillage w. 

Le problème des paramètres, formulé plus haut, diffère de celui 
étudié au $ 1, ch. XI, mais peut y être réduit au moyen de quelques 
simplifications et au prix de la diminution de la vitesse accessible 
de la convergence de la méthode itérative. Notons 


min max | 
{w ;} x, vEQ 


ô 
ô—minA®, A=maxA@, n=— 
es 1 ps Na n A ? 


X= + of = 0$?, j=1, 2,...,n. 


En utilisant ces notations et la structure du domaine Q, on est en 
mesure de formuler le problème du choix des paramètres ainsi: 
choisir x, 1 < j L nr, à partir de la condition 

n 


min max fra(u, x)|—=pr, rn(u, x) — Il 
{x;) n<u<1 


Hj—u 
Xj+u° 
j=1 

Avec cela, apparemment, Ppy >> Pa. 

C'est justement le problème qui a été étudié au $ 1 du chapi- 
tre XI. Rappelons qu’on y a obtenu les formules de x}, et les nombres 
d’itérations rz = n,9 (e) qui garantissaient la réalisation de l'inégali- 
té pÿ Le. Vu qu'il s’agit ici d'obtenir l'estimation p, < &, il nous 
faut à cet effet substituer e° à e dans les formules de x; et n, (£) du 
chapitre XI. Alors pour l'erreur de la méthode (6) se vérifiera l’esti- 
mation || Zn [In  & |] Z ||. Donnons l'aspect de l’estimation pour 


le nombre’ d’itérations : r > no (€), Ro (e)=—< In in +. A titre 
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Fe: si Ll = =! o h; = hs — é. on à 

+ sin? LT. A = +, n=sin, no(e)=O(Inhlne). 
Donc, re es problème de Neumann la méthode des directions alter- 
nées, tout en ayant l’estimation du nombre d'itérations du même 
ordre qu’au cas du problème de Dirichlet, exige de fait deux fois 
plus d’itérations. 

Notons que puisque les paramètres d’itération x; satisfont à l’esti- 
mation (voir $ 1. ch. XI) n < x; <1, les paramètres wj” et of” 
APRAPMERRSRE à l’intervalle (6, A). Pour cette raison, les opérateurs 


&E + À, sont définis positifs dans H et, pour les inverser, on- 
peut recourir à l’algorithme ordinaire du balayage triponctuel. 


2. Méthode directe pour le problème de Neumann. Voyons à pré- 
sent comment s'applique à la résolution du problème de différen- 
ces (3) la méthode directe, constituant une combinaison de la métho- 
de de séparation des variables et de la méthode de réduction. Rappe- 
lons que cette méthode a été construite au point 2, $ 3, ch. IV, pour 
le problème aux limites suivant: dans le domaine G est donnée 
l'équation (1), aux côtés r, = 0 et x, = l, sont imposées les condi- 
tions aux limites (2) et aux côtés z, — 0 et x, = L,, au lieu des con- 
ditions de seconde espèce (2), sont imposées les conditions aux limites 
de troisième espèce 


ou 
Dm "1 — 8 (z1), zx, =0, 


ou 
5e, —AHil— tam), =, 


où x-, et «+, sont des constantes non négatives qui ne s’annulent 
pas en même temps. Le problème de différences correspondant ne 
diffère du problème (3) que par la définition de l’opérateur A,. Là, 
on a eu affaire à l'opérateur A;: 


2 
h (Yx, — X-1ÿ), Zi =0, 
1 
Ay= | T= hr, Lli—ha, 


X1X1? 
7 (—Ys —%XHy), Zi=td. 


L’exigence de la non-annulation simultanée de x, et x, garantissait 
la solubilité du problème de différences et l’unicité de la solution. 
Dans l'algorithme de la méthode cette exigence n'était utilisée que 
lors de la résolution des problèmes aux limites triponctuels pour les 
coefficients de Fourier de la solution cherchée. C’est pourquoi, pour 
la résolution du problème (3), on peut formellement se servir de 
l'algorithme mentionné au point 2, $ 3, ch. IV, en y posant x_, — 
= X41 — Ô et de discuter séparément la question des solutions 
apparaissant dans les problèmes aux limites triponctuels. 
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Revenons au problème (3). On admettra que f 1 ker À, c'est-à- 
dire qu'on a (f, 1) — 0. Le problème est alors résoluble, la solution 


normale w est orthogonale à ker À, tandis que l’une des solutions pos- 
sibles peut être séparée en fixant sa valeur dans un nœud du mailla- 


ge ©. Dans l'algorithme étudié la séparation d’une des solutions pos- 
sibles peut s'effectuer de façon commode, en fixant dans le nœud non 
pas la solution elle-même, mais un des coefficients de Fourier. 


Soit y (i, j) la solution du problème (3). La solution normale v s'ob- 
tient alors suivant la formule 


u=y—(y, Loo) Moo  Loo (ë, j) = 1/Ÿ lil. (1) 
Fournissons à présent l’algorithme de la méthode directe de résolu- 
tion du problème de Neumann (3) pour l’équation de Poisson dans un 
rectangle. 
1) Pour 0< i< N, on calcule les valeurs de la fonction 
@ (ë, j) = 
(2{f(, 0)+f(i, 1)]—hSAf(, 0), j=0, 
fG, 2j —1)+f(i, 25+1)+2f(i, 2j) —hiAif (à, 2j), 
= 1SiSM—1, 
21f(G, N2)+f(, No—1)—hA (GE No), j= M, 
Lt —= H+i — 0. 


2) Suivant l'algorithme de la transformation rapide de Fourier, 
on calcule les coefficients de Fourier de la fonction  (i, j): 


M; 
| sus kaTtj | 
za, (à) = D pp (i, j) cos Me 0LkhEMa 0Li<Ny 
j=0 


3) On résout les problèmes aux limites triponctuels 
D Wp, (à) — hiAawn, (i) = hésa,(i), O<Ki<Mi, 
2 


4 cos? D ya, (5) — REAsya, (0) = un, (i) OS N 


4 sin° 


(8) 


pour 0 k:< M2, et finalement on trouve les coefficients de Fou- 
rier y, (à) de la fonction y (i, j). 

4) Suivant l'algorithme de la transformation rapide de Fourier, 
on obtient la solution du problème sur les lignes paires du maillage wo 


M: 
à : koTi 
y(i, 2j)= D pa, va, ()cos ET. 
Ra=0 d 


OKi<Mx O0Ki<N:, 
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et l’on résout les problèmes aux limites triponctuels 
2y (, 2j — 1) — hiAiy (Gi, 2j — 1) = 


0<i< M, 1< j< M: 
pour obtenir la solution sur les lignes impaires. 
On utilise ici les notations 


M:=0,5N;, ts dre 


0,5, j=0, M,;, 


l'opérateur A. est défini dans (4) et l’on admet que W. est la puissan- 
ce de 2. Le nombre d'opérations de la méthode décrite sera égal 

à O (N° log, N) pour N=N:=N. 

La séparation d’une solution de l’ensemble des solutions du 
problème (3) dans l’algorithme donné se réalise de la façon suivante. 
De tous les problèmes aux limites triponctuels qu’il s’agit de résou- 
dre seul le problème (8), pour k: — 0, possède une solution non 
unique. La séparation d'une des solutions permet de résoudre le 
problème posé. Le problème de différences (8) pour k; — 0 prend la 
forme 

Auvo ) = — 2 (), 0<i< Ni, 
ou 
(woh.. = —2o(i), 1<i<Ni—1, 


Fe (Wa = —%0(0),  i=0, (9) 


2 s 
— 7e (Wo)z, = — 20 (Ni), i= N;. 


On montre sans peine, en utilisant l’orthogonalité de f (i, j} 
à Moo (&, j), que la fonction de maille z, (i) est orthogonale à la 
fonction Lo (à) — 1/V L au sens de produit scalaire 
nr 


(u, v); 2 u (z;) v (xs) hi (xs). 


Comme u, (i) est une base dans le sous-espace ker A;, le problème (9} 
admet donc des solutions. Séparons une des solutions, en fixant la 
valeur w, (i) pour un certain i, 0< i< N;. Posons, par exemple, 
Wo (V1) = 0 et éliminons de (9) la condition aux limites pour i — 
— N.. Le problème de différences obtenu après une telle substitu- 
tion se résout facilement par la méthode du balayage. 

Après avoir trouvé l’une des solutions y (i, j) du problème (3) 
à l’aide de l’algorithme décrit plus haut, on détermine la solution 
normale ü, si c’est nécessaire, suivant la formule (ÿ). 

Pour conclure, notons que le mécanisme analogue de séparation 
d’une des solutions possibles de leur ensemble peut être mis en œu- 
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vre également dans la méthode de réduction totale, si cette dernière 
est utilisée à la résolution du problème de Neumann. 


3. Schémas itératifs avec opérateur B dégénéré. L'existence de 
méthodes directes d’inversion de l’opérateur de Laplace dans un 
rectangle pour le cas de conditions aux limites de Neumann autorise 
d'utiliser ces opérateurs en guise d’opérateur B dans des schémas 
itératifs implicites lors de la résolution des équations dégénérées. 
Comme dans ce cas l’opérateur B est dégénéré, il faut de nouveau 
étudier le problème de choix des paramètres d’itération. 

Examinons les méthodes itératives de résolution des équations (5) 
avec les hypotèses suivantes: 1) l'opérateur À est autoadjoint et 
dégénéré ; 2) le noyau de l’opérateur À est connu, c’est-à-dire que la 
base est donnée dans ker À ; 3) le second membre f de l’équation (5) 
appartient à im À, c'est-à-dire f — f € im À. Cette condition est 
remplie sans peine, parce qu’on connaît la base dans ker À. La solu- 
tion normale à de l'équation (5) est, dans ce cas, classique, elle satis- 
fait à la relation 

Aù = f. (10) 
Notons qu’en vertu du fait que l'opérateur À est autoadjoint, on 
a le développement orthogonal suivant de l’espace H: 


H = ker A ŒimA. (11) 


Pour résoudre l’équation (5), considérons le schéma implicite à deux 
couches 
BE + Ayr = f, k=0, Ly-suss Yo EH, (12) 
avec opérateur B dégénéré. Le problème consiste à trouver, à l’aide 
de (12), l’approximation de l’une des solutions de l'équation (5). 
Formulons maintenant les hypothèses complémentaires sur les 
opérateurs À et B. Supposons B autoadjoint dans H et ker B = ker À. 
En outre, soient remplies pour tout x € im À les inégalités 


Yi (Bz, 2) < (Az, Z) L Vo (Bz, z), Yi > 0, Az=Æ0, (Bz, x) >(. (13) 


Notons qu'à partir des conditions B — B*,ker B — ker À et de (11), 
il résulte la coïncidence de im À et im B. 

Etudions le schéma (12). En accord avec (11), représentons y 
sous forme de somme 


Yn=Yn+Un VYREiMA, yrEkerA. 
De (12) on obtient l’équation suivante pour ÿ:+1: 
Byr+1 = Pa; (14) 
OÙ Pr — Byr — Tr+1 (AYr — f)- 


Vu que f € im À et im B = im À, on a q, € im À pour tout yz. 
Par conséquent, y, ! ker B, et l’équation (14) possède un ensemble 
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de solutions dans le sens habituel, tandis que sa solution normale 
Yr+1 Satisfait à l'équation 


Byÿn+1 = Pr (15) 
Notons qu’en vertu de l'égalité By, = AYk = 0ona 
Pa = Byr — Th+1 (AYr — f). (16} 


La composante y, de l’approximation itérative yz, y E ker À n’exer- 
ce pour cette raison aucune influence sur y:+1. D'où il résulte qu’en 
résolvant l'équation (14), il suffit de trouver une solution quelconque 
et ce n’est qu'après l’accomplissement des itérations de calculer la 
projection y, sur im À, c’est-à-dire de trouver y,. 

Examinons à présent la question du choix des paramètres d'ité- 
ration t,. En vertu de ce qui a été dit plus haut, il faut procéder au 


choix de manière que la suite y, tende vers la solution normale v de 
l'équation (5). De (10) (15) et (16) on obtient le problème suivant 
pour l'erreur 2, = y, — U: 

Biznz1 = (BP — Try À) 21, k = 0, 1, ..., (17) 


où 2, E im À pour tout k:> 0. 

Vu que dans le sous-espace im À les opérateurs À et B, en vertu 
de (13), sont définis positifs, le schéma (17) peut être étudié, sous le 
rapport de la convergence, comme on le fait habituellement d’après 
la norme de l’espace énergétique H», où D — À, B ou AB-1A. 
Comme dans ce cas l'opérateur DB-!A est autoadjoint, les paramè- 
tres T7, peuvent être choisis suivant les formules de la méthode itéra- 
tive de Tchébychev (voir $ 2, ch. VI) 


(2i—1) nr 
2n 


2 _ 1—È _1—VE _ù 
TV SE 146 — 14 VE = Y2 ce 
n>n(e) = In (0,5e)/In p:, 


en utilisant y, et y, des inégalités (13). Alors pour l'erreur z, se vérifie- 
ra, après x intérations, l’estimation 


Zn IDE |] 20 [lD- 

L'idée de l’étude des méthodes itératives avec opérateur PB dégé- 
néré est la suivante. Si l’opérateur B est tel que la recherche de la 
solution de l’équation (14) s'avère plus simple que de l'équation de 
départ (5) et le rapport £ n’est pas trop petit, ce mode de résolution 
approchée de l'équation (5) peut s’avérer rationnel. 

Donnons l’exemple d’un problème de différences par lequel on 
illustrera l’application de la méthode proposée. Supposons que sur 


=, Lx EM {cos , 1<i<n}, 1<k<n, 


1+ Pol 


To 
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un maillage rectangulaire 
© = {ziy = (is, jhe) EG, OLIS Ni, 0Kj< Na, 
kNo = les & = 1, 2}, 


introduit dans un rectangle G, il s’agit de rechercher la solution du 


problème de Neumann pour une équation elliptique à coefficients 
variables 


Ay = —f(x), zE®, 
A=dtAn f(G)=QU+ ET + ps), (9) 


2 + 
| Fa ser Ta 0, 
Acy = | (Gaz }xu Ra Tale — has 


he. AaUx To = las 
E8-a (xs), To — 0, 
Pa (Ta) =4 0, kr le—hes 
Eta (TB), Ta = les 
aÙ (r) = Gi (mi + ha, te), 47° (x) = de (tas Te + ho). 
On admet que les coefficients a; (x) et a (x) remplissent les con- 
ditions 
0<Lc<Las (t)Lcs, a —=<1,2,rzE 0. (20) 


Le schéma (19) est l’analogue discret du problème de Neumann pour 
l'équation elliptique 


(HO E)+SE (RG) = 96), 266, 


) 

Ko ne —8-a(tg) Ze =0, B=3—0, 
td 

— ko ge = — £a (58), La = las a= À, 2: 


L'espace H est défini au point 1. En introduisant l'opérateur 
A = — À, écrivons le problème de différences (19) sous forme 
d’équation (5). Il est aisé de vérifier que À — A*, quant aux formu- 
les de différences de Green, elles donnent 


(Ag, y)= 2 (ave vo, (21) 
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où sont utilisées les notations suivantes : 
lg le 
&u,vh= À Y» u(z)v(x) hig(zg)has, B—=3—a, a—=1, 2. 
dr: La & 
On montre sans peine que l'opérateur À est dégénéré et, pour tous 
coefficients a, (x) satisfaisant à (20), le noyau de l'opérateur À est 


composé de fonctions de mailles constituant des constantes sur «©. 
Aussi, en guise de base dans ker À, peut-on choisir la fonction déjà 


connue oo (à, j) = 1/V Li. 


Déterminons maintenant l'opérateur B — — À, où À — À, + 
+ Âe 
{ 2 
ho Yx Tao = 0, 
Aou = : CHER ha LTe la —he: 
2 
| he 7x’ Ta = les œ = 1, 2. 


L'opérateur B est autoadjoint dans H, tandis qu’au point 1 il 
a été noté que la base dans ker B est représentée justement par la fonc- 
tion Lo (ë, j). Par conséquent, ker À est connu et ker A = ker B. 
Si, en outre, on prend la projection f sur im À et on la substitue, si 
nécessaire, au second membre dans le schéma (19), alors toutes les 
exigences imposées au schéma (12) et à l'équation (5) seront satis- 
faites. 

Pour l'application de la méthode itérative (12), (18) il ne reste 
qu'à indiquer y, et y. dans les inégalités (13). Vu que 


9 


(By, y)= > (UE 1) (22) 


a=1 


tandis que les sous-espaces im À et im PB coïncident, étant composés 


de fonctions de mailles non constantes sur le maillage w, on obtient 
de (20)-(22) que y1 = c1, Ye = ce. L'information à priori nécessaire 
est ainsi trouvée. 

De l’estimation (18) pour le nombre d'’itérations on voit que ce 
dernier est indépendant du nombre d’inconnues dans le problème et 
ne se détermine que par le rapport c,/c.. Ensuite, en vertu du choix 
fait de l’opérateur BP, l'équation (14) pour y: se réduit au problème 
discret de Neumann pour l'équation de Poisson dans un rectangle. 
Sa solution peut être obtenue au moyen de la méthode directe exposée 
au point 2 en © (N° log. N) opérations arithmétiques. Le nombre 
total d'opérations qu'exigera la méthode proposée pour l’obtention 
de la solution (19) à la précision &, sera alors égal à Q(e) — 
= O (N° log, N |lIne |). 


CHAPITRE XIII 


MÉTHODES ITÉRATIVES DE RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 


On étudie dans ce chapitre les méthodes itératives de résolution des schémas 
aux différences non linéaires. Au $ 1 on expose la théorie générale des méthodes 
itératives pour l'équation opératorielle abstraite non linéaire dans l'espace 
hilbertien avec diverses hypothèses sur l'opérateur. Le $ 2 étudie pRAcaues 
de la théorie générale à la résolution des analogues discrets des problèmes aux 
limites pour des équations quasi elliptiques de second ordre. 


$ 1. Méthodes itératives. Théorie générale 


1. Méthode itérative simple pour équations à opérateur monotone. 
On a étudié dans les chapitres précédents les méthodes itératives de 
résolution de l'équation opératorielle linéaire de premier ordre 


Au = f, (1) 


donnée dans l’espace hilbertien Æ. La plupart des méthodes construi- 
tes étaient linéaires et convergeaient à la vitesse de la progression 
géométrique. 

Passons maintenant à l'étude des méthodes de résolution de 
l'équation (1) pour le cas où À est un opérateur non linéaire quelcon- 
que agissant dans À. Ce chapitre est consarcé à la construction des 
méthodes itératives pour la résolution des équations non linéaires (1). 
La construction de ces méthodes se base, en règle générale, sur l’uti- 
lisation dans les schémas itératifs implicites de l’opérateur linéai- 
re B proche à certains égards de l'opérateur non linéaire A. Plus 
loin, pour diverses hypothèses sur les opérateurs À, B et D on esquis- 
sera la démonstration de théorèmes généraux sur la convergence dans 
H de la solution du schéma itératif implicite à deux couches 


BR + Ayr = f, k—0, 1, ..., y EH. (2) 


Commençons l'étude du schéma itératif (2) par le cas d’un opé- 
rateur monotone À. Rappelons que l'opérateur À donné dans l’es- 
pace hilbertien réel est appelé monotone, si 

(Au — Av,u—v)>0,. u, vEH, 
34—01162 
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et fortement monotone, s’il existe un tel nombre 6 > 0 pour lequel 
avec tous u, vE H 

(Au — Av, u — v) > Ô [[u — v ||. (3) 
Du théorème 11, ch. V, il s’ensuit l’existence et l’unicité dans une 
sphère [[u | < + | AO — f || de la solution de l’équation (1) avec 


opérateur fortement monotone qui, dans l’espace FH, est continu et 
de dimension finie. 

On supposera que B est un opérateur linéaire borné et défini 
positif dans À, tandis que D est un opérateur autoadjoint, défini 
positif dans H. En outre, on admet que les constantes y, et y. sont 
données dans les inégalités 


(DB”1 (Au — Av), B-1 (Au — Av)) < y: (DB”! (Au — Av),u — v), (4) 
(DB? (Au — Av), u — v)> 1 (D (u — v), u — v), (5) 
avec ÿ1 >> 0. 


Lemme 1. Soient remplies Les conditions (4), (5). À lors l'équa- 
tion (1) est résoluble de façon univalente quel que soit le second membre. 


En effet, écrivons l'équation (1) sous la forme équivalente 
u = Su, (6) 
où l'opérateur non linéaire S est défini de la façon suivante: 
Su=u—T1BlAu+:B-f, +t>t(. 
Montrons que dans F2 l'opérateur S, pour t << 2/y,, est de contrac- 
tion régulière, c’est-à-dire que pour tous uv, v € H se justifie l’esti- 
mation 
[I Su — Sv << p (7) [lu — v II», p (rt) <1, (7) 


avec p (t) indépendant de w et v. Dans ce cas l’assertion du lemme 
découlera du théorème 8, ch. V, sur les applications de contraction. 
On a 


Su — Sv [fn = (D (Su — Sv), (Su — Sv)) = [[u — v|b — 
— 27 (DB”t (Au — Av), u — v) + +° (DB”! (Au — Av), 


B”1 (Au — Av)). 
De (4), (5) on obtient pour t << 2/y: 


Su — Sv D< [lu — vi} — + (2 — Ty:) (DB-1 (Au — Av), 

| uv) pt (r) Ilu — v |, 
p° (t) = 1 — + (2 — 1ye) Vs (8) 
Comme Tt << 2/y,,p (t) << 1..Le lemme est démontré. 


| 


ou 
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Etudions maintenant la convergence du schéma itératif (2) dans 
l'hypothèse que les conditions (4), (5) sont remplies. 
De (2) on tire 


Yn+1 = Ya — TB! Ayy + TB = Sys, (9) 


où l’opérateur non linéaire $ est défini plus haut. Vu que la solution 
u de l’équation (1) vérifie la relation (6), on obtient de (6)-(9) 


Yn+1 — U = Sy, — Su, k = 0. 1, ..., 
Yn+a — UD = | Syr — Su [DK p° (7) Il ya — u |5, 


où p* (t) est défini dans (8). On voit sans peine que la meilleure 
estimation de la vitesse de convergence est atteinte quand p (t) est 
minimal, c’est-à-dire pour t — t, — 1/y.. Dans ce cas p, — p (to) — 
— V1 —E,E — y,/y2. Bref, on a démontré le théorème 1. 


Théorème 1. Supposons que les conditions (4), (5) sont rem- 
plies. La méthode itérative (2) avec t — +, —1/y, converge dans H, et 
pour l'erreur on a l'estimation 


Un — ln SO? 1Yo— ul», Po = VI—E, E= ys/v2, 


où u est la solution de l'équation (1). Pour le nombre d'itérations on 
a l'estimation 


n> no (e) = In e/In p,. 


Notons que pour l'opérateur linéaire À les conditions (4), (5) 
peuvent être écrites de la sorte 


(DB-YAy, B-1Ay)< y: (DB-'Ay, y), (DB Ay, y) > Y:1 (Dy, y). 


Par conséquent, dans ce cas elles coïncident avec les conditions 
imposées aux opérateurs À, B et D si l'opérateur DB-1A n'est 
pas autoadjoint dans H. La méthode construite ici passe alors à la 
première variante de la méthode itérative simple avec opérateur non 
autoadjoint (voir point 2, $ 4, ch. VI). 

Remarquons qu’au lieu de (4) on peut exiger que soit remplie la 
condition 


1 B-? (Au — Av) [D Ye Ilù — vIn, (10) 


qui, pour D = B = E, devient la condition de Lipschitz de l’opéra- 
teur À. De (10) et (15) se déduit l’inégalité (4) avec y: = Y?/v1. 

Si l’opérateur B est autoadjoint et défini positif dans H, on peut 
prendre en qualité d’opérateur Q l'opérateur B. Les conditions (4), 
(©) prennent alors la forme 


(B-1 (Au — Av), Au — Av) < y, ((Au — Av), u — v), 


(Au — Av, u— v)> ÿ (B (u-= v}), u=— 0), m > 0. 
34° 
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Si B n’est ni autoadjoint ni dégénéré, alors pour D — B*B les condi- 
tions (4), (5) prennent la forme 


(Au — Av, Au — Av) < y: (Au — Av, B (u — v)), 
(Au — Av, B(u—v)>Y(B (u — v), B(u —v)), h > 0. 


Pour D — B = E la condition (5) signifie que l’opérateur À doit 
être fortement monotone dans À. 


2. Méthodes itératives au cas d’un opérateur dérivable. On est 
en mesure d'améliorer l'estimation de la vitesse de convergence de la 
méthode itérative simple pour l'équation (1) aux dépens des limita- 
tions plus importantes imposées à l’opérateur À. A savoir, on admet- 
tra que l’opérateur À possède une dérivée Gâteau. Rappelons que 
l'opérateur linéaire À” (u) est appelé dérivée Gâteau de l'opérateur À 
au point u € H si, pour tout v € H, on a la relation 

lim ] +040 — A'(u) v|=0. 

t—0 
Si l'opérateur À a une dérivée Gâteau en chaque point de l’espace F7, 
on a l'inégalité de Lagrange 

Au— Avl< sup 1 4'(u+é(—w)llu-vli, uv, veA, 


et pour tous u, v et w € H existe un tel t € [0, 1] pour lequel 
(Au — Av, w) = (4 (u+t(v—u))z, w),z=u—uv. (11) 


Revenons à l'étude de la convergence du schéma itératif (2). 
On a le théorème 2. 


Théorème 2. Supposons que l'opérateur À possède dans la 
sphère Q (r) = {v: |u —v|ID<r} une dérivée Gâteau À” (v) qui, 
pour tout vE Q (r) vérifie les inégalités 

(DB-'4" (o) y, B'4" (v) y) < y: (DB"A" (v) y, y), 


(DB-\4"(v}y, y) > V1 (Dy, y), n > 0 


pour tout y € H. La méthode itérative (2) avec + = 1/y, et yo € Q (r) 
converge dans H, et pour l'erreur on a l'estimation 
I yn — u [D P° Il Yo — w In, (13) 

où u est la solution de l'équation (1), tandis que p — VI—E, E — 
— Y1/y.. Si l'opérateur DB-'A' (v) est autoadjoint dans H pour v € 
€ Q (r) et Les inégalités 

ni (Dy, y) < (DB'A' (v) y, Y< Y: (Dy, y), n>0 (4 
sont satisfaites pour tout v E Q (r) et y E H, alors, avec T = To — 
— 2/(Y1 + V2) on a, pour le procédé itératif (2), l'estimation (13) 
avec p = Po — (1 — E)/( + Ë). 

En effet, de l'équation pour l'erreur 
Yn+s —u = Sy, — Su, Sv = v— TB"! Av + 1B”\j 


(12) 
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et de l’inégalité de Lagrange, il vient 
Unes —u In = || Syr — Sul < ee 1 (Ur) [nlyr—uln, (15) 


OÙ 04 = Yr + t (u — y) E Q (r), si y, E Q (r). Comme S” (v,) — 
— E — 1B-14" (v,), le problème se réduit à l'estimation dans H;, 
de la norme de l'opérateur linéaire £ — tB-!4° (v,). De la définition 
de la norme de l’opérateur on tire 


rente eue C'n)u S'(vx)W)n (DS (x) y, S' (ox) à) 
LS GE Sup Ge D >: (Dy, y) — 
= sup (E—*C (ns Es 2 51 C(u) |l:, 


où C (v,) = D-1® (DB-'4’ (v,))D-V* et l’on a fait la substitution 
y = DE 2. 
En portant la relation trouvée dans (15), on obtient 


IlYn+a—UulID< sup |] E —TC (vx) Il | ya — uw Îlne 
PP | 


De (12) on obtient que l’opérateur C (v,) vérifie pour tout v, € 
€ Q (r) les inégalités 


(C (ux) y, € (0x) Y< Ve (C (0x) y, y), 
(C (x) Y, Y) > V1 GY, y 


Rappelons que l'estimation demandée pour la norme del’opérateur 
linéaire £ — +C (v;:) avec les hypothèses mentionnées a été obtenue 
au point 2, $ 4, ch. VI. A savoir, pour t = 1/y.,on a || E — 1C (uv) < 
< p, où p — V1 —E, E = y/y. La première proposition du théo- 
rème est démontrée. De façon analogue se démontre la seconde 
proposition. Dans ce cas l'opérateur C (v;) est autoadjoint dans À, 
et quant à l'estimation de la norme de l'opérateur E — 1C (vz), 
elle a déjà été obtenue au point 2, $ 3, ch. VI. Le théorème 2 est 
ainsi démontré. 

Au ch. VI, outre l'estimation utilisée ici de la norme de l’opé- 
rateur £ — +C (v,) non autoadjoint, on a obtenu une autre estima- 
tion dans l’hypothèse que sont donnés trois nombres 1, y: et y, des 
inégalités 

NE < C (vx) < Y2E, Ï Ci (v2) IS Vs» : > 0, 
où C1 = 0,5 (C — C*) est la partie de symétrie gauche de l'opéra- 
teur C. Dans ce cas pour t = t, (1 — xp), on a l'estimation || £ — 
— TC (v:) LES p, où 


2. ë FL. (46) 
TER Late 1. LL | 
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Théorème 3. Soit l'opérateur À possédant dans la sphère 
Q (r) une dérivée Gâteau A'(v) qui, pour tout vE Q (r), vérifie les 
inégalités 

Yi (Dy, y) < (DB A" ©) y, y) < Y2 (Dy, y), m>0, (17) 

110,5 (DB-*4" (o) — A'* ©) (B*)7D) y Ib << Y (Dy, y). 
Alors pour t = to (1 — xp) et yo E Q (r) La méthode itérative converge 
dans H)h, et pour l'erreur se vérifie l'estimation (13), où p = p est 
défini dans (16). 

Montrons maintenant que si l'opérateur À’ (w) pour w € Q (r) 
satisfait aux conditions (17), on a pour tous u, v € Q (r) les inégali- 
tés (4), (5) aux constantes y = Y1, Ye = (Ye + Vs) /V. Il s’ensuit 
alors du lemme 1 que (1) est résoluble de façon univoque. 

En vertu de (11) on a pour u, ve Q (rette [0,1] 


(DB-1 Au — DB-\Av, u — v) = (Ry, y), R = DB-'4' (w), 


où y — uU—v, w=u+kt (à. — u) E Q (r). De (17) on obtient 
(Ry, y) > y (Dy, y), c'est-à-dire que l'inégalité (5) avec y, = y. est 
satisfaite. 

Ensuite, on a (DB-1Au — DB-l'Av, z) — (Ry, z). Représentons 
l'opérateur À sous forme de somme R=R,+R,,où Ro = 0,5 (R+ 
+ R*) est la partie symétrique et À, — 0,5 (R — R*) — 
= 0,5 (DB-1A4' (w) — A'* (w) (B*)-1 D), la partie de symétrie 
gauche de ‘opérateur À. 

En vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski et de la condi- 
tion (17), on obtient 

(R1y. 2) = (D PRiy, D) << (DR;y, Riy)' (Dz, 2) = 

= || Ray Iln-t (Dz, << vs (Dy, y)" (Dz, 2). 
De l'inégalité généralisée de Cauchy-Bouniakovski on déduit 
(Roy, 2) << (Roy, y) (Roz, 2) = 

= (Ry, YA (Ra Ve (Dy Ye (Ds, 2). 

Ainsi, on a obtenu l'inégalité 
(Ry, DE a + 99) (Dy, D (Dz, D. 

En posant z = B-1 (Au — Av) et en utilisant (9), il vient 
(DB-: (Au — Av), B-1 (Au 40) ER (DB! (Au — Av), u—v). 
La proposition est démontrée. 


3. Méthode de Newton-Kantorovitch. Dans les théorèmes 2 et 3 
on a admis que la dérivée Gâteau 4’ (v) existe et satisfait aux inégali- 
tés correspondantes pour v € Q (r) = {v:[[u — v [IL r}, où u est 
la solution de l’équation (1). 
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Il s'ensuit de la démonstration des théorèmes que Lie que cela 
ait lieu il suffit d’exiger à chaque itération k = 0, 1, ... la satisfac- 
tion de ces inégalités pour v € Q (r;), où r, = [[u — yx lp. 


Dans ce cas y, et y. (de même que Y,, y: et ys) peuvent dépendre 
du numéro d’itération k. Si l’on choisit le paramètre d’itération + 
suivant les formules des théorèmes 2 et 3, on obtient alors le procedé 
itératif non stationnaire (2) avec T = Tr+1. 
De plus, on peut considérer le procédé itératif 
Bars TE Ayy = f, k=0, 1; ...) Yo EH, (18) 


Th+1 


dont l’opérateur B — B,., dépend également du numéro d’itération. 
Comment choisir les opérateurs B,? Si l'opérateur À est linéaire, 
A’ (v) = À pour tout v € H. Il s'ensuit alors des théorèmes 2 et 3 que 
pour B — À’ (v) = À la vitesse de convergence de la méthode itéra- 
tive (2) est maximale. Notamment, pour toute approximation initia- 
le yo On aura y, = u. 

Choisissons à présent l’opérateur B,.,, au cas d’un opérateur À 
non linéaire de la façon suivante: B,:, — À’ (y.). On obtient le 
schéma itératif 


A' (y) ME + Ayn=f, k=0,1,..., YEAH. (19) 


En accord avec la terminologie adoptée, on peut dire que le procédé 
itératif (19) est non linéaire. Pour 1, = 1, on le dénomme méthode de 
Newton-Kantorovitch. Pour apprécier la vitesse de convergence du 
procédé (19), on peut profiter des théorèmes 2 et 3, où à B il faut 
substituer 4’ (y,). En particulier, pour D = E avec t:4, = 1/y, on 
a l'estimation 


I Ya — u IS pllya —ul p=V1—y/y<1, (20) 
où y, et y. sont empruntés aux inégalités (12) du théorème 2 
I (4° (x) 14" y IF < Ye (4° (y:)) "4" () y, y), 
(4° (y:)) 74" (©) y, y) > V1 (Y: y), > 0 


pour yEH,vEQr,)et r, = [|[u — y, ||. Il s'ensuit de (20) que 
lh+1 = | Yr+1 — U [| pr < rs et, par suite r, — 0 pour £ —+ oo. 
Aussi si la dérivée À’ (v) comme fonction de v aux valeurs comprises 
dans l’espace des opérateurs linéaires est continue au voisinage de la 
solution, alors, pour Æ —+ co, on a y, —+ 1 et y, —> 1. Il en résultera 
une accélération de la convergence de la méthode itérative (19) avec 
l’accroissement du numéro d’itération x. 

Les raisonnements avancés montrent que les méthodes de l’aspect 
(19) possèdent une vitesse de convergence plus grande que celle 
de la progression géométrique au cas de certaines hypothèses complé- 
mentaires sur le lissage de l'opérateur A’ (v). 
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Examinons la méthode de Newton-Kantorovitch (19) avec 7, = 
= 1. Etudions la convergence de cette méthode pour les cas des 
hypothèses suivantes: 1) on a les inégalités 


1 4° @) — 4'&)I<aællv—wl, a>0, (21) 
A @yl>givi, vEA, B>0 (22) 


vérifiées pour v, w € Q (r); 2) l'approximation initiale y, appartient 
à la sphère Q (r), où r — min (r, 1/(œB)). 


Théorème 4. Si les hypothèses 1) et 2) sont satisfaites, on a 
alors pour l'erreur de la méthode itérative (19) avec 1, = 1 l'estimation 


| n 
un ul (BI vo— will) - (23) 
Er effet, de (19) on obtient la relation suivante: 
À (Un. (Un+a — u) = À' (ya) (x — u) — (Ayr — Au) = Ty, —Tu, 
Tu = A’ (y,) u — Au, 
où u est la solution de (1). De là, en vertu de l’inégalité de Lagrange, 
on obtient pour l’opérateur non linéaire 7 
IA" (x) Yn+a — 0) = [Ty — Tu I< sup 1 T.() 1H lga— ui, 


où Uy = y,—+t (u — y;). De la définition de l'opérateur T', on tire 
T° (vx) = A' (yx) — À’ (vi). 
Supposons que y, E Q (r). Vu que r<&r, y EQ (r) et, par suite, 
Un € Q (r). De l'inégalité (21), on tire 
IT (0x) [= 4" (ya) — À" (ox) I | ya — va [= @é ya —u ||, 
sup [7 (v:) [<a || ya —u Il. 
<t<i 


On obtient ainsi l'estimation 


IA" (yx) Ga+a — 0) I & I ys — u IF. 
En utilisan. l'inégalité (22) on en tire 
I Yr+a — 0 I GB |] yr — u IF. (24) 
Etant donné que || y, — u [| r et afr<&1,0on a 
ÎYR+s — à IS @fr Il yx — u [IS [ur — 0 KT. 


Par conséquent, de la condition y, € @ (r) il s'ensuit que y,41 € 
€ Q (r). Comme on a y € Q (r), on obtient par induction que y, € 
s Q o) pour tout 4 > 0. L’estimation (24) se justifie donc pou tout 

> (. 
* Résolvons l'inégalité (24). Multiplions-la par af et posons qg, = 
= af || Un — u ||. Pour g, on obtient l'inégalité g,11< gë, k — 
= 0, 1 . On démontre sans peine par induction que sa solution 
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prend la forme g,  g°”", n> 0. On a donc l'estimation 


af [| Yn — u [| (&B || Yo — u |) *”. 
On déduit de là l’assertion du théorème. 


Re marque f. Si l’approximation initiale y, est choisie de la 
sorte que r << p/(aB), p 1, il s'ensuit de (23) l'estimation 
Un — 0 11S PT 11 Yo — w || 
n> no (e) = log, (In e/in p + 1) 
pour le nombre d'itérations. 


et l'estimation 


Remarque 2. Siau lieu de la condition (21) est satisfaite 
l'inégalité 
1 À’ (@) — 4’) I<allv—wl?, pe (0, 1], 
on a alors pour l'erreur l'estimation 


un —ull< Te (7 af | vo—u 11)P+1", 


= min Fr 7) | 


Avec la démonstration du théorème 4 on a obtenu l'estimation 
pour l’erreur (23). Cette estimation, du point de vue de son applica- 
tion pratique, ne présente pas d'intérêt, mais elle acquiert de l’impor- 
tance pour la théorie de la méthode, puisqu'elle montre comment se 
réalise la convergence près de la solution u. 

Le théorème 4 permet de distinguer les domaines où la solution 
n’existe pas. De fait, le théorème postule que y, converge vers u si 


I Yo — u Ir. Donc, si les itérations ne convergent pas, il n’y 


aura pas de solutions de l’équation (1) pour la sphère || yo — v||<r 
de centre au point ÿo. 

Notons que si l'opérateur À possède pour la sphère Q (r) une. 
seconde dérivée Gâteau, on aura dans l'inégalité (21) 


a= sup || 4"(w+£(w—v) ||. 
0Lt<1 


Avec la mise en œuvre du schéma itératif (19) il faut, pour chaque 
k, résoudre l'équation opératorielle linéaire 


A" (Ya) v = F (y), (25) 
F (yx) = AÀ° (yx) Ya — Ta+a (AY — f). (26) 


Si v est une solution précise de l'équation (25), alors dans (19} 
Yn+1 = V. | 


où 
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L'opérateur 4’ (y,) doit être calculé à chaque itération, et cela 
peut exiger de laborieuses opérations. Voyons un exemple. Soit À 
l'opérateur correspondant à un système d'équations non linéaires 


D =0;: 1=1;:2,;:.:;,,m, u—(Uu,;; u,,.:.,u,). 


La dérivée Gâteau A’ (y) au point y —= (y4, Ye, .- . ., Ym) est une 
matrice carrée à éléments a;; (y), où 


___ 0qs (u) PRET 
asj (y) = ETF u=y * L, j=1, 2, os 7e 
Par conséquent, à chaque itération il faut calculer m° éléments de 
la matrice À’ (y), tandis que le nombre d’inconnues dans le problè- 
me vaut m. 
Pour éviter le calcul de la dérivée A’ (y;) à chaque itération, on 
utilise le schéma (19) modifié suivant: 


À" (Un) PIRE Apr =f, 


Thmaæt+1 
i=0,1,...,m—1, k—0, 1, 


La dérivée 4’ est ici calculée après toutes les m itérations et est uti- 
lisée pour la recherche des approximations intermédiaires Yem+19 
YRm+es + + + » YR+Um- Pour m = 1, on obtient le schéma itératif (19). 


4. Méthodes itératives à deux étapes. Le schéma itératif (19) 
peut être utilisé de façon rationnelle au cas où l'opérateur À’ (y;) 
est facilement inversible. Dans ce cas la solution précise v de l’équa- 
tion (25) est prise pour une nouvelle approximation itérative y:+1 
qui satisfait au schéma (19). On obtient ainsi le schéma itératif dont 
l'opérateur B:+, est donné sous forme explicite: By+4 — À” (yx) 

Si l'équation (25) est résolue de façon approchée, au moyen, par 
exemple, d’une méthode itérative auxiliaire (interne) et en guise de 
Yr+, on prend la m-ième approximation itérative v,», alors Yz+, 
satisfait au schéma général (18) avec un certain B,41 += A° (y). 
Dans ce cas l'aspect explicite de l'opérateur B,:, n’est pas utilisé 
et la connaissance de sa structure n’est nécessaire que pour l'étude 
de la convergence du schéma itératif (18). Les méthodes itératives 
construites de cette façon sont quelquefois appelées à deux étapes, 
en entendant par cette expression l'existence d’un algorithme spécial 
d’inversion de l'opérateur B,:1. 

Décrivons d’une manière détaillée le schéma général de construc- 
tion des méthodes à deux étapes. Supposons que pour la résolution 
de l'équation linéaire (25) on utilise une certaine méthode itérative 
à deux couches 


But + A'(yr)va=F(yx), n=0, 1, ..., m—1, (27) 
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où F (y;) est défini dans (26), {w, } étant le jeu de paramètres d’ité- 
ration, B,+,, des opérateurs dans Æ qui peuvent dépendre de y, 
tandis que Vo = yx. 

Exprimons v, au moyen de y,. Cherchons d’abord l’équation 
pour l'erreur z, — v, — v, où v est la solution de l'équation (25). 
De (25) et (27) on tire 

Zn+1 — Sn+12n» n = 0, 1, ..., Sn = E — &hBr14" (x) 
et, par suite, 
2m = Um —V = Lio = Tm Vo — 0), Tm = SmSmi...S 

Um = (E — Tu) 0 + Tm Yn 
A partir de (25), (26), on obtient 
0 = [A GITE (y) = ya — Tata [4° Ga) (Ays — f)- 
En portant v trouvé dans (28), il vient 


Yh+1 = Um = Yr — Th+i (E — Tn) [A' (ya)I (Ays — f). 
Il en suit que y,, satisfait au schéma itératif (18) si l’on pose 


By+1 = À (ya) (E — Th) À. (29) 


De cette façon, la mise en œuvre de un pas de la méthode à deux éta- 
pes consiste dans le calcul de F (y,) suivant la formule (26) et l’exé- 
cution de m itérations suivant le schéma (27) avec l’approximation 
initiale v, — y,. L'approximation obtenue v,, est prise en guise 
de Yx+1- 

Examinons le schéma itératif (18), (29). Pour apprécier la vitesse 
de convergence, on peut utiliser les théorèmes 2 et 3 dans lesquels B 
est remplacé par B:+, et t par t,+:,. L'incovénient de ce choix du 
paramètre t est la nécessité d'apprécier y,, y. et y, de façon suffi- 
samment précise. 

Notons que pour la construction de la méthode à deux étapes on 
aurait pu se référer non pas à l'équation (25), mais à l'équation qui 
en est « proche » 

Rv=F (x), 


où l'opérateur linéaire R est en quelque sorte équivalent à l’opéra- 
teur À’ (y,). On a dans ce cas dans le schéma itératif (18) 


B,1=B=R(E—-T,)" 
Etudions ce procédé en détail. Soient remplies les conditions 
R=R*>O0, TR = RT»h, (30) 
l Tm nr << 1 (31) 


Lemme 2. Admettons que les conditions (30), (31) sont rem- 
plies. L'opérateur B = R (E — T,.,)-! est alors autoadjoint et défini 


1° (28) 
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positif dans H et on a les inégalités 
(—g9 B<R< (1 + 9)B. (32) 
Examinons l'opérateur B-! — (E — T,,) R-1. A partir de (30), 
cherchons (E — Th) R=R(E—-T,)ouR"1(E—T})=(E —T,)R"1. 
L'opérateur B-? est donc autoadjoint dans H. 


Puisqu’en vertu de (30) l’opérateur T,, est autoadjoint dans HW», 
on a 


(Tmz; z)r = sup | (RTmz, z) | 


, 2)r SUP za ed <i- 


Il Tm {LR = SUP 
xÆ0 


Par conséquent, pour tout x € H, on a l’inégalité 
| (RT zx, x) | q (Rx, zx). 
En posant ici z — R-1ly, il vient 
(TnR Ty, y) 1< g (RTy, y), 
aussi pour y € À obtient-on 
(A — 9) (R°y, Y< ((E — Tr) R°y, y) (À + 9) (RTY, y). 

Ainsi, on a obtenu l'estimation 

( — DRI< BT << (1 + gRT. (33) 
Vu que R-let B-1 sont des opérateurs autoadjoints dans H et q << 1, 


il s'ensuit alors du lemme 9, $ 1, ch. V, que les inégalités (33) et (32) 
sont équivalentes. Le lemme est démontré. 


Lemme 3. Supposons que l'opérateur À possède dans la sphère 

Q (r) une dérivée Gâteau A’ (v) qui, pour tout v € Q (r), satisfait aux 
inégalités 

C1 (Ry, y) << (4° )y, 7) C2 (Ry, y), a > 0, (34) 

110,5 LA” (0) — (4° @))*T y IR < ci (Ry, y), cs2>0, (35) 


et que soient remplies les conditions (30), (31). Alors se vérifient les 
inégalités (17) du théorème 3, où 


Yi = à (1 — 9), Ye = Ce A + q), Ys = cs ( + g), 
D=B=R(E — )2 


En effet, en vertu du lemme 2 l’opérateur D est autoadjoint et 
défini positif dans H. D'autre part les inégalités (17), pour D = B, 
prennent la forme 

VU (By, y) << (4° y, y) < V2: (By, y), (36) 
110,5 [4° (v) — (4° ())*] y 1B-< v5 (By, y). (37) 


Les inégalités (36), avec ÿ: et y: mentionnés dans le lemme 3, 
s'ensuivent de (32) et (34), tandis que (37) se déduit de (32), (33) 
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et (35), car | 
2 B$a = (B2z, 2) << (À + 9) (Rz, 2) = (A + 9) [2 IR, 
(Rz, 2) << (1 + g) (Bz, 2). 


En utilisant le lemme 3, on peut démonter l’analogue du théo- 
rème 3 pour la méthode à deux étapes. 


Théorème 5. Admettons que les conditions du lemme 3 sont 
remplies, et la méthode à deux étapes est construite sur la base de l’équa- 
tion Ro = F (y.) avec utilisation de l'opérateur résolvant T,. Si 
dans Le schéma itératif (18) avec B,41 = B = R (E — T,,) 1, décrivant 
cette méthode à deux étapes, on choisit t = To (1 — xp) et yo E Q (r), 
alors pour l'erreur se vérifie l'estimation 


[yn — 015 0° 11 Yo — U Il, 
où u est la solution de l'équation (1); p, x et 1 sont définis dans (16) 
avec V1, Ye et y, donnés dans le lemme 3. 


5. Autres méthodes itératives. Dans ce point on va donner une 
description sommaire de quelques méthodes itératives qu'on utilise 
également pour la résolution de l’équation (1) possédant un opéra- 
teur À non linéaire. 

Soit ® (u) la fonctionnelle dans H dérivable suivant Gâteau. 
L'opérateur À agissant dans Æ est dit potentiel s’il existe une fonc- 
tionnelle dérivable © (u) telle que Au = grad © (u), quel que soit u. 
Le gradient de la fonctionnelle © (u) se définit ici par l'égalité 


TO (u + tv)l:=0 = (grad ® (u), v). A titre d'exemple d’opérateur 


potentiel on peut indiquer l'opérateur À borné, linéaire et autoad- 
joint agissant dans l’espace hilbertien H. Il est engendré par la fonc- 
tionnelle ® (u) — 0,5 (Au, u). 

Supposons que l'opérateur À est continüment dérivable dans H. 
L'opérateur À est potentiel seulement et rien que seulement quand 
la dérivée Gâteau 4’ (v) est un opérateur autoadjoint dans H. 

Si l'opérateur À est potentiel, la formule 

1 


O(u)= | (A (uo+t(u—uo)), u—uo) dé, 
Ô 
où 4, est un élément quelconque mais fixé de FH, fournit le procédé de 
construction de la fonctionnelle © (u) suivant l'opérateur À. 

Si l’opérateur À est engendré par le gradient d’une fonctionnelle 
strictement convexe, la dérivée 4’ (v) est un opérateur défini positif 
dans H pour tout v € H. Dans ce cas, pour obtenir la solution appro- 
chée de l’équation (25), on peut recourir aux méthodes itératives du 
type variationnel, c’est ainsi, par exemple, que dans (27) les para- 
mètres d'itération w, + doivent être choisis suivant les formules des 
méthodes de la plus grande pente, des moindres résidus, etc. 
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Voyons, en guise d'exemple, la méthode à deux étapes (18), (29) 
pour laquelle +,:1 = 1, tandis que dans le schéma (27) m = 1 et 
B;, = E. Alors B,+1 — E/w,. Si pour le procédé itératif auxiliaire 
(27) le paramètre w, est choisi suivant les formules de la méthode des 
moindres résidus (ou des moindres corrections), on obtient alors 
(voir points 2, 3, $ 2, ch. VIII) 


(A" (yR)rhs rh) 


= Tr ne Tr = AY —J. (38) 


Dans ce cas la méthode itérative à deux étapes se décrit par la formule 
PS + Aux = f, k=0, 1, .. (39) 


où w, est défini dans (38). 
Dans la situation où l’opérateur À n’est pas potentiel, le para- 
mètre «w., peut être choisi suivant les formules de la méthode des 


moindres erreurs, en posant dans (27) B, = {(4’ (y,))*] -! et 


_ (rh rh) _ 
TA ne Aa. 


« 


Dans ce cas la méthode à deux étapes prend la forme 


as UR + (A' (yx))* Ayr = (4 (y:))*f, k—=0, 1, ..., (41) 


oO 


où o est défini dans (40). 

On voit sans peine que dans la méthode (38), (39) le para- 
mètre w, est choisi sur la base de la condition du minimum de 
IL 4° y») (Yr+s — Ur) + Aya — f Il, tandis que dans la méthode (40), 
(41) il est choisi sur la base de la condition du minimum de la norme 
ÎYx+i — Ya + LA’ Qu)? (Age — D I. 

Le problème de la résolution de l’équation Au = f au cas d’un 
opérateur potentiel peut parfois être remplacé par le problème de 
minimisation de la fonctionnelle engendrant cet opérateur. Notons 
qu’il existe toujours un procédé simple de transformation du proble- 
me de résolution de l’équation (1) en un problème de minimisation, 
même si l'opérateur À n'est pas potentiel. 

En effet soit ® (u) la fonctionnelle donnée dans H et présentant 
un point minimum unique uw — 0. En guise d'exemple d’une telle 
fonctionnelle on peut fournir ® (u) — (Du, u), où D est un opéra- 
teur autoadjoint défini positif dans H. Ensuite, pour l'équation (1) 
considérée étudions la fonctionnelle 


F(u)=©®O{(Au—ÿ)}, uEeH. 


Si }° équation (4) a une solution uv, elle fournit apparemment un mi- 
nimum à la fonctionnelle F (u). : 
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Décrivons la méthode de minimisation de la fonctionnelle (mé- 
thode de la descente). Supposons que l’équation (1) est engendrée: 
par le gradient de la fonctionnelle strictement convexe ® (u). La 
suite minimisante est posée construite suivant le schéma itératif (19), 
autrement dit suivant la formule 


Yn+s = Yn — Ta+a A (ya)! (Ays — N), k—=0,1,... (42) 
Posons 
wy = ([4’ (y:)]"* grad © (y), (43) 


où, en vertu des hypothèses faites, grad © (y,) — Ay, — f. Ecri- 
vons (42) sous la forme 


Ur+s = Un — Th+aWhe 


Notons que l'opérateur 4° (y.) est défini positif et autoadjoint dans /. 
Ensuite, à partir de la définition de la dérivée Gâteau de la fonction- 
nelle on a 

lim [ D (YR— Ths1WR)— O (yx) | “es (grad D (yx), y) — (0. 


T 
Th41 0 R+1 


Vu que À’ (y,) w, = grad ® (y;), on a 
(grad ® (y:), wx) — (A (yx) wx, wx) > 0. 


Par conséquent, il existe un tel t,:, > 0 pour lequel © (y,:,) sera 
strictement inférieur à ® (y). 

Si la suite minimisante {y,} est construite suivant le schéma ex- 
plicite (18) (B, = £), c’est-à-dire suivant les formules 


Yn+1 = YR — Th+1 (AYr — f), 


le passage de y, à y:+, S’effectue suivant la direction du gradient de 
la fonctionnelle ® (u) au point y,. Ces méthodes sont généralement 
appelées méthodes de descente par gradient. Il existe des algorithmes 
de choix des paramètres d’itération 1,, toutefois on ne s'arrêtera pas 
sur ces questions ici. 

Fournissons, en conclusion, la généralisation de la méthode expli- 
cite des gradients conjugués, qui est utilisée pour la minimisation de 
la fonctionnelle avec les hypothèses posées plus haut. Les formules 
de l'algorithme de Flesher-Rievs ont la forme 


Un+s = Ur — Œn+aDk; 0; ue 
DR — grad D (y) + ban -1, h = 4, 2, 2. 4 
wo = grad © (yo), 


___|grad © (ya). 
DR = Tr grad © Yan fe” Mdr À 
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quant au paramètre a,+,, il est choisi sur la base de la condition du 
minimum de ® (y, — a:+1wx). Ce problème de recherche du mini- 
mum de la fonction à une variable se résout par l’une des méthodes 
de l’analyse numérique. 


$ 2. Méthodes de résolution des schémas 
aux différences non linéaires 


1. Schéma aux différences pour une équation quasi linéaire el- 
liptique unidimensionnelle. La théorie générale des méthodes ité- 
ratives exposée au $ 1 sera appliquée pour la recherche de la solution 
approchée des schémas aux différences elliptiques non linéaires. 
Commençons par des exemples les plus simples. 

Examinons le troisième problème aux limites pour une équation 
quasi linéaire unidimensionnelle sous la forme divergente 


Lu= © k, (z, u, &) —k, (z, U, — = —p(z), 0Lz<Ii, 
k: (z, u, À) = %0 (4) — os z=0, (1) 


—k, (z, U, — = YX(u)—p, z=|l. 


On supposera que les fonctions k, (x, Po, Pa), ko (TZ, Pos Pi); Ko (Po) 
et x, (Po) sont continues en p, et p, et que les conditions de l’ellipti- 
cité sont satisfaites 


1 1 
DA (Z, Por P1) — Ka (Ts Qos 41)] (Pa — Qa) Z C1 2 (Pa — x)” (2) 


[<a (Po) — Ka (Go)] (Po — Qo) >0, @ — 0, 1, (3) 


où c; >> 0 est une constante positive, 0< z< Î, | pol, | Go l, | Pa |, 
[ga 1< oo. - 

Sur un maillage régulier © = {z; = ih,i = 0,1,...,N, RN = 1} 
mettons en accord avec le problème (1) le schéma aux différences 


Ay=—fi, 0O<i<N, (à) 
( ; 
P (0) ++ Bo i=0, 


fi=] (a), 1<i<N —1, 
2 : 
PU)++ tu, i=N. 
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« 


L'opérateur de différences À se détermine à l’aide des formules: 


Î 
Ayi= {li (x, y, y) + ii (2, 9, y5)lx — Ko (x, Y, Yx) — 
— ko(zx, y; y=)}à 1<i<N —1, 


1 
AYo=— U7 (O, Yo+ Yx. o) +k: (A, Yi Ur )1— 
2 ; 
— ko (0, Yor Yx, o) mr: Ko (Yo), L = 0, 
1 
Ayx = — 7% li (—h, Ynss Yx, na) + ka (E Un, V= nl— 


2 e- 
—ko(l, Yx, Je lire X(Yn), i=N. 


Si dans l’espace 77 — H (w) on définit l’opérateur non linéaire À 
par la relation À — —A, le schéma aux différences (4) s’écrira 
alors sous la forme d’une équation opératorielle Au = f. 

Etudions les propriétés de l’opérateur non linéaire À agissant 


de A dans FH. Rappelons que le produit scalaire dans À (w) se définit 
par la formule 


N-1 
(u, v)= 2 UUh + 0,5h (uovo+ uv); 
is 


tandis qu’au moyen de (u, v)+ et (u, v).,- se notent les sommes 
N N-1i 

(u, vut= 2 u,v;h, (u, Vhw= = à Uv;h, 

= 1—= 


de scrte que 


(u, v) =+ [(u, vor + (u, v)w-]. 


Montrons qu'avec la satisfaction des conditions (2), (3) l’opé- 


rateur À est fortement monotone dans A (w), c’est-à-dire qu'est 
vérifiée l'inégalité 


Au — Av, u—v>alu—vlf, «>0, (5) 


où c, est défini dans (2). 

Posons po = Po Uis Go = Go = Vis Pi=Ux,i Pa= Ur gs = Ux, à 
Gi =vz.. En utilisant la définition de l’opérateur À. les formule: 
de sommation par parties (voir (7), (9j, $ 2, ch. V) et les condi- 
35—01162 
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tions (2), (3), on obtient 
(Au — Av, “ae LU u— V) — 


15 {5 [ka (&s Pos P1) — a (#» os 9:)1 (Pa — Ja)}, + 


i=0 


N-1 
Le 5 >. {> [ka (2, Po, P1) — Ka (ZT, Go 91)] (Pa — Ga)}.+ 
i=0 a=0 
+ [%: (Po) — Ki (go) (Po— 40) Si [Xo D 0 (q)1 (Po — Go) li=o > 
N-1 
3323 | (Pa— Ga ++ SD h > (Pa— Ja)i- 
i=1 i=0  a=0 


Compte tenu de l'égalité u, ; — u- écrivons l'estimation obtenue 


x, i+1° 
sous la forme 


(Au -— Av, u—v)>+ [ (uv, u— vu +(u—v,u—v),-+ 


N N-1 
HD RG + D hu): ]— 
i=1 i=0 


=C[lu—vlf+(@—v}. Dasl2zellu—vlf. 


De la remarque 2 au lemme 12, ch. V, il s'ensuit que cette estimation 
ne peut être améliorée. 

Ainsi, on a établi une forte monotonie de l'opérateur 4. En vertu 
de la continuité des fonctions k, (x, Po. P1) et #4 (Po), l'cpérateur À 
est continu dans FH. Il s'ensuit donc du théorème 11. ch. V que la 
solution de l’équation Au = f, et. partant, du problème de diffé- 
rences (4), dans la sphère || u || < _ || A0 — f [| existe et est unique. 

Si ka (2, Po: P1) t Ka (Po); & = 0, 1 sont des fonctions constam- 
ment dérivables de leurs arguments, on peut au lieu de (2). (3) uti- 
liser d’autres conditions suffisantes garantissant une forte monotonie 
de l'opérateur À. 

Supposons que soient satisfaites les conditions 


1 ‘ 1 
Ci > BE: > Zap (T; Por Pi) Eats C2 dE. 0. (6) 
a=0 a, B=0 œ=0 
| OL (Po) C3, CEE 1; 2, : - (7) 
où E—(Eo, &1) est'un “vecteur quelconque et | | 


0ka (Z,° Po: P1) o, (pe) = 2*z (Po) " d. p= 0. 1. 


- Zap (x, Po: Pi).= * P8 En op, : 
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Montrons que des conditions (6), (7) se déduisent (2), (3). En effet, 
on a les égalités 


ke (x, Po: Pi) — Ka (x, To: Qi) = 


1 
= E22 (z, Po + (1 — t) Go, Pa + (1 — t) qi) dt = 
0 


t | 
dk : Sas ok . So 
— (Po — Go) | 2e te 2 ge + (pa — gs) | Le Ge: 5) gs — 
0 0 


$ 


ST de) | aup Sos Si) dt, a=0, 1, 
50 


OÙ Sp — {Po+ (1 — t) os St — Ps + (À — t)qu En multipliant 
cette égalité par p, — q. et en la sommant en & de 0 à 1, on obtient, 
compte tenu de (6), 


| 
> ha (x, Por Ps) — Ka (£, ge: GI (Pa — Ga) = 


a=0 


&, re 


1 1 
ZCi > (Pa — Ga) dt= ci S (Pa — Qa)°- 
0 


a—=0 a=0 


On à ainsi obtenu l'inégalité (2). De façon analogue, de (7) on déduit 
l'inégalité (3) 


PU 
(4) 
© Pre(Po) — em L(po — go) = | SE de (po — 90) >0. 
0 
Les conditions (6). (7) garantissent donc l'existence et l'unicité de 
la solution du problème de différences (4). 
Cherchons maintenant la dérivée Gâteau de l'opérateur À en 


supposant que les foncticns ÆQ'(r, Po. P1) et Ka (Po); a — 0, 1 possè- 
dent des dérivées bcrnées es p, et p, d’crdre exigé. 


35% 
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À partir de la définition de la dérivée Gâteau d’un opérateur 
non linéaire il vient 
, 1 
A'(u)yi= —5{lau(r u,u,)y.]s ,+las (x, u, u) yes : + 
+ [Go (x, U, Ux) y ue [&io (z, U, u=) y}x. + 
1 
T2 {@o: (z, U, u,) Ux, i + oi (z, u, u=) Je i + 


+ [Goo (x, u, u.) + &oo (x, u, u=)\y:}, 1<i<N —1. 


Pour i—0, on obtient 


; 1 
A" (u) y — — [di (0, Uo, Ux,o) + 13 (X, 14, u= ;)— 
— hao: (0, Uo, Ux, 0) + 2a,0 (A, Us; ue DT Yx. o + 
2 1 1 
TR [ 50 (Uo) — -- do (0, Uo, Ux. 06) — 5" Lio (A, U:;, en ) + 
p 
+ do (0, wo, Ux,o) | Vos 
tandis que pour i= V, on aura 
’ 1 | | 
A"(u)yxn mp [as (—hR, uns, Us ns) + an (L, ux, ue } + 
+ ha: (2, Un: ue n)—hao(l—h, Un 1: Ux,N1)]y= ST 
2 1 1 
Ar [os (Un) + dio (l, un, u> n) + do (l—h, Uni, Us, n-1) + 


h : 
+ 5 oo (2, Un; ue ») | UN. 


Notons qu'avec le. calcul .de A'{(u) y, et de A’ (u)yx on a 
utilisé les relations 

Yi= Yo + hYxos Yn-s = Yn —hY> (8) 

Etudions les propriétés de la dérivée Gâteau A'(u) de l'opérateur À. 


Lemme 4. Si sont remplies les conditions 


+ ôk: (z, Po: P1) — 9ko(z Po Pa (9) 
dPe : | L ÔL1 | ù 


A (u) est alors un opérateur autoadjoint dans H. Avec la satisfaction 
des conditions (6), (7) il devient défini positif dans H. 
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En effet, en utilisant les formules de sommation par parties 
ainsi que les relations (8),:on obtient . 


N-1 
; | 
(À (u) y, 2) = > ha: (x, U, u,) YxZx + G10 (x, u, Ux) X 
or. 
X Yzx au (T, U, Ux) YxZ + Goo (T, U, Ux) y]; + 
N 


ET D. k UT (x, U, u=) Yxzz + io (x, U, u-) X 
i=i 


X YZ= + do (x, u, U=) y=z + ao (x, u, u,) yzli + 


+ o (Mo) YoZo + O1 (Un) Ynzn+ (10) 
En comparant cette expression à l’expression de (y, A’ (u) z), on 
obtient que si la condition &;o (7, Po: Ps) = &o (Z: Po: P1), qui est une 
autre forme d'écriture de (9), est satisfaite, l’opérateur 4’ (u) est 
autoadjoint dans À pour tout u € H. 
Supposons à présent que ce sont les conditions (6), (7) qui sont 
remplies. En posant dans (10) z;, = “ il vient 
N-1 


(A (u)y, y) >< > HUE. 0+ D h(yi+ y )]= 


i=0 i=1 


=, y)+(45 DorlZc (y, y), (11) 


c'est-à-dire que l'opérateur A4’ (u) est défini positif dans H. Le 
lemme est démontré. 

Notons qu’en vertu du théorème 2, ch. V, il s'ensuit du fait que 
la dérivée Gâteau de l’opérateur continu À est définie positive, que 
ce dernier est fortement monotone. Donc, une fois les conditions (6), 
(7) remplies, l'opérateur À est fortement monotone. 

En posant dans (10) z; = ÿ;, on obtient en vertu des conditions (6), 
(1) l'estimation supérieure 


N-1 


(A' (u) y, DE] X hE+0+ D h(yi+uE )]+ 


i=0 


+ C3 D at D +. Dutl+cs (Y5 + yN)- 


A partir de l’inégalité (36) du lemme 15, ch. V,poure = 1, on sh 
tient que 


2 2 2 …. 8 +12 9! 
YS + YNK Cu [(y, y) +(y£ Por], Cy — 1 V 6+A . 42) 
On a donc 


(4° (u) y, y) < V2 1G. y) + (UE, Lul, V2 = C2 + Css (15) 
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Définissons dans l’espace H — H (w) l’opérateur linéaire R, 
application de A sur }H, suivant les formules 


2 2 
— 7 Yx.o Yo E=0: 
Ry= 1 Vi TU 1Si<N —1, 


2 . 
A Jan Un: i=N. 
De la première formule de différences de Green, il vient 
(Ry, y) = (y, y) + G£, ler. (14) 


Alors de (11), (13). (14) il s'ensuit facilement qu'avec la satisfaction 
des conditions (6), (7) on a pour la dérivée Gâteau A'’(u) de l'opéra- 
teur À les inégalités 


Y1 (Ry, y) << (A'y, y) < Y2 (Ry, y), (15) 


OÙ MY = C1 > 0, Ver = © + cé, c'est-à-dire que les opérateurs R 
et À’ sont énergétiquement équivalents aux constantes qui ne dépen- 
dent pas du pas À du maillage. 

Rappelons qu'on a obtenu plus haut l'inégalité 


(Au — Av, — > a lu — v |F + (u — 0). fus] 


au cas où les conditions (2), (3) sont remplies. De là et de (14) il 
résulte que si les conditions (2), (3) sont satisfaites, on obtient 
l'estimation 


(Au — Av, u—v) > ÿ (R(u—v), u—v), Y=0a>0. (16) 
Montrons maintenant que pour tous u, v € H, on a l'estimation 
(R-! (Au — Av), Au — Av)< y; (Au — Av, u — v), (17) 


OÙ Ya — Co (1 + c;) si sont satisfaites les conditions 
1 


D LZ (Z, Po, P1) — ka (Zs os 1) 
a=Ù 


1 
<a D lka(Z Por P1)—ka (7, Go: 9) (Pa — Ga). (18) 


[ka (Po) — #a (40) C2 Xœ (Po) — Ka (Q0)] (Po — Go). 


En effet, pour démontrer (17), il suffit d'obtenir pour tous u, v,z € H 
l'estimation 


(Au — Av, 7} << y: (Au — Av, u — v) (Rz, 2). (19) 


Dans ce cas, en posant ici z — R-! (Au — Av), on aboutit à (15). 


$ 2] MÊTHODES DE R£ESOLUTION DES SCHÉMAS 551 


Posons: 
Po = Paoli, GQo—Go—= Vi, So — So — Zi: 
Pi = Us. is Pau Vs DV oi 


Si — 2x. i. Re 


En profitant de la définition de l’opérateur À et, compte tenu des 
formules de sommation par parties, il vient 


(Au — Av, 2)°— ‘a — Au, 7} — 


={5S D Ai (Z, Por Pi) —ka(T: Qos Q1)l: Sa)w- + 


1 
++ à (l£a (x, Pos P1)— ka (x, Go qi]. FA AE 


+ {x (Po) — #1 (Go)] So Lin + [ko (Po) — %o (go)] So ss} - 


En utilisant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on obtient succes- 
sivement 


(Au — Av, PeirS = (Ua (E, Po: Ps) — 


4/24 


1/2 
1) £ (s£, 1 6) 


“ii Go» 41)l°, 


1 
++ D (a (& Por Pi) — Ka (Es do UP: Dé x 


a=0 
X (sa, Là 2+ [#s (Po) — %: (Qo)] Sr lin + 
+ [%o (Po) — %o (4o)] So Li=0} — 


<{z D ([ka (Z; Por Pi) —Ka (2, Go HF, 1w-+ 


&=0 
1 


+2 S (ae Por P)— Ka (2 Go GIP Dur+ 


a=0 


+ [Xi (Po) — #1 (Go) En + [Xo (Po) — %o ()lé=o} X. 


x {+ 3 [(S&; Lu + (Sa, Lho+] + S2 Lin + S li o}. 
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Etant donné que l'égalité 
(Au — Av, u—v) — 
i 
1 
= » (LUZ (x, Po: Pi) — Ka (x, Go: g1)] (Pa — Ja): 1)w- + 
a=0 
1 _ 
+ D (fa (z, Pos Pa) —ka(r: Go, G)] (Pa —Qa)s ur + 
a=0 
+ Lx (Po) — %1 (Go)] (Fo — Go) Li1=N + [40 (Po) — %o (90)] (Po — Go) l1=0 
est vraie, et qu’en vertu de (12), (14) et des notations introduites 


1 
D Is Do-+ (8, Lu] + lin + s8 lizo = 
a=0 


LG, Dar (2, Dur + (88, Dust (GE Du] +24 += 
= (2, 1)+ (4 Durtih +2 (+) (R5, 2), 


on obtient l'estimation (19), si les conditions (18) sont remplies. 
La proposition est démontrée. 


2. Méthode itérative simple. Examinons maintenant les métho- 
des itératives de résolution du schéma aux différences non linéai- 
re (4) qu'on a construit. Supposons, au préalable, que les conditions 
(2), (3) et (18) sont satisfaites. 

Pour résoudre l'équation (4), recourrons à la méthode itérative 
simple du type implicite 


BAUER + Ay,=f, k=0,1,..., vEH, (20) 


où À = —A, B—=R (l'opérateur R étant défini plus haut). Il 
s'ensuit de (20) que pour trouver ÿ:41, y, étant donné, il faut résoudre 
l'équation linéaire 

Bynti = = Byx — t (Ayx — f) 
ou sous forme développée 


—Ynti 1) + Cynga () — Vrai GC + D = hp), 1<i< N—-1, 
CYr+1 (0) — 2yn+1 (1) = hp (0),  i = 0, 
—2Yn+a (N — 1) + Cyr (N) = hé (N), i = NN, 
où c = 2 + h°. Vu que c >> 2, le problème discret aux limites peut 
être résolu par la méthode du balayage monotone en © (NW) opéra- 
tions arithmétiques. 


Il reste à indiquer le rôle du paramètre d’itération 7 et de fournir 
l'estimation du nombre d'itérations exigées. Les conditions (2), (3) 
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et (18) étant remplies, on a les estimations (16) et (17) qui peuvent 
être écrites sous la forme 

(Au — Av,u—-v)>y (B(u—-v,u—v, => 0. 

(B”? (Au — Av), Au — Av) << ya (Au — Av, u — L). 
Ye = Ce (1 +c,;), (21) 
où c, est donné dans (2), c. dans (18) et c, dans (12). 

Comme l'opérateur B est autoadjoint et défini positif, la conver- 
gence de la méthode (20) sera étudiée dans l’espace énergétique H;, 
où D = B. Avec le choix considéré de l'opérateur D les inégalités 
(21) coïncident avec les inégalités (4), (5). Aussi peut-on profiter 
pour le choix du paramètre d’itération t du théorème 1. On obtient 
que pour T — 1/y, — 1/(ce (1 + c;)) la méthode itérative (20) con- 
verge dans À, et pour l'erreur on a l’estimation ||[y, — u ||: << 
LP" [Yo — un p —V1—ÉE, Ë = Y1/y. pour toute approxima- 
tion initiale y. 

Donc, si les conditions (2), (3). (18) sont satisfaites, la méthode 
itérative simple (20) avec la valeur du paramètre t mentionnée permet 
d'obtenir la solution du schéma aux différences non linéaire (4) avec 
la précision & en n > nr, (£) itérations, où 
le 21ne 


In =) 


Vu que les constantes c. c. et c, ne dépendent pas du pas » du mailla- 
ge, le nombre d'itérations nr, (e) n’est fonction que de & et ne varie 
pas avec la dégénérescence du maillage. 

Examinons maintenant la méthode itérative (20) dans l’hypothèse 
de la satisfaction de (6). (7) pour les dérivées a, — 0k,/0pna et 
Ca — 0%X4/0po, ainsi que de la condition de symétrie (9). Alors pour 
la dérivée Gâteau de l'opérateur À se vérifieront les inégalités (15) 
qui. en vertu du choix de PB — R., prennent la forme 

V1 (By, y) << (A' ) y. y) < Y2 (By, y), v, yEH, (22) 
OÙ Yi — Cys Vo = Ce + Cal Cie Ce et C3 étant définis dans (6), (7), 
tandis que c, l’est dans (12). 

Soit D — B. L'opérateur DB-1 A4’ (v), égal à A” (v), sera, en 
vertu du lemme 4, autoadjoint dans H et, par conséquent, les con- 
ditions du théorème 2 sont satisfaites, tandis que les inégalités (22) 
se ramènent aux inégalités (14). Le paramètre + dans le schéma (20) 
doit donc être pris égal à t — t, — 2/(ÿ, + y-). En outre, pour 
l'erreur y, — u et pour le nombre d'itérations se vérifieront les 
estimations 

1— c 
lun ullpp3llgo—ulh ponree, de 


n'>n9(e) — In e/ln po. 
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Ici, comme pour la méthode précédente, le nombre d'itérations est 
indépendant du pas À du maillage. Pour l'opérateur B, choisi en 
vertu de la première formule de différences de Green, on aura la 
représentation suivante pour la norme ||z ||,: 


Ms = (2 2 + Dos. 


On a examiné les méthodes de résolution du schéma aux différen- 
ces non linéaire approximant l’équation unidimensionnelle quasi li- 
néaire sur un maillâge régulier. Il est aisé d'étendre ces études au 
cas de maillage irrégulier quelconque ainsi qu’à des schémas aux diffé- 
rences approximant les principaux problèmes aux limites pour l’équa- 
tion elliptique quasi linéaire de second ordre dans un rectangle. 


3. Méthodes itératives pour équations aux différences elliptiques 


quasi linéaires dans un rectangle. Dans le rectangle G = {0 < 
L Ta L las & = 1. 2} à frontière lil s'agit de trouver la solution de 
l'équation 


S ka (x. u _ ko (7, TR = — px). z EG, 


 Ôra * 07,” Ôrs * 071’ OZ, 
-œ—1 
(23) 
qui satisfait aux conditions aux limites de troisième espèce 
ka (x, u, ) = X_a (tr, U)— got), Ta =0, 
CE M ÔTe 
(24) 


0 0 
— ka (2, U, Fe Ze) = %4a (2, U)— gra(T); Ta =las &—=1, 2. 


Supposons, comme dans le cas unidimensionnel, que les conditions 
suivantes sont satisfaites. Les fonctions k£, (x. p) et x+, (Po) sont 
continues en p = (Po, P1+ Pe) et Po. et, en outre, 
2 2 
2 Léa (x. p)-- ka (£. 9) (Pa — Qu) >C4 2 (Pa— Ga) 4>0, 
2 
D 
a=0 


[ka (Tr, p)—ka (x, g)F<K C2 BALE (x, p)—ka (T, )1 (Pa — Ga); 


[X4a (Po) — X4a (40) Ce (X4o (Po) — K+a (o)] (Po— Go), & = 1, 2; 


9 
> 


œ 


où >0et ce >0,zEGet [p |, |qgI< oc. 


Introduisons dans les domaines G un maillage régulier rectangu- 
laire 


D {= (uit), 0SiSMn OSiSNe RaNo = le 
a = 1, 2}. 
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Le schéma aux différences du type le plus simple, correspondant au 
problème (23), (24), prend la forme 


Ay = —f, zEv, (25) 
AA) + A, f— p + 21h + 2pe/he, 


E-a(T), Ta = 0 
Pu (x)= À 0, Ra Tae la —hos 
Etat), La = lors OL Ts-a Ll3-as 


tandis que les opérateurs A,, & — 1, 2, sont définis par les formules : 
1) pour k&< r8< lg — hp, on a 


1 
AY = hot, y: Vs Ye), + lka (Ts Ye Vus Yx)e }— 
1 
— 7 lhko(z. y. y, Yz)+ho(z, y, Yu, Ur) ha Ta Lla —ha ; 
1 
Aa lRS ee, y, ve Ve) + Ra (es Us Vs Ve) — 
1 2 
— + ko(x, y, Uxss Vs) — ge #0 (x, y). Ta =0; 
1 2 
Aoy= — 7 lha (re Ve Vas V5) + l&(T, Y, Vas Vr)]— 
1 
—7 ko(z, Y, Vs VE pu — E Mra (2 Y), Ta = la; 
2) pour zg=0, on a 
1 
Aoy ={ka (x, Us UYxss Ya) — + ko (x, Y, Ux,s Ux,) 
avec Lo <Ta< la — ha; 
2 2 
Aou = 7 Ka (T, Ye Yxss Yx,) — Ko (Ts: Y, Yxs: Yxs) — Ro #-a(T: Y) 
avec 2, =0; 
2 2 
Aay = — 7e Ka &(x, Y, Yxs Yxs) — 5 X+o (2, 1 y), La = le; 
3) pour zg=lg on a 
1 
Aay = Kat, y, Va, Vs) — 5 ko (t: y, UV: U3)) 
avec A, Lte Llo —ho: 
2 ,+1 
Aa = pe Ro "( y, ÿ + V= ? — X-a (TZ: y); FES 


9 
ay = pe ba, Vs Ve) — on Y, Vs Ur) — Aa (2 y) 


avec To = la. 
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Dans le cas concerné B—3—ax, œ—1, 2, et on utilise les 
notations 


KT" (x, y, Yx+ Yz) x, = 

= k; (Ti+1, 9 y(i+1, j), yz (+1, j). L pi (+1, DE 
et des notations analogues pour #j'' et ke, 
Définissons dans l’espace À des fonctions de mailles asscciées 


à w le produit scalaire 


Ni Ns 
& ver LG GDu(, Do, 


: p={ ho, 1ISk<N,—1, 
a) = 52, k=0, N, 


et les opérateurs A, — —A,,a — 1,2, À — A; + 4.,R = R;, + 
+ R;:, où 


{ 2 1 
| nets Ur Ta, 


1 
Ray = TY= + Y: ha <Ta la “ho 
a" œ 
2 = ÉAES ZT, — | a = À 9 
| a Je, 5 Un a tar &—1, à, 


et OS rs < lg. Dans ce cas le schéma aux différences (25) s’écrira 
sous la forme d'une équation opératorielle 


Au = (26) 
avec opérateur non linéaire À. 
En utilisant les hypothèses formulées plus haut sur les coefficients 


ka (&, p)et X+a (Po), on obtient, comme dans le cas unidimension- 
nel, les inégalités (16) et (17), où c, est une constante de l'inégalité 


Ns Ni 
À, le G) ue (0, + Na, DIH D fa (Lu (GE, 0) +, NII 
N1 N Ns N1 
SALE DC Dh OM (D + D À Rate G)ue Ge D+ 
Ni Nr : 
+2, 2 PQ) aus (, Pl. (27) 


Montrons que 
c—=V2(46+P2)/(1V 3242), l=min(k, b). (28) 
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En effet, de l'inégalité (36) du lemme 15, ch. V, pour e = } 2 
on obtient 


y? (0, j) + y (Ni, j)< 
N 


cire [5 LAS G, + > hi (&) y° (6, j |: 


Notons que si l’on substitue ici . à L,, l'inégalité ne . que se ren- 
forcer. En multipliant maintenant le premier et le second membre de 
l'inégalité obtenue par #, (j) et en sommant en j de O0 à W., on ob- 
tient 
Ns 
Di he) 19200, 5) + y (Ni, PI 
j=0 
Na M Ni Na | 
<a D D MheGuË  D+HSD D GE Phi), C9 
j=0 i=] i=0 j=0 
où c, est défini dans (28). De façon analogue, on trouve 
Ni 


D lai) ly2(G, 0)+y2(i, NS 


i=0 
N Na dé N: . 

<a > > hi () have (i. ++ > > 2, Y°(, j)hi(i) he |. (30) 
im0 7=1 Fa 


En additionnant (29) et (30), on obtient l'inégalité (27). 

Pour résoudre l'équation (26), on peut recourir à la méthode 
itérative simple implicite (20), où B = R et + — 1/y, — 1/(c (1 + 
+ c4)). Dans ce cas. en vertu du théorème 1, la méthode itérative (20) 
convergera dans H, et, pour l'erreur, on aura l'estimation 


[lYrn—u 80" |yo—ulls p= V1 —%, E=yi/ve=ci/l(c2 (1 + ci)). 


Par conséquent, le nombre d'itérations n, (e), exigé pour l’obtention 
de la précision relative e, ne dépendra pas du nombre de nœuds dans 
le maillage ©. 

Pour trouver y::1, on pose le problème 


Ryrta = 9 op = Ry, — x (Ay, — f). 


L'opérateur R correspondant au second problème aux limites pour 
une équation aux différences à coefficients constants, le problème 
mentionné peut être résolu par des méthodes directes décrites dans 
les chapitres IIT et IV en O (N° log, N) opérations arithmétiques 
(Ni = N, = N = 27). Si les fonctions k, (x, p) et #44 (z; Po) sont 
dérivables, l'opérateur À possède alors une dérivée Gâteau consti- 
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tuant un opérateur autoadjoint dans À au cas où sont remplies les 
conditions 


da (x. p) — fa (x. p). @; B — 0, 1, 2, (31) 
où dep (Z. P) = ee. On peut montrer que si, outre (31), sont 


remplies les éonditions 


2 2 2 
a DE à, Gas (z, PE <a DE a>0. 


Mig (x, Po) 


0 — << cs; a—= 1, 2, 
dPo 


alors sont vérifiées les inégalités (15), où y, = ©, Ye — Ce + ce, 
tandis que c, est défini dans (28). Dans ce cas, dans la méthode ité- 
rative (20) avec B — R, le paramètre + peut être choisi égal à t, — 
— 2/(y, + Y2). En vertu du théorème 4 on aura pour l'erreur l’esti- 
mation 


Un — u [| 00 | Yo —U Ir Po = (À — E)/(A + Ë), Ë = Yi/Ve. 


Supposons qu’à présent il s’agit de trouver la solution du premier 
problème aux limites dans le rectangle G 


« ôu Ou ou ou 

_ EE he (x. SE PTE me) Ho (2. DAFT me) = — 4). zx EG. 
(32) 

u(r)=0, xer. 


Posons que les fonctions k, (x, p) sont continues en p = (po, Pa: 
p.) et que sont remplies les conditions 


9 
æ 


2 _ 
pa [ka (z, p)—ka (x: 9)] (Pa — Ia) Z C1 à (Pa — a)* > 0, 


Lko(z, P)—ko(x, 9)] (Po— a) 20, (33) 


è 2 
À lka (rs P)— ko (s DP<C2. À lEa (2, P)— Ka (&s 9) (Pa — Ga). 


où c > 0, nc |.g | << oo. 


Le problème (32) sur le maillage régulier rectangulaire | © — 
— &@{J'Y. introduit auparavant, $era mis en accord avec le schéma 
aux différences 


0 en 2 (4) 
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où f — , tandis que l'opérateur de différences À est défini de la 
façon suivante: 


1 
Ay= A y=--{lk; (x, y; V5 Y> le + Lks (x, YU: Yx,, Yx,)]= + 
+ [ke (x, y, V;.: Y> )]x, + 12 (x. Y+ Yx:, Yx,)E — 
— ko(x, y; VU y=)— ko (x, y, Uxs, yx.]}- 


Fournissons encore deux approximations possibles : 


Ay= A 'y= + {lé (x, Ve y, Ve + Vie ÿ: Yes Ye + 
+ k2(z, y, Yes Ur le, + R2(Z, Ye y, vx) — 
— ko(x, Y, Vs, Yx)— ko (te y. Yxss VE} 
et A=+ (A+ A). 


Dans l’exemple considéré 7 est l'espace des fonctions de mailles 
associées à w et dont le produit scalaire se définit par la formule 


Ni — 1 ue 1 
&v= } 2 hu, jui, j) 
= = 
Si dans les équations du schéma (34) on substitue y|, — 0, on ob- 
tient alors le schéma aux différences Ay — —f. En définissant l'opé- 
rateur À comme égal à — A, on est en mesure d'écrire le schéma obte- 
nu sous forme d’équation opératorielle (26) dans l'espace H. 
En utilisant les conditions (33), on obtient pour les trois approxi- 
mations que l'opérateur À satisfait aux inégalités (16). (17): 
(Au — Av,u—v) > V(RUu—v.u—v), Y = >0,. 
(R'(Au — Av), Au—Av)< ya(Au—Av, u—v), Ye = Co(1+ 04). 
où 


CA | ‘4 ô | 4 n? En P > : 


“7 6 TRE h? De + sin De TT 


: oo 


tandis que l'opérateur R ur à Lo de différences de 
Laplace Ry = — RAY; 4 (x) = y (x) pour zx € w et y (x) = = 0 pour 
zEY, Au — Ur + u 

Pour résoudre les bte (26), profitons de la méthode itérati- 


ve simple (20) avec B — R et t — 1/».. En vertu du théorème 1 on 
aura l'estimation 


Ya ue <p"lgo—u ls, p=V1—E, E yi/Ye. 
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Comme auparavant, pour résoudre les équations Ryy41 = Ryr — 
— T7 (4Ay, — f), on peut utiliser les méthodes directes de réduction 


totale ou de séparation des variables proposées dans les chapi- 
tres III et IV. 


4. Méthodes itératives pour des équations faiblement non linéaires. 
Dans le rectangle G = {0< z,< l,. & = 1, 2} étudions l'équation 
elliptique faiblement non linéaire de second ordre 

AE du Ou ôu du 2) 


32 Ÿ de 0x3 — Ko (æ 37° 02 


—0, r€G (35) 


aux conditions aux limites de première espece 
u (r} =0, zxer. (36) 
La faible non-linéarité de l'équation (35) signifie que la fonction 
ko (T. Po: P1: P2) est définie pour x € Get | po |, | Pa |, | Pe | ©. et 
est continue en zx pour des Po, P1. P: fixés, et qu'il existe également 
des dérivées de la fonction ko (x, Po: P1+ Pe) EN Po. P1 et Pe, qui satis- 
font. aux conditions 
dke 


> 0, ne 


SM, :a=1, 2. (37) 


73 


Sur le maillage © — w) y 1. et rectangle, introduit aupa- 
ravant, le schéma aux différences correspondant au problème (35), 
(36) prend la forme 


Ay=0, xEw, y(r)=0, zrEy, 
| 1 
Ay=#y— 5 tlho(z, y, Vs Ur) + ko (x, Vs Vas, Ux.)l, 


OÙ PY = Yrx, + Yrx, St l'opérateur de différences de Laplace. 


Déterminons maintenant l'opérateur de différences A’ (v) dépen- 
dant de v: 


(38) 


| | { 
A (o}y = Ay— 7 leo (x, v, ve, ve) yr + 


+ Gps (T, Vs Vs, Uxs) Us + do2 (TZ, V, U= v=) Yx, + 


+ do2 (x, V, Ux,s Ux,) Yx, + (Goo (x, V, A VE ) + Goo (x, U, UxisUx,)) y], 


ou 


ôk L L] ?* 
doxu (x, Po: Pi» Pa) = 2er Por Pa Po a=0, 1, 2. 


Dans l’espace H des fonctions de mailles associées à w définissons les 
opérateurs : 


Ay=—Ay, Ry=—Ay, A'(v)y = — A (v) y, 


y (x) = y (x), v (x) = v (x) pour zEw 
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y (x) = 0, v (x) = 0 pour r € y. 


L'opérateur À’ (v) est une dérivée Gâteau de l'opérateur 4. En utili- 
sant ces notations, écrivons le schéma aux différences sous forme de 
l'équation opératorielle (26). 
Si ko (Z, Pos P1: Pe) est indépendant de p,. et p., c'est-à-dire si 
ko (Z, Pos Pas P2) — Ko (2, Po). 
alors on a 
do (x, P) — po (x, P) és 0. 
Dans ce cas l’opérateur 4°’ (v) est autoadjoint dans A. 


En utilisant l’estimation inférieure de l'opérateur de différen- 
ces (—Z) 


(— Ry, y)= — (Ya + y) > (y, y), 
4 2 se 


dr sin; 


+— e RS, > — + ++ 
les conditions (37) pour Mi et les its, 
— (A (0) y, y) = —(Ry, y) + (az, V)y, y), 
on obtient 
Yi (Ry, y) < (A ©) y, y) Ye (Ry, y). 


Yi — 1: Yo — 1 + CelÔ. 


Par conséquent, si pour le cas considéré d'« autoconjugaison » 
on utilise la méthode itérative (20) avec B = D = R et t = to = 
= 2/(y1 + y2), alors, en vertu du théorème 2, on aura pour l'erreur 
l'estimation 


yn —u 8 P0 Yo —u ls Po = (A—EÈ)VAHE), E = vi/ve. 


L'opérateur R dans le schéma (20) peut être inverti au moyen de 
l'une des méthodes directes. 


« 


ou 


36—01162 


CHAPITRE XIV 


EXEMPLES DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 
ELLIPTIQUES DE MAILLES 


On étudie dans le $ 1 quelques procédés de construction des schémas ité- 
ratifs implicites. en particulier, avec le recours à un régularisateur. Le $ 2 
est consacré à l'étude des méthodes de résolution des systèmes d'équations 
elliptiques. On y examine comment la théorie générale s'applique à la résolu- 
tion de quelques problèmes de la théorie de l'élasticité. 


$ 1. Procédés de construction des schémas itératifs implicites 


1. Principe de régularisation dans la théorie générale des métho- 
des itératives. On a exposé dans les chapitres VI—VIII, XII, 
XIII la théorie générale des méthodes itératives utilisées pour la 
résolution de l'équation opératorielle 


Au = f. (1) 


Dans la théorie générale des méthodes itératives cn n’a pas utili- 
sé la structure concrète des opérateurs du schéma itératif, la théorie 
ne recourant qu’à un minimum d'information de nature fonctionnelle 
générale sur les opérateurs. Cela permet (une fois fixés les opérateurs 
du schéma) d'indiquer les principes généraux de construction des 
méthodes itératives optimales. Par exemple, si les opérateurs À et B 
du schéma itératif à deux couches 


BE + Ays=f, k=0. 1, voEH (2) 
satisfont aux conditions 
B=B*>0, A = A*>0, (3) 
NB<A<YB, > 0. (4) 
le jeu des paramètres d’itération de Tchébychev +, : 
1e = go EUR 4 1<k 
RE LEoux ur € Man — cos 2n ? IN . < £ n, 
où 
EE er 
rpm PoTre =, 


est alors le meilleur. 
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À quelles exigences doit-on se conformer lors du choix de l’opéra- 
teur B ? On a remarqué dans le $ 3. ch. V, que le choix de B doit se 
plier à deux exigences : 1) garantir la convergence la plus rapide de la 
méthode ; 2) veiller à ce que l’inversion de cet opérateur soit écono- 
mique. 

Pour l'exemple donné plus haut, la première exigence est satis- 
faite si l'énergie de l’opérateur B est proche de celle de l'opérateur 4, 
c'est-à-dire si dans les inégalités (4) y, et y, sont proches. Pour rem- 
plir la seconde exigence, il faut de la classe des opérateurs B. pro- 
ches quant à leur énergie de l’opérateur À, choisir celui dont l’inver- 
sion est la plus facile. 

Comment construire les opérateurs facilement inversibles? Il est 
évident que si B*, B*,..., BP sont des opérateurs facilement inver- 
sibles, l'opérateur B — B1B° ... BP, constituant leur produit, est 
également facilement inversible. 

Notons qu’à la différence des facteurs l'opérateur B lui-même 
peut posséder une structure complexe. Par exemple, soit B« — E + 
+ oR,, a& — 1,2, où À, est un opérateur correspondant à l'opéra- 
teur de différences (—.7,): #, y = Yrox,e à = 1, 2. A l’opéra- 
teur Be correspond un opérateur de différences triponctuel qui s’in- 
verse par la méthode du balayage en un nombre d'opérations arithmé- 
tiques proportionnel à celui d’inconnues dans le problème. L'opéra- 
teur B — B1B° possède un stencil à neuf points et il lui correspond 
l'opérateur de différences @ : 


9 


. N' = 
By = pe RE CFE TE … o Prxx,x, 
La complication de la structure de l'opérateur B permet d’accoroître 


le rapport E — Y,/y. et d'augmenter ainsi la vitesse de convergence 
de la méthode itérative. 


Pour construire l'opérateur B on peut partir d'un opérateur 
quelconque R=—R*>>0 (d'un régularisateur) qui est énergétique- 
ment équivalent à À et B: 


REA CR, CZ >O0, (5) 
nB< R< V2B. YZ> 1 > 0. (6) 


Dans ce cas les inégalités (4) avec les constantes y, — c1ÿ1, y: — 
= CeŸs Se vérifient avec 
Ë — Yil/Ye = (/C)E, EE — Vie. 

En quoi consiste l’idée de l'introduction du régularisateur R ? 
Généralement, pour les problèmes aux limites elliptiques associés 
à un maillage, l'opérateur R est choisi de manière que les constantes 
c. et c, des inégalités (5) soient indépendantes des paramètres du mail- 
lage (du nombre des nœuds du maillage). Par exemple, si l’opéra- 
36 
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teur À correspond à un opérateur de différences à coefficients variables 
Ay = (aiy= )x + (a2y> )xss 0<c <a, 


associé à un maillage régulier © — {z;; = (ih,. jh.), 0<i< Ni, 
OL j< Ne hoNa = las & = 1, 2} introduit dans le rectangle 


G = {0<r,< le, æ = 1, 2}, de sorte que Ay = — Ay, où y (x) — 


= y (x) pour zE wet y (x) = 0 pour x € Y, on peut choisir en guise 
de À l'opérateur correspondant à l'opérateur de différences de La- 


place Zy = (F1 + Poe)y = Yrx, + Years Ry = — Ay, où les opé- 
rateurs 7, sont définis plus haut. 

En utilisant les formules de différences de Green, on montre sans 
peine (voir point 8, $ 2, ch. V) que les opérateurs À et B sont auto- 
adjoints dans À et que les inégalités (5) sont satisfaites. À est ici 
l’espace des fonctions de mailles associées à w et dont le produit sca- 


laire se détermine par la formule (u, v) — NY u(x)v(x) hjh.. 
xEw 


Supposons à présent que l'opérateur À correspond à l’opérateur 
de différences elliptique contenant des dérivées mixtes 


2 
Ay = 2.05 (UPS DS + (kasUxg)}z ] Ù 
et que sont remplies les conditions de 2. ellipticité: 


2 2 
a Z BE À, ken (r) Ets Les D EE a>0. 


Prenons en guise de régularisateur os R défini plus haut. 
Au point 8, $ 2, ch. V on a montré que pour les opérateurs À et R 
examinés les inégalités (5) sont satisfaites. 

Donnons encore un exemple. Supposons que l'opérateur À corres- 
pond à l'opérateur de différences de Laplace d'ordre de précision 
élevé 


hi+h5 
Ay S Lx, + 5 ES De Psxx. 


Montrons que si en guise d'opérateur À on choisit l’opérateur men- 
tionné plus haut, les inégalités (5) à constantes c, — 2/3, c, — 1 se 
vérifient. 

En effet, en utilisant la première formule de différences de Green 


et l'égalité Vaxxs = VErxk qui se vérifie pour les fonctions 


de mailles associées à un maillage rectangulaire w, on aboutit à 


— (AU D) = GE. Di Da GE Le Die 
— (AU DE QE. Di QUE D 


(1) 
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On a adopté ici comme notations: 
Na Ns—1 


(u, v),-: 2 à u(i, j)u(i, j) hiho, 
1—= 2= 
Ni—1 NN: 

Qu,vh= À D ui, j)v(i, j)hih, 
Ni Na: 

(u, U)j9 = 2 D) ui, j)u(i, j)kih. 
1—= = 


A partir de (7) on tire l’estimation À < À, c'est-à-dire que dans (5) 
Co — 1. Ensuite, compte tenu de Ve (x) = O0 pour zx, — 0, L, et 


y= — O0 pour x, — 0, L,, du lemme 12, ch. V. on obtient l'estimation 


Us Der (UE. 1 (8) 
et de façon analogue 
GE 2 Dee QE 2, Der UE à 1 (9) 
En multipliant (8) par k°/12 et (9) par k°/12, puis. en additionnant 
les inégalités ainsi obtenues, il vient 
k 5 0 © à : 
ET Gr De GE, Di + QUE, Dal 
De là et à partir de (7) on déduit l’estimation À > 2R/3. La propo- 
sition est démontrée. 

Les exemples examinés montrent qu’on peut choisir en guise de 
régularisateur pour des opérateurs À différents le même opérateur À. 
Aussi le problème de construction de l’opérateur 2 se simplifie-t-il 
pour le schéma itératif implicite. L'opérateur B se construit sur la ba- 
se de sa proximité en énergie du régularisateur À. La classe des régu- 
larisateurs est essentiellement plus étroite que la classe comprenant 
les opérateurs À. Si l'opérateur BP est choisi et, par suite, les constan- 


tes y, et y. des inégalités (6) sont trouvées. il ne reste qu’à obtenir 
pour chaque opérateur concret À les constantes c;, et c, dans les 
inégalités (5). 

Avec l’utilisation du régularisateur, la difficulté principale con- 
siste dans l'obtention des estimations pour y, et y.. Le plus souvent 
l'opérateur B prend une forme factorisée, les facteurs dépendant de 
certains paramètres d'’itération. On définit ainsi une famille d’opé- 
rateurs À de structure déferminée et caractérisée par les paramètres 
mentionnés. Ces paramètres doivent être choisis sur la base de la 


condition de maximum de Ë. On étudiera quelques exemples d'opé- 
rateurs factorisés au point suivant. En attendant, notons qu’en 
guise d’opérateur À on peut quelquefois choisir le régularisateur 


R (Mi = Ye = 1). 


566 RÉSOLUTION DES EQUATIONS ELLIPTIQUES DE MAILLES [CH. XIV 


2. Schémas itératifs à opérateur factorisé. Au point 1 le principe 
de régularisation a été illustré par un exemple d'opérateur À auto- 
adjoint. Dans ce cas les inégalités (4), s’ensuivent des inégalités (5) 
et (6). 

On a montré dans le ch. VI que si l’opérateur À n'est pas auto- 
adjoint dans 7, tandis que l’espace énergétique A, est engendré par 
un opérateur D autoadjoint et défini positif. où D est soit B, soit 
A*B-'A. il est nécessaire de substituer aux inégalités (4) les iné- 
galités 

Y1(Bz. ) < (Az, x), (B”'Az, Az) < Ye(A7, x), nn > 0 (10) 
ou bien les inégalités 


BL AL VB, (BYAir, A1r) << Y$ (Bz, x), Y1 0, (11) 


où 4, — 0.5 (4 — A*) est la partie non adjointe de l'opérateur À. 
Supposons que l’opérateur B — B* > 0 est construit sur la base 
du régularisateur R et que les inégalités (6) sont satisfaites. Alors, si 
l'opérateur À satisfait aux conditions 


C, (Rx. x) (Az, r), (R-'Az. Az) < ce (Az, x), c >> 0. (10) 


on obtient alors les inégalités (10) aux constantes y, — CiŸ1, Vs = Cie: 
En effet, à partir du lemme 9, ch. V. et de l'inégalité (6) il ré- 


sulte que les inégalités RS B-1< y:-R71 sont satisfaites. De 
la il vient 


(B-lAz, Ar) < Ÿe (R-lAr, Ar) << CoYe (Az, x). 


De façon analogue on démontre que si l’opérateur À vérifie les 
conditions 


GRLAL CR, (RT'Air, Air) LÉ (Rx, x), c > 0, (11°) 
les inégalités (11) aux constantes y, — CiŸ1: Ve = CoŸe Ve CaŸe 
sont également satisfaites. 

Ainsi donc. dans le cas d’un opérateur À non autoadjoint égale- 
ment il faut savoir obtenir les estimations pour hi et Ye figurant 
dans les inégalités (6). 

Essayons maintenant d’obtenir les inégalités (6) pour les opéra- 
teurs autoadjoints À et B. Examinons deux cas: 

1) L'opérateur R se présente sous forme d’une somme R = R, + 
—+ R, d'opérateurs À, et R; mutuellement autoadjoints: 

Re = Ri*, (12) 
de sorte que (Rx. x) — (R:x. x) = 0,5 (Rx, x), x E H, tandis que 
l'opérateur B est de l’aspect 

B = (E + oki) (E + wRà), (13) 


où wo > 0 est un paramètre. 
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2) L'opérateur R se présente sous forme de la somme R = R; + 
+ Re+...+ 2, P>Z 2, d'opérateurs autoadjoints deux à deux 
permutables Ra ='T, 2. .-., p, de sorte que 


Ra=RY RoRp=RsRe @B—=1,2,...,p, (14) 


quant à l'opérateur B, il est factorisé et prend la forme 


B= Î] (E+0R4) (15) 


où wo > 0 est un paramètre. 

Dans chaque cas l'opérateur B est autoadjoint dans H. Soulignons 
spécialement le caractère universel du choix de l’opérateur P en 
la forme (13), où les opérateurs À, et R, satisfont à la condition (12). 


La question est d'obtenir les estimations pour Ÿ et Ye figurant 
dans (6), ainsi que de choisir le paramètre d’itération © sur la base 


de la condition du maximum du rapport E — y,/y.. 

Etudions séparément chaque cas. Le premier cas a été l’objet d’une 
étude détaillée au ch. X consacré à la méthode triangulaire alternée. 
On se limitera donc ici à la formulation des résultats. 


Théorème 1. Supposons que les conditions (12) sont remplies 
et que dans les inégalités 


R>6E, (Rx, RE) + (Rx, x), 50 (16) 


les constantes 6 et À sont données. Dans ce cas, pour la valeur optimale 
du paramètre w = wo = 2/V 8A. l'opérateur B, défini par l'égalité (13), 
satisfait aux inégalités (6) avec les constantes 
: ô : Ô Ô 
MeV Mar 


Notons qu'on peut procéder à l’examen de la forme de l’opérateur 
B plus générale que (13), à savoir: 


B=(D+wR;) 2D1(%+wkR2), 


où 4—3%%+>0. Il s'ensuit du lemme 1, ch. X, que le théorème 
4 reste vrai, il ne faut que remplacer (16) par les inégalités 
suivantes: 


R>ÔT, (D'Rix, Ra) ST (Rx, x). 
S y joue le rôle d’ un paramètre d’itération auxiliaire. 
L'opérateur B s'inverse facilement dans le cas, par exemple, où 


l'opérateur À, correspond une matrice triangulaire inférieure, 
R;: 


à 
à une matrice triangulaire supérieure, et à Z une matrice diago- 
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nale. Si l’opérateur R correspond à un opérateur de différences ellip- 
tique, les matrices triangulaires mentionnées posséderont sur chaque 
ligne un nombre fini d'éléments non nuls, indépendant de celui des 
nœuds dans le maillage. L’inversion de chaque facteur figurant dans 
l'opérateur B peut donc se réaliser en un nombre d'opérations pro- 
portionnel à celui d'inconnues du problème. 

Passons à présent au second cas. 

Théorème 2. Soient l'opérateur B présenté sous la forme (15), 
les conditions (14) remplies et les bornes des opérateurs R, données: 


CES RENSE, 0,0; 1,2, :.:;Dp. 
Dans ce cas, pour la valeur optimale du paramètre w 


4 1—1P 
Dr n/P—n 9 
l'opérateur B vérifie les inégalités (6) aux constantes 
D = PEN) =. 
Vi (1+w0A)P ? V2 — Yi pnt/P , 1 A ? 


1m = à D PNEU LS 

os 0x: SE max No k=| er a |: 
[a] étant une partie entière du nombre a. 

La démonstration étant laborieuse, on s’abstient de la donner. 


Notons seulement qu'en vertu des conditions (14) l’opérateur B est 


permutable avec les opérateurs R,,@& — 1,2,....p.et donc. 
Vi = min Ses ter k Ÿ — HAN Dre | 

a |] A+ wa) Sa [| A+ oo) 
Notons les cas particuliers du théorème 2. Si p—2, alors 


ET  — 
OVER A+ V a) 7 Van (+71 


Si p=3, on a alors 


k—=14, w 


7 — JÔ (— }', 


k — 2, Op — 11 


1 
784 (V5+V A) 
 6(1+2m) f 1—n°2# \3 
RE CE 1—n | | 
Pour le cas où p — 2, on peut obtenir des meilleures estimations 
pour y, et Ÿe en introduisant dans l'opérateur 
B = (£ + ok) (E + w:R2) (17) 


deux paramètres w, et &. qui prennent en compte le fait que les bor- 
nes des opérateurs R., et R, sont différentes. On a ainsi le théorème 3. 
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Théorème 3. Supposons que l'opérateur B est de la forme (17). 
les conditions 
R.=R a=1,2, RiR:=R.R; 
sont satisfaites et les bornes des opérateurs R, et R, données: 
OE<LRaL AGE, a—=1,2, + 6: > 0. 


Dans ce cas, pour des valeurs optimales des paramètres &, et w: 


AHIVn  ,,-1=tVn 
r Vn+s | ü r Vn—s L 
les inégalités (6) sont satisfaites et possèdent les constantes 
= 4Vn = 2(4+m) 
(1 +02) (1+Vn)° ” (@1 + 0) (1+V n)° ° 
où 
A3 Ab … As — Ab 2 1 —0b EH 1—a 
PR pen De Ces Dom ps lee: 
(Ai — 63) (As — 02) _ As: td 
° Re (A1 + O2) “(Ai + 62) (A2 + 61) : 7 Ai—û %- 


Pour démontrer le théorème, effectuons la substitution en posant 
= (ri —sE)(E— A), Re = (Re + SE) (E + IR) 
où r, s, 1 ont les valeurs indiquées. On peut montrer que les opéra- 
teurs ainsi définis : 
R; = (R1 +sE) (rE + tR;)7, Ro = (Re — SE) (rE — tR:)" 
vérifient les conditions À, — Re, a = 1,2, R1Re = R2R, et possè- 
dent les mêmes bornes nE£ << R,< E, n >0, &« = 1, 2. Ensuite, 


vu que les opérateurs E — tR,et E +tR, scnt autoadjoints et défi- 
nis positifs, il existe des opérateurs permutables tels que (E — 


—tR;)/® et (E +tR.)/2. Posons 
x = (E —tR) A (E + 1R.)/°y 
On obtient : 
(Bz, x) = (1 — os) (1 + w:s) (By. y), (18) 
(Rz, x) = (r — st) (Ay, y), (19) 
où B=(E+oR,) (E+wR:;), R=R;+R:, 
Re Or — { …. Oor + t 
1— os  1+0ùs * 


A partir de (20) on trouve 


(20) 


— _ Gr —t Or+t _(r—st) (@1+ @2) 
20 = 1— o15 7 1H wes  (1— 35) (1+ Was) ? 
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De Ilà et à partir de (18), (19), il vient 
(Rz,z) 2  (Ry.uy) 


(Bz, )  @i+ © (By, y) (29) 
En utilisant le théorème 2, on obtient que pour 
w= = 1/Vn (22) 
on a les inégalités 
V1 CRy, y) (By, y) LY2 (RY, y), (23) 
où 
= __2n = __Vnti+mn 
"= 7 


GEVRE" PT GER 
Par conséquent. à partir de (20) et (22) on déduit les valeurs op- 
timales des paramètres wo, et o: 


1+1Vn 1—tyn 
©, = En . D 2, 
ryn+s ryYn—s 
tandis que de (21) et (23) s’ensuivent les inégalités (6) aux constantes 
A et Ÿe indiquées lors de l’énoncé du théorème 3. Le théorème 3 est 
démontré. 


to 


3. Procédé d’inversion implicite de l'opérateur B (méthode à 
deux étapes). On a étudié au point 2 le mode de construction des 
schémas itératifs implicites, qui se caractérise par le fait que l’opé- 
rateur À est donné de façon constructive sous la forme d’un produit 
d'opérateurs facilement inversibles. Examinons encore un procédé, 
avec lequel l’approximation itérative y,+, s'obtient au moyen d’une 
procédure auxiliaire qui peut être assimilée à une inversion implicite 
d'un certain opérateur B. 

Rappelons que l’idée générale de ce procédé a été étudiée au 
point 4. $ 3. ch. V. Au point 4, $ 1, ch. XIII ce procédé a été appliqué 
à la construction de la méthode itérative de résolution de l’équation 
à opérateur À non linéaire. On y a également formulé les conditions 


permettant d'obtenir les estimations de y, et y. entrant dans les 
inégalités (6). 

Exposons les résultats obtenus. Supposons que l'approximation 
itérative y, est obtenue suivant la formule du schéma avec correc- 
tion Yy,4+1 — Yn — Th+aWP, la correction w? étant la solution appro- 
chée de l’équation auxiliaire 


Rw = rn Fr = Ayn — Î. (24) 


R est ici le régularisateur satisfaisant aux inégalités (5) au cas d’un 
opérateur À autoadjoint et vérifiant les inégalités (10’) ou (11’) pour 
un opérateur À non autoadjoint. 
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Supposons que l'équation (24) se résout à l’aide d’un schéma 
itératif à deux couches, de sorte que l'erreur 2" — w" — w vérifie 
l'équation 


2H = S,,412, m—=0,1,...,p—1, 2 = uw — w, 
OÙ Sm+1 est l'opérateur de passage de la m-ième à la (m + 1)-ième 


itération. 
En choisissant w° = O0, il résulte des égalités 


P 
g=uwP—-w=T, (ww), T,= [l Sn, w—=R'r, 
Mi 
que 
wo = Br, où B—R(E—T;)”. 


En portant l’expression trouvée pour w’” dans (23), on aboutit au 
schéma itératif implicite (2) avec opérateur mentionné B. 


Théorème 4. Soient remplies les conditions 
R=R*>0, TR=RT, [TRS I<1 


Alors l'opérateur B = R (E — T;)-} est un opérateur autoadjoint et 
défini positif dans H et les inégalités (6) avec Les constantes Yi = À — g, 
Ye = { + q sont satisfaites. 

Pour esquisser la démonstration, voir lemme 2, ch. XIII. 


Remarque. Si les opérateurs R et T, sont autoadjoints et 


permutables et || T, [| g << 1, les assertions du théorème 4 sont 
alors vraies. 


Par le procédé décrit plus haut, on a ainsi construit le schéma 
itératif implicite à deux couches. Mais si l’on part des formules 


Yh+1i = Œn+iYn + ( — Gui) Yh-a — ThHi@nawk, k = 1,2,..., 
Yi — Yo — TWd, 
et que l’on obtienne l’erreur w? pour tout 4 = U, 1, ... comme une 
solution approchée de l’équation (24), on aboutit au schéma itératif 
implicite à trois couches 
Byn+a = +1 (B — Tu41A4) Ya + (ant) Byn-1 + @n+aTn+1fs 
By = (B — GA)ÿo + Ti. @5) 
Notons en conclusion que les paramètres d’itération t, du sché- 
ma (2) et t,, &«, du schéma (25) sont choisis en conformité avec la 


théorie générale des méthodes itératives. Il se pose alors le problème 
de choix du nombre optimal d’itérations p pour le processus itératif 
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auxiliaire. Eclairons la situation. Pour simplifier, on admet que le 
processus auxiliaire est stationnaire (S,, = S), les opérateurs R et S 
sont autoadjoints et permutables et la condition || S | p est 
vérifiée. Alors qg — p?, c'est-à-dire 

p =Ing/ineo. (26} 
Les opérateurs À et B vérifient les inégalités (4) aux constantes 


= (—g), Ye = Ce (1 + 9). 
Si les paramètres d’itération t, du schéma (2) sont choisis suivant 
les formules de la méthode de Tchébychev, on a alors pour le nom- 
bre d'itérations l’estimation 


n> no (e), no (e) = In (0,5 e)/In p1, 


< 1— VE Vi __ C1 1—9g 
OÙ pi — Pi (q) vi Ê . Dans ce cas le nombre 
total d'itérations k — pr est estimé à 
In0,5e Inq 
k2k(E), he =: 

Il en résulte que la quantité q définissant, suivant (26), le nombre 
d'itérations internes doit être choisie sur la base de la condition du 
minimum de la fonction œ (g) = In g/In p, (g). Ce problème peut 
être résolu numériquement. 
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1. Problème de Dirichlet pour un système d’équations ellipti- 
ques dans un parallélépipède à p dimensions. Soient &# — (u!(x), 
u°® (x), ..., u"o (x)) et f — (f! (x), f° (x), . . ., fo (x)) des vecteurs 
de dimension Mo, Z = (1, Ze, . . ., zh) le point d'un espace de 
dimension p, k = (k,g) la matrice maillée de dimension p X p, 
de sorte que la maille k,s — (kB (x)) constitue une matrice de 
dimension Mo *X Mo: 


ki Kyo …. Kip kèg kèg on kite 
pl ke ee Ro | op UK HE ee HP 
kp1 Kp2 ... Kpp kag" kms? … kg 


Dans le parallélépipède à p dimensions G = {0<z,< L,, & = 1, 
2,....p} à frontière l on étudiera le problème de Dirichlet pour le 
système d'équations elliptiques: 


D 
Lu D (her) -1() 2€6, 

. (4) 
u(z)=g(r), zer. 
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Si l'on passe de l'écriture vectorielle à l’écriture scalaire, le proble- 
me (1) se transcrira alors sous forme du système 

(Lu) = —f" (à). z€G, 

u'H'=g (@) TEF, S=1.2;,:::; m5. 
où 

7: our 
Guy D DK Ba) )- (2) 
a, Bi m1 


Admettons que la condition de forte ellipticité est remplie: 


p D p 
Ci >, [En l< > (kapËa Es) < C2 >» EE: (3) 
Ge a, B=i 2—=1 
OÙ Ci 0 Ca > 0 sont des constantes indépendantes de x, £, — 
— (El, Eë, ..., E5), @ — 1, 2, ..., p, étant des vecteurs quel- 
conques, 


Ma 


Bolt À Œ (aptesE)= À HET. 


s, Mi 
Notons que l'inégalité de gauche dans (3) indique que la matrice k 
est définie positive. 

Construisons le schéma aux différences approximant le proble- 
me (1). Pour cela, dans le domaine G, introduisons un maillage rectan- 
gulaire régulier 
© = {ri = (ik. ..., iphp) EG, 0Lia Na 

LANG ets d'=1:2; 5:%p} 
avec frontière y, de manière que © — & |J y. On examinera sur le 


maillage o les fonctions de mailles vectorielles dont les composantes 
sont les fonctions de mailles p des variables discrètes, par exemple, 


y = (y, y, ..., yme), avec y° = y° (xi) = Y° (is. des +. … bp). 
Le > problème ‘discret de Dirichlet du système (1) associé au mail- 


lage w prend en forme vectorielle l'aspect suivant 
P 
A y= D 0,5 [(kasÿs ss + Kaps)z = — Pa) Eu, 


a, B=—1 
y(z)=8(x), ze. 
En passant à l'écriture scalaire, on obtient le système 
(A-y) = — pq) zEw, (à) 
y° (x) = g° (x). zEy, s—=1,2,..., mo, 


P 
Az D, 2, 0,5 (RSBVE )ee + abus) 
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L'opérateur A7, comme au cas de l’équation elliptique scalaire, 
autorise une autre écriture, à savoir: 
& 
A y . A 0,5 [au Yz x + BoaYx x ] + 
. 
+ Es 0,5 [Kasyz )x + (asYxg)s ]- 


Notons que pour l’approximation de l'opérateur différentiel L il 
est également possible de recourir, outre A-, à d’autres opérateurs 
de différences, par exemple 

D 


A'y= À 0,5 [(Koaz x, + (KaaYx,)z + 
a—1 a œ 
ea 
+ Enr 0,5 AUYT1/ 50 F2 + (Eesyz )z 
ou bien 


Ay = 0,5 (A+ A+) y= 
p 1=p 
—= pr 0,5 [ÆaaYz }xe + (RaoYx)x 2 UETUER 


Introduisons l’espace } des fonctions de mailles vectorielles 
associées à w et définissons-y le produit scalaire 


mo 


(u, v) — 2 Qu*,v'), (uf,v)= SO us(x)v'(x)hiho ...h 


.h;, 
s= xto 
u—{(u!,u?,...,ume), = (ut, v?,...,u"%), u, vEH. 
Définissons l'opérateur de différences de Laplace: 
p P 
Ry= D y... (Ay= is . 
&= aa Ami X*a*a 
Dans l’espace H définissons, comme d'habitude, les opérateurs A 
et À: 
Ay=—A y, Ry=—#y, y€H, 


où y (x) = y (x) pour rE met y(r) —0sixE. 

En utilisant les notations introduites et en corrigeant de façon 
manifeste le second membre œ de l’équation (4) aux nœuds frontiè- 
res, écrivons le schéma aux différences (4) sous forme de l'équation 
opératorielle 

Au = f (5) 


donnée dans l’espace hilbertien }. 
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En se servant de la formule de différences de Green pour les 
fonctions de mailles scalaires, des conditions (3) et en admettant que 
les conditions de symétrie sont satisfaites 


kKEB — kf@s Apt 2 sup, Sm—=t, 2... Mo, (6) 


on constate que les opérateurs R et À sont autoadjoints dans H et 
énergétiquement équivalents à constantes c, et c., c’est-à-dire qu'on 
est en présence d'inégalités opératorielles 


CRLALGCR, c> 0. (7) 


Pour obtenir la solution approchée de l'équation (5), profitons de 


la méthode itérative implicite à deux couches avec paramètres de 
Tchébychev 


BU + Ay=f, k=0,1,..., EH. (8) 


*« 


ou 


t (2i—1)7r . | 
=. pr EM = {—cos UE, 1<i<n 


2n 


uns 


2 1—E _1—VE 
$ 


pu PT Pipe ve” 
n> no (e) = In (0,5e)/In o:, 


tandis que y, et y. sont les constantes de l’équivalence énergétique 
des opérateurs autoadjoints À et B: 


NB< A YeB, " > 0, A — A*, B = B*. (9) 
Si en guise d'opérateur B on choisit l’opérateur À défini plus 
haut, il s'ensuit alors de (7) que dans les inégalités (9) y: = c, et y: — 


= C°+. Donc, le nombre d’itérations de la méthode (8) est indépendant, 
dans le cas considéré. du nombre de nœuds dans le maillage: r — 


= 0 (In (2/e)). 

Il s'ensuit de la définition des opérateurs À et B que pour trou- 
ver Yz:+1 à partir de l’approximation précédente y,, déjà connue, il 
faut résoudre le problème de différences suivant : 

Ayn+i = — Fr TER, Fr — Tai (A y + D) — y, 

Yh+1 — & T € Ÿ: 
Sous forme scalaire, ce problème s’écrit sous l’aspect du système 


p 


2 (sk. = —Fi(), ze, 10) 


yh+1(z)=g'(x), zEy, s—1, 2,..., mo. 
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Etant donné que chaque équation du système (10) peut être résolue 
séparément des autres équations, l'obtention de l'approximation 
Yr+1 Se réduit à la résolution de m, problèmes discrets de Dirichlet 
dans un parallélépipède de p dimensions associés à un maillage 
rectangulaire o. 

Si l’on utilise pour la résolution du problème discret de Dirichlet 
à p dimensions pour l'équation de Poisson la méthode de séparation 
des variables avec algorithme de transformation discrète rapide de 
Fourier. on peut montrer qu'on aura besoin de qg Æ 4pNP log, N 
{Ni=N:=...—N, = N—72") opérations arithmétiques. Par 
conséquent, pour résoudre le système (10) il faudra Q. — mog opé- 
rations et. en tout. pour obtenir la solution du problème de différen- 
ces (4) à la précision & il est nécessaire d'effectuer Q = nQ,, — 


— nmog = © (m,pNP In À log: N) opérations arithmétiques. 
Examinons maintenant la méthode itérative triangulaire alter- 
née. Le schéma itératif prend la forme (8), où B est un opérateur 
factorisé B — (E + wkR;) (E + wR2), R1 = R5. Ri + Re = R. 
Les opérateurs À, et R, se déterminent au moyen des opérateurs de 
différences #, et .7, de la façon suivante: Roy = — Ray a = 1, 


2, y (x) = y (x) pour x € w et y (x) = 0 pour x € y, où 


p p 
a 1 1 
HY= — DE A Hay = > Ra Y'a’ 
a=1 mi 
Comme dans le cas scalaire, on démontre que sont satisfaites les 
inégalités R> 8E, RiR; SFR, où 


LU 
4  . ,; Fha 4 
Ô — à 7 Sin Le ” A = >, RE : 
a—1 


Il s'ensuit de la théorie générale de la méthode triangulaire 
alternée (voir $ 1. ch. X) que, pour la valeur optimale du paramètre 


© = wo — 2/| 6A, on obtient les inégalités opératorielles 


NB<RELYE, N>0. (11) 
où Ÿ A SU Ve = bis n=+ 
O2(1+p mn" 7 4Va. 


En comparant (7), (9) et (11). on trouve que les opérateurs A et B 


vérifient les inégalités (9) avec y1 = M et Ve — CaVe. 
En se servant pour le schéma (8) du jeu de paramètres 7, de 
Tchébychev on constate que la méthode itérative triangulaire 
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alternée construite exige n — © US “= Ine +) itérations, où 
/ t 


C1 
[h F=h+h+...+hf. Vu que le passage de y, à Vas 
S ‘effectue suivant des formules explicites en O (moNiN,...N,) 


opérations arithmétiques, le nombre total d'opérations qu ‘il est 
nécessaire de dépenser pour obtenir la solution du problème (4) à la 
précision æ est estimé à 


Q=0 (mnt in2), 


bebe sss ls: MN: NN; —N. 
Notons en conclusion que les méthodes itératives passées en revue 
plus haut convergent dans l’espace énergétique A, où en guise 


d’opérateur D il est possible de choisir l’un des opérateurs À, B ou 
AB”1A. 


2. Système d’équations de la théorie de l’élasticité. Prenons 
le système d'équations de la théorie de l’élasticité stationnaire (équa- 
tions de Lamé) 


Lu = pAu + (À + p) grad div u — — f(x), (12) 
où u — (u!, 5, ..., 7), f = (ff TP rer, Mi 2e + 


.. Æp). À > 0 et p > 0 étant les RE de Lamé. 
Ecrivons l'équation (12) sous forme du système 


Lan LE GE +040 DE =—f", s=1,2,..., p. (13) 


Pour p = 2 le système (3 peut être écrit sous la forme 


d?u! dut d?u? 
(2. + 2u) = HU HO HU) = — ft (es 22), 


, d2ui 2u? 2 : 
Gb) EE + + (+ Qn) LE — fe (as, 22). 

Ce système décrit l’équilibre d'un solide élastique homogène et 
isotrope pour le cas d'une déformation plane. Les fonctions incon- 
nues u! (r,, x.) et u* (x, x.) ont la signification de déplacements du 
point dans les directions des axes Oz, et Ox, respectivement. 

Pour le système (12) on peut poser le problème de la recherche 
du vecteur uw (x) qui satisfait à l'équation (12) dans le domaine G et 
adoptant à la frontière l° les valeurs données 


u(r)=g(), zxer. (14) 


En confrontant (13) avec (2) on trouve que le système (12), (14) peut 
être écrit sous la forme (1), où mo = p, 


kGB = UÔ x 50 sm + (à + u) [86 , 50 pm + (1 un 6) Sumôpsl: (15) 


37—-01162 
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1 2). 


tandis que 6 est une constante arbitraire, 8 = À 2j 
F7]. 


En effet, en portant (15) dans (2), on a 


P D P 
8 0 sm gum gum 
(Lu) rs D Ôta (ka Ôzp )=# > > DapÔ sm ze ds + 
B= B— mMm—= 


P 
Sum 
+ (2 + Lu) ['e DD Éas05m es 32e + 
a, P=1i m—1 
pp 


+ (1 —8) > D BamÔgs = —7— Pu = ]= 


a, P=1i m=—1 


p 
HD 07, +040 [03 ET re 0 2 pe Le 
o=1 


Za Vs 


g2uP 
_ CE 2 0xp d 
={ 


= 4 ÿ, = +a+n S 
ati © 
La proposition est démontrée. 


Cherchons maintenant les constantes c, et c. des inégalités (3). 
Montrons que c, = u. On a 


n 


p p 
> 2 hapets =u À (E)+ 
8, Nic, Pa œ, s=1 


ane À RE G-9 À ÿ et 


p 


=H 2 E)+(A+H) B(È &)° +48) Ÿ 5 &El. (16) 
En posant ici 6—1, il vient 
p P P p 
2 asba. bg) = D LE ++) (ZE) D IE 1. 


On montre sans peine également que Ca — À + 2u. En posant dans 
(16) 6 — 0 et en utilisant l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on 
obtient 

P 


5 (kapËar Es) = 1 S lÉal+(Q+p) D HE 


a, B=i en Œ, sm 
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P P P 
<p Dit +R, S EY+ > E>]- 
Gz1 &G, si x, s=1 
P P P 
=p DIElt+(A+u) À (E)=(A+2p) DIE 2. 
a=1 &, xmi a=1 
Construisons maintenant le schéma aux différences approximant 


le problème (12), (14). En portant (15) dans le schéma aux diffé- 
rences (4), : vient 


(A y) TT +0,5 (A+) DIT +yh=)= 9", ; 
B*s (17) 
y (x) = £° (x), . nt y P: 
où © — @[] yest le maillage introduit au point 1. 

Il reste à déterminer les opérateurs A et R, comme on l’a fait au 
point 1. La condition de symétrie (6) est satisfaite, aussi, en utili- 
sant la première formule de différences de Green, obtient-on les 
opérateurs À et R autoadjoints dans HA, : plus on a les inégalités 
CR LALCR, OÙ = Co = À +2 

Les raisonnements subséquents cometdent ici avec ceux menés au 
point 1. C’est ainsi que la méthode itérative (8), avec B = R et 
des paramètres de Tchébychev 7,, présente l'estimation suivante 
pour le nombre d'itérations: 


1n 0,5e 1—VE c 
nZh(e) =. P1 = LVE == 
tandis que la méthode triangulaire alternée, construite sur la base 
du régularisateur R, se caractérise par la même estimation, où 
EE _1Vn _ ô 
FF i+Vn 4? 


P p 
4 > me KV 4 


Ainsi donc pour la méthode triangulaire alternée le nombre 
Je 1. : s 2 
d'itérations est proportionnel à VE V2 +: 


DRE 
me) = 2+2n3 (e). 
où 76 (£) est le nombre d'itérations nécessaire à la résolution de 


l'équation aux différences de Poisson à p dimensions par la méthode 
triangulaire alternée. 


37% 


CHAPITRE XV 


MÉTHODES DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 
ELLIPTIQUES EN COORDONNÉES CURVILIGNES 
ORTHOGONALES 


Dans ce chapitre on étudie des exemples de résolution des problèmes de 
différences approximant les problèmes aux limites pour des équations elliptiques 
dans des systèmes de coordonnées curvilignes. On établit les conditions d'appli- 
cabilité des méthodes directes et itératives, en particulier de la méthode des 
directions alternées, aux problèmes en coordonnées cylindriques et polaires. 

Dans le $ 1 on montre comment se posent les problèmes aux limites pour 
des équations différentielles. Le $ 2 est consacré à l'exposé des méthodes directes 
et itératives de résolution des problèmes de différences en géométrie (r. =), 
de même que des problèmes sur la surface du cylindre. Dans le $ 3 sont étudiées 
les méthodes de résolution des problèmes de différences dans le cercle, l'anneau 
et le secteur annulaire. 


$ 1. Position des problèmes aux limites 
pour des équations différentielles 


1. Equations elliptiques dans le système de coordonnées cylin- 
driques. Soit donnée l'équation de Poisson 
du , Ou d°u 
Lutte —f@),  2z= (ms, 2 ts). (1) 
S'il s’agit avec cette équation d'obtenir la solution dans un cylindre 
circulaire fini ou dans un tube circulaire, il est naturel de l’étudier 
en coordonnées cylindriques. Dans ce système de coordonnées l’équa- 
tion de Poisson (1) prend la forme 


1 9 ô 1 Ou , 0° 
CR) set tir, 2), (2) 


L'u=— ôr 
où r=Vri+z, tgP—=Talrsy, 2= Ta. 


L'équation (1) décrit, par exemple, une distribution stationnaire 
de la température u — u (x;,, x:, x.) dans un milieu homogène. Si le 
milieu n'est pas homogène, mais isotrope. au lieu de (1) il faut étu- 
dier l'équation 
3 
Lu = div (k grad u) — à 


a—=1 


Ô 
CET 


(@—)=-1@,  @ 
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à laquelle dans le système (r, ®, z) correspond l'équation 


La 1 9 ou () du 
Leu (r dé +7 (#3) FR (# =)= se D 
Si le milieu est anisotrope, c'est-à-dire que le coefficient de con- 
ductibilité thermique est fonction non seulement du point, mais 
également de la direction. on aura alors au lieu de (3) une équation 
aux dérivées mixtes 


3 
fe) ô 2 
Lu = D ee (ose) = —f (a). (5) 


L'équation (5) en coordonnées cylindriques correspond à l'équation 


1 9 — du , Kkj2 Ôu , 7 Ôôu 
Lente [r (Eu ge + 2 se) ]+ 


r 


1 T LS ou 
RAS r Fe + hs Ge) + 

ke 0 0 : 
++ (Eu = = + . 0 Ré) = —f(r. p, 5), (6) 


où les coefficients #,g s'expriment au moyen de k,4 suivant les 
formules : 


ki = kn COS? q + (kie + Koy) Sin @ cos @ + ke Sin° p, 

Kio = Kyo COS? P + (koe — ki) sin @ COS ® — ko Sin* p, 

koi — ko COS? p + (kee — k11) Sin q cos  — 1, sin? , 

kos = Ku Sin? @ — (ke + koi) Sin ç cos ç + ee COS! Y, 

kia — is COS ® + kes Sin @, kes = og COS P — ka Sin , 

= kg COS P + kgo Sin @, Kgo — kKgo COS ® — ky Sin p. 

= K3a. 

L'équation (6) est appelée équation à dérivées mixtes en système de 


ARE cylindriques. Si k,s — 0 pour &  B. (6) prend alors la 
orme 


Les (RS or += (Ee)+ FA (RS ôz )= 


où ky = kyus a = 1,2,3et porte le nom d’équation sans dérivées 
mixtes. 

Notons que si keg = kpar On a aussi k af = sa et inversement. 
Les équations susmentionnées (2) et (4) sont des cas particuliers de 


l'équation (7) correspondant à 4, =1età k, = k. 
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L’équation (5) devient fortement elliptique au cas où il existe 
une constante c, >> Ô qui, pour tous E,, E. et E., vérifie l’inégalité 


3 3 


D kon(2)Ets>c À E. (8) 


&, (e ES | 
Si on effectue dans (8) la substitution en posant 
ë =E, cos —# sinq, E= ë sin q +E cos, Es = Es, 
l'inégalité (8) devient alors de la forme 


3 3 
> kapbats > C1 > Ex (9) 
a, BP=1 Gun | 


En pratique on rencontre le plus souvent deux cas. 

A) Dans le cas de symétrie axiale les coefficients et le second 
membre de l'équation, comme la solution elle-même, ne dépendent 
pas de l’angle œ. De plus, l’équation (6) se simplifie 


+ (Es "dr LR dz )= — f(r, 2), (10) 


tandis qu'en l’absence de dérivées mixtes l’équation correspondant 
à (7) prend la forme 


Lu = (re, & +)+4(S) = —f(r, 2). (11) 


B) Dans le cas plan les coefficients, le second membre et la solu- 
tion de l'équation (6) sont indépendants de z, et, par suite, l'équa- 
tion ” prend la forme 


Leu =+ è [r AUT- ES 7) l+ 


r 


1 9 — ou koo ou à 9 
+ (Rage +) = f(r,@). (12) 


Si les dérivées mivtee manquent, l'équation acquiert la forme 


0 — Ou 1 9 + du 

Lou = (AS) +r (Be) =—10. p). (15) 
Pour le cas plan on dit que (12) et (13) sont des équations elliptiques 

en coordonnées polaires. 
Remarquons que pour k, = 1, &« = 1, 2, 3 les formules (11) et 
(13) décrivent l'équation de Poisson en coordonnées (r, z) et (r. œ)- 
On est parfois obligé de résoudre l’équation de Poisson ou une 
équation elliptique plus générale sur la surface d'un cylindre de 
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rayon À. Dans ce cas 


+ (es) = —f(p 2) (14) 


tandis que l'équation (7) sans dérivées mixtes prend la forme 


Lu pr (RSE)+ LR )= (2. (44) 


Notons que la substitution çq’ — Rœç permet de réduire ces équa- 
tions à des équations elliptiques ordinaires à coefficients variables. 


2. Problèmes aux limites pour équations dans un système de coor- 
données cylindriques. Examinons d’abord le cas de symétrie axiale. 
La solution ne dépendant pas de l’angle ®. le domaine où est recher- 
chée la solution en coordonnées cylindriques (r, z) constitue un rec- 
tangle G = {L L<r< Li 1 Lz2L Lx Lh >0}. Si le domaine 
initial est un cylindre annulaire (creux). alors L, > 0. 

Posons les problèmes aux limites pour l'équation (10) dans le 
rectangle G. Dans le domaine G on donne l'équation (10) et sur les 
côtés r — L,, z = l, et z — L, l'une des conditions aux limites de 
première, de deuxième ou de troisième espèce. Ainsi, les conditions 
aux limites de a mir sont de la forme 


TE + a —=Xiu—gi(z), r=L, 
AR {r), 2=1, (15) 
—k & 32 3: = = AU — 8; (r), 2= La. 


Pour 1, = 0 Tr (10) présente une singularité sur l'axe 
r — 0. On s'intéresse dans ce cas à une solution limitée. Si L, > 0, 
au côté r — l, peut être imposée une des conditions aux limites de 
première, de deuxième ou de troisième espèce. C'est ainsi que la 
condition de troisième espèce est de la forme 


0 T 0 " e ; 
huh s=ku—g;(), r=h>0. (16) 
Si /,—0, la solution limitée se distingue par la condition 


: Tr 0 , 57 Ou\ . 
lim r (Ke + Ro) = 0. (17) 
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Dans les conditions (15), (16) x£ (z) et x£ (r) sont des fonctions non 
négatives. Si à la frontière du rectangle G sont imposées les condi- 
tions aux limites de deuxième espèce (xt = 0), le problème (10) 
(15), (16) n’admet une solution qu’à la satisfaction de condition 
AS 2 2 


Ê Lrftrs 2) dr ds + À ILigi (2) + Les (eh di + 


hd l, 
L: 
+ frlei@)+g(idr=0. (18) 
d 


Dans ce cas la solution n'est pas unique et se définit à la précision 
de la constante près, c’est-à-dire on a u (r, z) — u, (r, z) + const, 
où u, (r, z) est une solution quelconque. 

Examinons maintenant l'équation (14) sur la surface d’un cylin- 
dre. En coordonnées (@. z) le domaine où est recherchée la solution 
est le rectangle G = {l, << @ << Le. l L2< La Lo — lo LR}. 

Aux côtés z — l, et z — L,; peuvent être imposées les conditions 
aux limites de première, de deuxième ou de troisième espèce. par 
exemple 


ou : = 
he ge hou gs (q) 2= 1 . 
7 re u 
he hs =wu—g(p), := LS. 
Les conditions aux limites de ce type peuvent être imposées aux 
côtés @ — L et p — L, au cas où la surface n’est pas fermée (L: — 


— l, << 27). C'est ainsi que les conditions aux limites de troisième 
espèce sont de la forme 


4 — Ou 1 — du - = 
Re hey Res, —%u—8.(), =, . 
(20) 
À — Au 1 — du | 
a RE "259 ee R ko3 d ot (2), P= La 


Dans ce cas x+ (2) > 0et x (p) > 

La condition de  résolubilité du SAT (14), (19), (20) avec 
xx = 0 acquiert la forme 
LL, 


Ls L;, 
| [ f(p, z) dy dz+ | [g: (2) + &3 (2)] ds+ | [83 (9) + 83 (@)] dç = 0. 
L 


2e ls la 


Si la surface est fermée (L. — L, — 2n), les côtés ® — L, et çq — L:, 
sont identifiés et l’on pose le problème de la recherche de la solution 
périodique (de période 2x) de l’équation (14) satisfaisant sur les 
côtés z — L, et z — L, à l’une des conditions susmentionnées. Si, de 
plus, dans les conditions (19) x£ = 0, la condition de résolubilité 
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(à la précision de la constante près) du problème considéré prend la 
forme 

L: Ls La 

À Dico ddpdz+ | Lei (@)+ 85 (o) de =0. 

5 2 [, 

Formulons à présent les positions des problèmes aux limites pour 

l'équation (12) donnée en coordonnées polaires pour le cas où le do- 
maine considéré en coordonnées cartésiennes variables est un cercle. 
un anneau ou un secteur annulaire. En coordonnées (r, œ), aux domai- 


nes mentionnés correspond le rectangle G = {LL <r< Li lo 
ZLp<ELe, LL >0, Le — lo L2r)}. 

Supposons d’abord que le domaine initial est un cercle. L'équation 
(12) est donnée dans G; pour r — L, on impose l’une des conditions 
aux limites de première, de deuxième ou de troisième espèce. Par 
exemple, la condition aux limites de troisième espèce est de la forme. 


RS nau—gi(g), r=L. (21): 


Pour que le problème (12), (21) soit correct il faut imposer une con- 
dition supplémentaire au centre du cercle. On recherche habituelle- 
ment la solution limitée pour r — 0. Cette solution satisfait à la: 
condition 


à ZT OU , kjo du \ 

Vu qu'en coordonnées polaires le point r — O0 du plan (x,, x.) a une- 
coordonnée arbitraire œ, tous les points du côté du rectangle G sont, 
pour r — Ü, identiques. De plus, u (0, @) = u, = const pour  < 
< p< L, en vertu de la continuité de la solution. 

Ensuite, les côtés @ — L, et @ — L, sont rendus identiques et 
l’on pose le problème de la recherche de la solution périodique de- 
période 2x de l'équation (12) qui satisfait aux conditions susmen- 
tionnées. 

Dans le cas où, pour r — L;, est posée la condition aux limites 
(21) de deuxième espèce avec xi (ç) = 0. la solution du problème 
existe si est remplie la condition 


27 Li on 
\ | rf(r, @) dr de + L: | gi (œ) dp = 0. (23). 
0 0 0 


La solution dans ce cas n’est pas unique et est définie à la précision 
de la constante près. 

Posons maintenant que Le domaine de départ es! un anneau, c'est- 
à-dire L, > 0. On cherche alors la solution périodique de période 2x 
de l’équation (12) satisfaisant sur les côtés r — 1, et r = L;, à l’une- 
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des conditions aux limites de première. de deuxième ou de troisième 
espèce. Donnons l'aspect de la condition aux limites de troisième 
espèce sur la face interne de l’anneau 


ka + = — = KXuU — 8; (œ), Ft (24) 
où x1 (p) > 0. 

Si sont données les conditions aux limites de deuxième espèce (21). 
(24) avec x£ (p) = 0, la solution du problème posé existe si est 
remplie la condition 

2x Li 271 
| | rf(r. g)drdp+ [iii (p+ he; (pdg=0. (25) 


0 à 0 

Dans ce cas la solution est définie à la précision de la constante près. 
Si le domaine est un secteur annulaire (1, > 0, L, — 1, << 21), on 

pose le problème de la recherche de la solution de l’équation (12) 

satisfaisant sur les côtés du rectangle G à l’une des conditions de 

première, de deuxième ou de troisième espèce, en particulier aux 


conditions (21) (24) pour r — L,; et r — L, et aux conditions aux 
limites de troisième espèce 


at ge Por de veu 6: Ur ie (26) 
k: = Au — g; (r), p= La, 


pour p = dl et @ = Le, x£ (r) > (. 

Si sont données les conditions aux limites de deuxième espèce 
(21), (24), (26) avec x£ (p) = 0, x+ (r) = 0, la solution du problème 
existe au cas où est remplie la condition 
La Li Le La 
Jirfe gardp+ | (Lie +les) dp+ Ü(g+gi)dr=0. (27 
d: la ls la 
La solution dans ce cas n’est pas unique et se définit à la précision 
-de la constante pres. 


$ 2. Résolution des problèmes 
de différences en coordonnées cylindriques 


1. Schémas aux différences sans dérivées mixtes au cas d'une 
symétrie axiale. Examinons les problèmes aux limites pour des 
équations elliptiques sans dérivées mixtes en coordonnées cylindri- 
ques au cas d’une symétrie axiale. 


I] s’agit de trouver dans le rectangle G= {LL &r< Li, li 
& 2 Ls LL >0} la solution de l'équation 
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1 9 Fe) L Ô 
rabha)+a (sa) ft, (266 (1 


satisfaisant à la frontière du rectangle G aux conditions aux limites 
suivantes : 
1) sur le côté r = l,, LL, << 2 < La, 


ufr.) =g(@) sih>0 (2) 
ou 
k ou - ; : 
17 = Xiu—gi(z), si L>0, 
: ou : (3) 
lim rk, == 0, si l—0; 
2) sur le côté r=L,,L<2<L:, 
u(r, z) = gi (3) (4) 
ou 
ô + + 
— KE = xiu— gi (5); (5) 
3) sur le côté z=—l;, l<r< Li, 
u (r,2)== 83 (r) (6) 
ou 
ke = x3u — g3(r); (7) 
4) sur le cote = Las, l,<r< LA, 
u(r, 2) = g3(r) (8) 
ou 
(4 + + 
— ke = xôu — 85 (r). (9) 


On admet que les coefficients satisfont aux conditions 
ki (r. 2) >a>0, ka (r, 2) >> 0, q (r, 2) > 0, 
x# ()20, x$(r) > 0. 


Au cas où g=0 et x£ = 0 dans les conditions aux limites (3), 
(5). (7), (9) ou bien Z, — 0 et sont données les conditions aux limites 
de deuxieme espèce (5), (7), (9), on exige la satisfaction de la condi- 
tion de résolubilité (voir (18), $ 1). 

Examinons toutes les variantes de combinaisons des conditions 
aux limites (2)-(9). Construisons les schémas aux différences corres- 
pondant aux conditions aux limites impliquées. 
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Introduisons dans le domaine G le maillage rectangulaire irrégu- 
lier quelconque 


w = {(r1. 2x) EG, ri = lin + hi), 1 <i< Ni ro = b: 
Taxi — Lis Zn = 2 + Rs (k), 1 <k<N3:, 
Zo — L, ZN, — L;}, 
déterminons les pas moyens 


0,52,(1), m—0, 
ha on [05e hat 1<mMm<Ne—1, 
0,52. (NN), m=N,, a—=1 


et la fonction de maille d’une variable 


| 
[ZA L=0, 
(U, li, > 0. 


Dans le cas primitif des coefficients continus k,, k4, qg et f les 
coefficients du schéma aux différences seront définis par les formules 


a, &) = rh (ri 2x), aa, k) = ka (ri, Zu), 
d'(i, k) — q (ri, 2x), q (ë, À) = f (ri. 2), 


où ri = ri — 0,5h, (i), 24 = 2x — 0,5h, (k). 
En utilisant les notations introduites, approximons (1) aux équa- 
tions aux différences 


1 ; 
D (ag); + (ay): — dy = —, 1<i<N,—1, 
1ZSkALN:—1. 


Les conditions aux limites de première espèce (2), (4), (6), (8) 
sont approximées de façon stricte: 


püil=rs, 1<i<Ni, p(0)= 


(10) 


y(0, k) — 81 (zx); 0 Lk< N 3 (11) 
Yy(N k)= gi), Ok N:s, (12) 
y, O) = gs), 0<i< M, (15) 
y, Ns) = gr), 0<i< M. (14) 


L'analogue au sens des différences finies des conditions aux limi- 
tes (3) est de la forme 


+1 _ _ 
Ur (as)z —(d+)u= qe, i=0, (15) 
où 1SASN;—1 et 4x5 — gi 0 si l,—0. Les conditions aux li- 
mites (5), (7),(9) sont approximées de la façon suivante: 
dj 


— ur (au)s—(d+ jy —e-#, i=N, (6 
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où 1ASA<SN:;—1, 


+ ave + Su (d+ Eye of, k=0, (17 
Los y: — trs jy —p—, E=N, (18) 
où 1 Li N; — 1. On s’est servi des notations af! — a, (i + 1, k), 


aÿ' — a, (i, k + 1). : 

Si aux côtés adjacents du rectangle G on impose les conditions 
aux limites de troisième espèce, aux nœuds d'angles du maillage © 
sont alors Rad les conditions aux limites 


#3 \ ,, 
— — op #1 __ 83 — 
= — F. D > i—k—=0, (19) 
a a < Ka 
D me LA F— Y: (a+ R)v= 
=—p—5 5%, i=N, k=0, (20) 
ati * K$ te £ [4 
bre (d+ + Eye, 
do k=N;, (21) 
CF a gŸ gi 
M OO LE DS Lt ur » 
ue. k=Ns. (22) 
Comme auparavant, si L, — 0, il faut poser dans (19) et (21) 
Xi = gi = 0 


Remarquons que le problème de différences (10), (15)-(22) avec 
conditions aux limites de troisième espèce sur chacun des côtés du 


rectangle G peut être écrit sous forme compacte 
Ay=—f, OKi<N,, O<Kk<N:, (23) 
A=A+As f= op + pla + Pahs 


£1; i 0, 
Ps un= {0 1<i<WN,—1, 
gi i=N;, 
83; k=—0, 
Pai,k)= 40, 1<E<Nas—1, 
83; k=N;, 
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tandis que les opérateurs de différences À, et A, sont définis par les 
formules 


+1 = 

tr (d+é)y, i=0, 

1 > à 
Ay=) (ay); —dy, 1<i<Ni—T, (25) 

—u(d+ ju i=Ns OGM, 


| _. y.—(d+T) y; k=0, 
| 


(asy-): — dy, 1<ANs—1, (26) 
— y (d+Æ)y, k=Ns OGM. 


Asy =: 


Ici d' + ds = d, d >0e d, > 0. 

Cherchons les conditions de la résolubilité du schéma aux diffé- 
rences (23) au cas où d= 0 et x5 = 0, &« = 1, 2. 

Dans l’espace H des fonctions de mailles associées à w définis- 
sons le produit. scalaire suivant la formule 


Ni N3 
(u, => 2, u(,k)v (6, k) pi) ki, (i) ha (k). (27) 
Déterminons les opérateurs À, et À, agissant dans H en posant 
Aa = —Ay, à = 1, 3 Le schéma aux différences (23) peut alors 
s'écrire sous la forme d'une équation opératorielle 
Au = f, À = À; + 43. (28) 


En utilisant la première formule de différences de Green on 
obtient pour le cas de d= 0 et x = 0 que 


N1 Nas 
(Au, v) — à 2 hi (&) Ris (Æ) aauzv-)in + 


N1 N3s 
oi 9 2 2 hi (i) ka (k) p (ë) (asuzv-);n = (u, Av). 


Par conséquent, l’opérateur À est autoadjoint dans H et non néga- 
tif, avec (Au, u) — O seulement dans le cas où uw (i, k) = const ou 
u (i, k) = 0. De là, en vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski 


(Au, u*) < (Au, Au) (u, u), 
il résulte que Au = 0 pour u 0, si u est une constante sur w. Le 


noyau de l'opérateur À est donc constitué de fonctions de mailles 
égales à des constantes sur le maillage w. Le problème (28) est donc 
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résoluble si la condition (f, 1) — 0 est satisfaite, ou bien si, en vertu 
de la définition de f, la condition 


N1 Na Na N1 
> 2 PPhshie + à hs(p8t+ pe) + À Riples+85]=0 (29) 


est remplie. 

La condition (29) est un analogue au sens des différences finies 
de la condition (18) de résolubilité du problème différentiel corres- 
pondant au problème de différences (23). 

Si la condition (29) est remplie, la solution du problème (23) 


existe pour d=0et x£ = 0. toutefois elle n’est pas unique et deux 
solutions quelconques diffèrent d'une constante. Une des solutions- 
peut donc être séparée en fixant la valeur de y (i, À) en l’un quelcon- 


que des nœuds du maillage ©. 


2. Méthodes directes. Considérons le cas pour lequel les pro- 
blèmes de différences (10)-(22) peuvent être résolus par l’une des 
méthodes directes exposées dans les chapitres III et IV. 

Supposons que les coefficients k,. k, et q de l'équation (1) ne dépen- 
dent pas de z. c'est-à-dire que k = k, (r), ka — ka (r), q = q (r), 
dans les conditions aux limites de troisième espèce (3), (5) les coeffi- 
cients xi et x; sont constants, tandis que dans les conditions (ÿ), 
(9) x3 = «5 = 0. 

Toutes combinaisons des conditions aux limites (2)-(9) sont pos- 
sibles. On admet que le maillage w est régulier en z, c'est-à-dire 
que h, (k) = h, et peut être irrégulier en r. Avec ces hypothèses les 
problèmes de différences (10)-(22) peuvent être résolus soit par la 
méthode de réduction totale, soit par la méthode combinée de réduc- 
tion incomplète et de séparation des variables. 

Jlustrons la possibilité d'application des méthodes directes par 
un exemple où aux côtés r — l, et r — L; sont imposées des condi- 
tions aux limites de troisième (ou deuxième) espèce (3), (5), pour 
z — l, et z — L, de deuxième espèce. Les autres combinaisons des 
conditions aux limites sont étudiées de façon analogue. 

Le schéma aux différences correspondant au problème posé est de- 
la forme (23). En vertu des hypothèses ci-dessus émises, les coeffi- 
cients du schéma aux différences se déterminent suivant les formu- 
les (comp. avec point 1) a = a (i) = riki(r:), as = aa (i) = ka (ri), 
d = d(i) = gq (ri), de sorte que aÿt = a. Dans la définition (25) de 
l'opérateur de différences A, choisissons d, = d, tandis que dans les 
formules (26) donnant l'opérateur A, posons x3 — x3 — 0, ds = 0. 
Vu que le maillage ow est régulier en z. il faut remplacer dans (26} 
l'expression de différences (a;y:)+ par l'expression a:y:.. 
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Réduisons à présent le problème de différences (23) à un système 
d'équations vectorielles triponctuelles. A cet effet introduisons le 
vecteur d’inconnues 


Yr — (y (0, k), y (1, k), ..., y (Mi, k)), 0LKk< Na, 


contenant la valeur de la fonction de maille cherchée sur la k-ième 
ligne du maillage w et le vecteur des seconds membres 


F, —- (6.f (0, k), 6,f (1, k), ._. 6x,f (Mi, k)), 0 < k < N3, 


où 6; — h?/a; (i)}, 0OLi< N1. Définissons la matrice carrée C 
‘en posant 


CYu = ((2E — GA) y (0, &), ..., (2E — 6%, A) y (Ni, k)). 


En se servant de ces notations, écrivons le schéma aux différences 
(23) sous forme vectorielle 


CYo — 2Y1 = Fo, k — O0, 
— un + CYu — Yun = Fr. 1<k<N3—1, (30) 
2Y x, + CYN, = Fx, k = Na. 


Pour s’en convaincre, il suffit de multiplier chaque équation du 
schéma (23) par (—6;) et de passer à l'écriture vectorielle. 

Rappelons que la méthode de réduction totale a été construite 
pour le système (30) au point 1. $ 4, ch. III. La méthode combinée 
de réduction incomplète et de séparation des variables a été cons- 
truite au point 2. $ 3, ch. IV. Dans le cas concerné, à la différence 
des exemples examinés aux chapitres IIT et IV. l’opérateur A, est 
défini d'une autre manière. Mais puisque l'opérateur A, est toujours 
triponctuel. la différence observée n’exerce aucune influence sur la 
construction de ces méthodes. ainsi que sur la nature des rapports 
entre le nombre d'opérations arithmétiques et celui des nœuds du 
maillage ©: Si N;, — 2". le nombre d'opérations arithmétiques des 
méthodes concernées s'apprécie par la quantité O (NN, log N;). 

Notons en conclusion que l’application de la méthode combinée 
avec séparation de l’une des solutions dans le cas dégénéré (d = Ü. 
#1 — #2 = 0) est décrite en détail au point 2, $ 4, ch. XIT pour Île 
système des coordonnées cartésiennes. 


3. Méthode des directions alternées. Examinons maintenant le 
Cas particulier du problème (1)-(9) pour lequel k; — k, (r). ka = 
— k, (2). q = const, x£ = const, & — 1, 3. tandis qu'aux. côtés du 
rectangle G est imposée une combinaison quelconque des conditions 
aux limites (2)-(9). Dans ce cas les variables du problème (1)-(9) se 
«livisent. 
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Il est admis que le maillage o est quelconque et irrégulier suivant 
chaque direction. Avec les hypothèses émises, les problèmes de diffé- 
rences (10)-(22) peuvent être résolus par la méthode des directions 
alternées avec le jeu optimal de paramètres d’itération donnée au 
chapitre XI pour le cas d’un système de coordonnées cartésiennes. 

Ilustrons l'application de cette méthode par un exemple dans 
lequel aux côtés du rectangle G sont imposées des conditions aux 
limites de troisième espèce (3), (5), (7), (9). Le schéma aux diffé- 
rences correspondant au problème (1), (3), (5), (7), (9) est de la for- 
me (23), où les opérateurs A, et À, sont définis dans (25) (26), tandis 
que les coefficients &, as, d, et d; sont donnés par les formules 
& () = riks (Fi), @s (6) = ks (en), di = ds = 0,54, d = q. 

Au point 1 on a montré que le problème de différences (23) peut 
être écrit sous forme de l’équation opératorielle (28) 


=, ÀA=A; +4; 

dans l’espace hilbertien ÆH des fonctions de mailles associées à «. 
Indiquons les propriétés principales des opérateurs À, et A,: 

1) les opérateurs À, et A, sont permutables, 4143 — A341; 

2) A1 et À sont des opérateurs autoadjoints, (Açu, v) — 
= (u, Av); 

3) les opérateurs 4, et À, sont des opérateurs non négatifs bor- 
nés, c’est-à-dire que pour tout u € H sont satisfaites les inégalités 


64 (u, u) < (Aou, u) < Aa (u, u), 
0: >0, A. >0,a—1,3 (31) 
En effet, la permutabilité des opérateurs 4, et À, s'ensuit de la 
structure des opérateurs À et À, et de l’hypothèse relativement aux 
coefficients k1, ka, q et xx. 
Ensuite, en utilisant la définition (27) du produit scalaire dans 


H et les formules de différences de Green, on aboutit pour Aietu,ve 
€ H quelconques à l'égalité 


N1 Na 
(Au, v) = à 2 hi (i) R3 (k) (au-v-)1x + d, (u, v) + 


Na 
+2 h3(4) Dépuvlino + xipuvlienil (32) 


et à une égalité analogue pour À; 
Na Ni 
(Au, = 2. : p (i) ki (i) h3() (asu=v=)ir + ds (u, v) + 
N1 


+ > p (à) fi (à) [xsuv|xeo + xiuvlrensl. (83) 
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En changeant de place u et v on se convainc que les opérateurs À, et 
A4 sont autoadjoints. 

Si l’on pose ici u = v et l’on tient compte de la condition k, > 
>au>0, k>au>0, g>0, xÈ >0, &« — 1, 3, on constatera 
que les opérateurs À, et A, sont non négatifs, c’est-à-dire que 
(Açu, u) > 0. Si est satisfaite la condition 


da + (x) + (0) 0, à = 1,8, (34) 


6. est alors positif. Admettons que (34) est satisfait. 

Apprécions Ô4 par le bas. 

A partir du lemme 16 du chapitre V on obtient pourunifixé, 0<i<N, 
l'estimation 


Ns Na 
63 D Rs(k)u?(i, )< D hs (k) as (k)u2 (i, #)+ 
R=0 k=1 


Nas 
+ds D As) ut(i, k)+nsu?(t, 0)+x$u?(i, Ns), (85) 
km0 


où 14/64— max v(k), v(k) étant la solution du problème aux limites 


COUS CLS | 


(asv=)- —dsu= —1, 1<k<N3—1, 


aÿl #3 = 
——s LT LS : —— 


Comme a condition (34) est he la solution du problème (36) existe et est 
Sn En m ultipliant maintenant (35) par p ({) 4, (it) et en sommant en ft 

à N,, on obtient l'inégalité ô, (u, u) < (Asu, u). En résolvant numérique- 
HT le problème (36), on détermine ôs. Bref, on a trouvé la constante Ôs-_ De 


façon analogue est appréciée la constante 6,:1/6, = max vit), où v(i) 
DKiEN] 


est la solution du problème aux limites 


RD —db= 1, 1<i<M—1, 


CE en 
TL (a+ FLAT +)? D=—14, i=0, (37) 
Rs, (a+ 5e 14, 1=N, 


Cherchons maintenant les estimations pour A, et A:. A partir de (33) pour 
u—v, on obtient 


N: Na 
(du, u)= D ph [ SN hs (k) as (k) u2 (8, k)+ 
i=0 1 L 


Na 
ds À A (k)u? (4, k)+uzut (4, 0)+x3u? (i, N3)]. 
k=0 
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l'expression entre les crochets. A partir du lemme 16, ch. V 


il se 
Na 
ds Dut(i, k)hs(k)+xsut (1, 0)+xut(i, Ns)< 
k=0 
Na Na 
<m[ D a (k)u2(i, k) hs (k)+ D ha(k)u3(&, k)], (88) 
CTES | L R=0 
où m— max wi(k), tandis que w (k) est la solution du problème aux 
OLASN3 
limites 


(asw_).—w—= — ds, 1<k<N3—1, 


+1 7 
BD —w— —(ds+ FE), É=0; (39) 
lis his 
= #) L 
Rs = = — (as + Ra , k= Na. 


En utilisant le lemme 17, ch. V, on aura 


Na N3s 
D as(k)u2(i, k)hs(k) me D) ha(k) ut (i, k), (40) 
R=œ1 . h=0 
où 
_ " as (Na) as (1) as (k) as(k+1) 
mana (EN RO ct à A0 Ec ENCRES] ]. 


Il s'ensuit de (38) et (40) l'estimation 


Na Na 
D) ha (k) as (ke) ut (8, k)+ds D lis (k) ut (8, k)+ su? (4, 0)+ 
Ræœi R=0 


Ns 
ru (i, Ns)< As À hs()u?(i, k),  As= mit ma {+ mi). 
k=0 


En multipliant l'inégalité obtenue par p (i) #, (ë&) et en la sommant en & de 0 
à N, on aura l'estimation (Asu, u) < As(u, u). 


De façon analogue on trouve A: Ai = m1 + ma (1 + m), où m = 
= max wii), wii) étant la solution du problème aux limites 


0EiSN) 
AD), = — di 1<I<N:1—1, 
. FAST (a+ , 1=0, (41) 
uv (a+ L), i=Nu 


38* 
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avec 
a a1 (NW) ar (1) 
Ma INAX (cs ND AIO PO) AE 


2 ai (à) , a1(t+1) 
1SIEN,=1 PO 1 (9 Er hi (+1) ). 


En résolvant numériquement le problème (41) on détermine m, et, partant, * 


On a ainsi trouvé les constantes 64 et Ac, & = 1, 3, figurant dans les He 
lités (31). 


Rappelons que le schéma itératif de la méthode des directions 
alternées appliquée à l'équation opératorielle (28) est de la forme 
(voir ch. XI) 


BE + Ay=f, k=0,1,..., VER, 


Br =(o{E + A4,) (QE + A4, tv, = 00 + wi). (42) 
Au point 4, $ 1, ch. XI on a construit pour le schéma itératif (42), 
dont les opérateurs À, et À, satisfont aux propriétés 1)-3) susmen- 
tionnées, le jeu optimal des paramètres w}!’ et of”, k — 1, 2, : 
..., n. En utilisant ce jeu de paramètres, la précision relative e > 
> 0 (Il Ya — u In LE [| Yo — u |», D — À, E) est atteinte si l’on 
effectue nr > n, (e) itérations, où 


__ 4 4 4 __ 1—a . (A1 — 1) (As — Ôs) 
To (e)=-7 moine, 1 1+a ? ie} (A1 + Os) (A3 + O1) ” 


Le jeu des paramètres optimaux œ£° et wf” pour le second problème 


aux limites (d — 0, x; = 0) a été construit au point 1, $ 4, ch. XII. 

4. Résolution d’équations données sur la surface d’un cylindre. 
Voyons à présent la méthode de résolution des analogues au sens 
des différences finies des problèmes aux limites pour une équation 
elliptique sans dérivées mixtes, donnée sur la surface d’un cylindre 
de rayon À. Limitons-nous à l’examen d'une surface de cylindre fer- 
mée suivant æ, vu que les méthodes de résolution des problèmes au 
cas de surface non fermée ne different en rien de celles des problèmes 
plans avec variables cartésiennes. 


Bref, on recherche dans le domaine G= {L<p< Li, L < 
<< Le, Lis — ls = 27} la solution de l'équation 


dr) + E (RE) mr (AG (60 


périodique en œ de période 2x satisfaisant sur les côtés z — L, et 
z = L, soit aux conditions aux limites de première espèce u (œp, z) = 
= g3 (p) pour z' = L,, u (p, z) = g5 (ç) pour z = L,, soit de deu- 
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xième ou de troisième espèce 


) . Le 
ke x3u—g3(p), 2z—b, 
du ; : (44) 

— hs = Su — 83 (p), 2=L3, 
roit à leur combinaison quelconque. On admet que les coefficients 
semplissent les conditions 
ke (, 2) > >0, k; (, 2) > Ci > 0, 
gp, 220, x$ (q) <0 
Introduisons dans le domaine Gun pes irrégulier quelconque 


o = {ps zr) EG, A ibn G). 1< < No, Po = da 
= Le, Zn = 252 + A (@). 
1<k < N:, 25 = 64, 2N, = L3} 
et définissons le pas moyen 
h j=0, 
O5) +hG +0 1SIS Nat. 
Le pas moyen À, (k) a été défini plus haut. 


L'équation (43), compte tenu de sa périodicité. s’approxime de la 
façon suivante : 


où l'on utilise les relations y (j, k) — y (Na: + j, k), j = 0, —1, 
as (0, k) — as (N,, k), ha (0) = he (N:), qui sont des corollaires de 
la périodicité. Au cas de coefficients lisses k,, k4, q et f les coeffi- 
cients de l'équation (46) peuvent. par exemple. être choisis de la 
sorte : 


aa (f, #) = ka(@y—0,5h2 (1), zu), dj, k) = q (ps, a), 
a; (j,k) = k (@;, zx —0, OR (k)), V(i,k)=f(p;, Zk)- 


Les conditions aux limites de première espèce s'approximent de 
façon exacte 


y GO, 0) = g3 (ps), k = 0, y G, N23) = gp) k=Ns (47) 


pour 0<j< Ne: — 1, tandis que l'analogue au sens des diffé- 
rences finies des conditions aux limites (44) de troisième espèce 
prend pour 0 < j < M: — 1 la forme 


(a2ÿs)$ ue (ar) k=0, si 
Guns —-u-(d+É)u=-v—É, &=N 
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Dans le problème (46), (47) les inconnues sont les valeurs y (j, k) 
pou OSj<N:—1,1<k< N3 — 1, tandis que dans le pro- 
blème (46), (48) elles s’obtiennent pour les mêmes valeurs de j et 
pou OLk<N, 

Cherchons les conditions de résolubilité du problème de diffé- 
rences (46), (48) pour le cas où d = 0, xt = 0. Ecrivons d'abord le 
schéma (46), (48) sous la forme 


Ay=-f0LiEN —1,,0LkLN, 
A As + As f = vŸ + vhs, 


où l'opérateur de différences A, est défini dans (26) avec d, = d, et 
l'opérateur A, est donné par la formule A,y — (a2yS)S, 0 LI 


ZN: —1, 


(49) 


83 (Ps) k=—0, 
Ÿs un {0 1<kE<N3—1, 
g3 (P); k — Na. 
Soient maintenant d= 0 e* x* = 0. Désignons par A l’espace des 


fonctions de mailles associées à œ@* — {(p;, 2)E€ 0, 0<j< 
<Ns3—1,0<k< N;} dont le produit scalaire sera déterminé 
par la formule 


N:—i Na 
(u, v) = 2 2, u G, Æ)v (5,2) Ra (j) Rs (9. 


Définissons les opérateurs 4, et 4, agissant dans À par les égalités : 
A3 = —A3 Aoy = —A:y, où y, k)=yG, k) pour 0<jÿ< 
LN:—1,0<Lk< N, et y satisfait à la condition de périodicité 
GA =yWait+iR, j=0 1 | 

En utilisant les notations introduites, écrivons le schéma aux 
différences (49) sous forme d’une équation opératorielle 


Au = f, A = A» + A3 (50) 


Compte tenu des conditions de périodicité on obtient à l’aide de la 
formule de différences de Green 


(Au, v)= — (AU, D) = 5 S Rs (6) Ba (j) (a2eD5) pe + 
a Ne—1i 


+ 2 2 2 (9) Rs (%) (asuD:) y = (u, Av). 


Par conséquent, l'opérateur À est autoadjoint dans H. En outre, en 
examinant les valeurs de (Au, u), on constate que le noyau de l'opé- 
rateur À est composé de fonctions de mailles qui prennent sur le mail- 
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lage w* des valeurs constantes. La solution du problème de diffé- 
rences (49) existe donc si la condition (f, 1) — 0 est remplie. En 
y portant f de (49), on obtient 

dt N3 No—1i 


© 2 fe (0) (9 00,9 + À "5 À ia (5) LES (1) + gà (pn1 = 0. 


Avec la satisfaction de cette COpeon la solution du problème de 
différences (46), (48) pour d = 0 et x* — 0 existe et deux quelconques 
de ses solutions différent d’une constante. 

Voyons les cas où la solution des problèmes de différences (46)- 
(48) peut être obtenue par des méthodes directes exposées aux cha- 
pitres III et IV. 

Premier cas. ne coefficients k,, k, et q de l'équation (43) 
ne dépendent que de , x* = const et le maillage w est régulier en z. 
Le problème de différences (46), (48) peut être écrit sous forme d’un 
système d'équations vectorielles triponctuelles 


(C + 2aE) Yo — 2Y1 = Fo, k=0, 
Yi + CYi — Vin = Fr 1<k<LNs—1, (51) 
_2Ynn + (C + 288) Ye = Fun = Na 


où Vs = 2", n > 0 est un nombre entier, 
= (y (0, k), y (1, k), ..., y (Na — 1, k)), 
Fr = (of (0, k), 6,7 (1, k), ..., On,-1f (Na — 1, K)), 
CY, = ((2E — 6,A2) y (0, k), ..., (2E — 6x,-1A 2) y (Na — 1, K)) 


pour OSk<N.. L'opérateur A, est défini plus es f6, à) 
est donné dans (49) et 6; = h5/as (ÿ), & = hax,, BP — 

Rappelons qu’au point 3, ‘8 4, ch. III, lors de 1 lutin du 
problème (51) avec la condition &° + B° -£ 0, on avait construit la 
méthode de réduction totale. Si &« = $ = O, mais d 5 0 l'algorithme 
de la méthode est exposé au point 1, $ 4, ch. III. Pour ce dernier cas 
on a construit au point 2, $ 3, ch. IV la méthode combinée de réduc- 
tion incomplète et de séparation des variables. 

Deux . ème cas. Les coefficients k,, k; et q ne dépendent 
que de z, xŸ — const et le maillage & est régulier en ®. Le problème 
de différences (46), (48) s’écrit sous la forme d’un système d’équations 
vectorielles triponctuelles 


—ŸYn,i + CYo— Yi = Fo j = 0, 
—Yja + CY— Yi = Fi 1<j<N:—2, (52) 
—ŸY x: a + CYx, — Yo — Fn,-1 ] — N:s—1. 
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N, est ici égal à 2”, n >> 0 étant un nombre entier, 


Y; = (y G, 0), y O, 4), . y GO, N3)), 
F; =. (60f G, 0), 6,f GO; 1), . Onf G, Ns)), 
CY5 = ((2E — 6,13) y G, 0), ..., (2E — 6n,A:) y (j, Na)), 


où 0LjLN,—1. L'opérateur de différences A, est défini dans (26), 
avec ds — d'et 0, — hla, (k), 0 < k< N;,. Le problème (52) peut 
être résolu en recourant à la méthode de réduction totale construite 
au point 2, $ 4, ch. III ou au moyen de la méthode combinée, où est 
utilisé l'algorithme de transformation discrète rapide de Fourier 
d'une fonction périodique réelle. Cet algorithme est construit au 
point 4, $ 4, ch. IV. 

Dans chacun des cas passés en revue les méthodes directes sont 
mises en œuvre en © (V.N.n) opérations. 

En conclusion, notons que si les DAIDens satisfont aux condi- 
tions ka: = k2 (p), ks = ks (2), g = const, xŸ — const, tandis que 
le maillage est irrégulier ‘suivant chaque direction, alors pour la 
résolution du problème (46), (48) on peut recourir à la méthode des 
directions alternées avec un jeu optimal de paramètres: 


OS k=0, 1,..., YEAH, 


TR+1 


=(oÿ E+ 4) (0 E+4;), = 0 +0. 


Dans ce cas l'opérateur A3 — — As, Aoy — —A,y, où l’opéra- 
teur de différences A, est défini dans (26) avec ds; = 0,54, tandis que 
Noy = (ay) s — 0,5dy. Les constantes 6, et A, sont les bornes de 
l'opérateur À, et s'’apprécient de la façon suivante : 6. et À, ont été 
trouvés au point 3, $ 2, la constante Ô. s'obtient de manière exacte: 
Ô: — 0,5d, tandis qu’en guise de A, on peut prendre 


az (i) + aCENY auto) ++]. 


= max [5 (50 040 ) 


$ 3. Résolution des problèmes de différences dans 
le système de coordonnées polaires 


1. Schémas aux différences pour les équations dans un cercle et 
un anneau. Examinons les méthodes de résolution des schémas 
aux différences pour des équations elliptiques sans dérivées mixtes 
dans le système de coordonnées polaires. Etudions d'abord le cas où 
le domaine dans lequel est recherchée la solution est un cercle ou un 
anneau dans le système de coordonnées cartésiennes. En coordonnées 


polaires, aux domaines mentionnés correspond le rectangle G — 
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= {LL <L<r< Li LLP<LLe h2>0, Le — le = 2n}. Il s'agit 
de oi la solution de D équation 


on () + (er) if eme (0 


périodique en œ de période 2x et satisfaisant à la frontière du rectan- 
gle G aux conditions: 


4) pour r = 1h, lo L p L L, soit à des conditions aux limites 
de première espèce 


u (r, p) — gi (p), (2) 
soit de deuxième ou de troisième espèce 
(4 + 
—k D = xju — gt (p) ; (3) 
2) pour = > 0, EL, < p << L, soit aux conditions aux limi- 
tes de première espèce 
u (r, p) = g5 (q), (4) 
soit de deuxième ou de troisième espèce 
Ô = = 
ke = ju — 85 (op); (5) 
pour r—l,;—0 on pose la us 
lim rk, — 0, (6} 
r—…0 


distinguant la solution limitée. 
On suppose que les coefficients satisfont que conditions À (r, p)> 


>a>0,k(r, pp>au>0, gr, g)  >0, x (y) > 0. 

Etudions des combinaisons quelconques des conditions aux limi- 
tes (2)-(5). Construisons les schémas aux différences correspondant 
aux conditions aux limites mentionnées. 


Introduisons dans le domaine G un maillage irrégulier rectangu- 
laire quelconque 


= is p) EG ri=riith(i), 1<i<Niro= th, 
Ni: = Li Ps = Pia + he G), LLÏ< Ne, Po = ls Pa, = Le}. 


Le pas moyen fi, (i) est défini au point 1, $ 2, tandis que le pas À, (j} 
l’est au point 4, $ 2, par la formule (45). Définissons la fonction de 
maille p (i): 


[ + hs (1), i=0, 
pG)=l rit +1)—M GE), 1iSNi—1, (7) 


1 ; 
L:; — 7h: (MN), i=N:. 
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Dans le cas primitif des coefficients continus k,, k,, q et f les 
coefficients du schéma aux différences seront déterminés suivant les 
formules 


da (ë, j) _— ik (ri, Ps); do (ë, j) — ke (ris Pi), 
d (ë, j) — q (rip), Ÿ (ë, j) = Î (ri, P); 
où Ti = 7 — 0,5% (i), P; = Pj — 0,5, G). 


En utilisant les notations introduites, approximons (1) aux équa- 
tions aux différences 


Ay= + (avr)e +7 (aVa)s — du = — (8) 
1<Li<Ni—1, OLj<LN:— 1. 
Afin de rendre plus compacte l'écriture, on a recours aux relations 
yG D) =yG Ni+)j), j=0, —1, a (i, 0) = a, (, N:), 
ha (0) = he (Ne), 


qui se dégagent de la condition de périodicité. 

Les conditions aux limites (2), (4) s’approximent de façon stricte 
y(N, j = gp), y, =8 (q;), 0OLj<N:—1. (10) 
L’analogue au sens des différences finies des conditions aux limites 
de troisième espèce (3), (5) a pour expression (pour 0<j<N;,—1) 


G: 1 rx? ER 
Au Ut els —(2+ 5) 
+ 
=—v—#, i=M, (11) 
aÿ! 1 TK 
Au Ur pr (eee — (a+) v= 


=—ÿ—-#, i=0. (12) 


On a utilisé ici les relations (9). 

Il reste à construire la condition aux limites au sens des diffé- 
rences finies imposée au côté r = L, pour le cas où L, = 0. Comme 
tous les nœuds portés par le côté r = 0 s’identifient, on a 


y (0, j) = ÿYos 0OLj<N;:—1 (13) 


Vu que l’origine des coordonnées est un point intérieur à un cercle, 
on obtient alors, en écrivant l’équation (1) dans le système de coor- 
données cartésiennes et en l’approximant sur un maillage radialo- 
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annulaire avec la condition (6), 
; No-i 
= Zap 2 Qi Yrhia—dy= —%, i=0, 


3=0 


d(0, j) = do, ÿ (0, j) = Yo; 0OKj<N;—1. 


Ici yo, d, et Ÿ, sont les valeurs des fonctions de mailles correspon- 
dantes du centre du cercle. 

Ainsi, au cas d’un cercle on a une condition aux limites non loca- 
le (13), (14) sur le côté r — 0 du rectangle G. Les schémas aux diffé- 
rences sont ainsi construits. 


(14) 


Pour l’approximation au sens des différences finies de l'équation (1) au 
voisinage de r = 0 on utilise souvent un autre maillage en r dans lequel le 
point r = 0 n'est pas compris: 


© = {(rs P;) € G, rg —= (i + 0,5) Ris 0< i < N:; TN — L;, 
Pi = Pj-1 + he (G} 1Si<SNa Po= la Pno — La} 
(pour simplifier, on admet que le maillage est régulier en _r). > 
Dans ce cas a (4, j) = rgki (rgs y), da (E, j) = ke (rs p;), etc. où Fr, = 


= ih,. Les équations (8) restent inchangées, et avec i — 0 on écrit l'équation 
aux différences suivante: 
ni 


= roltx 


a (1, j) ÿr (A, j)+ LL (ay) - —dy= —ÿ 
ro q ® 


(r, est ici égal à 0,5h,, r, = h,) qui est un analogue de la condition aux limites 
de troisième espèce. 

La condition disparaît pour r = 0; on ne peut donc pas déterminer la 
valeur de y pour r = 0 à partir des équations aux différences. 


2. Résolubilité des problèmes aux limites discrets. On a cons- 
truit au point 1 des schémas aux différences approximant les problè- 
mes (1)-(6). Pour un cercle, le schéma est donné par les formules 
(8), (10), (11), (14), pour un anneau, par les formules (8), (10), (12). 
Etudions la question de résolubilité de schémas mentionnés. 

Désignons par w* une partie du maillage o: ©* — {(r:, p;) E ©, 
OK i<N1, 0 LjLN:—1}. L'espace H est composé des fonctions 
de mailles associées à w* et satisfaisant à la condition supplémentai- 
re y (0, j) = const, 0Lj<N, —1, si L, — 0. Définissons le 
produit scalaire dans À par la formule 


NiNo—-1 


(u, v)= D D ui, jju(i, j)p(i) lu (i) Re (i). 


i=0 J7=0 


On peut montrer que si la fonction p (i) est définie par la formu- 
le (7), on a l'égalité 


(1, 1) = 0,5 (Li — 1) (Le — 1) = 7 (Li — L), (15) 
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c'est-à-dire que le carré de la norme de la fonction, identiquement 


égale à l'unité sur w*, est égal à la surface du cercle (Z, = 0) ou de 
l'anneau (1, > 0). En outre, si le domaine envisagé est un cercle, 
alors, en utilisant la constance en Î pour à — 0 des fonctions de mail- 


les de À ainsi que l'égalité D ha (ÿ) = La — Lo = 27, on peut 


aboutir à l'expression suivante “du produit scalaire introduit plus 
haut : 


1Nse—1 


(u, v)=p (0) #; (0) 2auçe + D 2, u(i, j)u(ë, j)p(i)R;(i) 2(j), (16) 


où uy = u (0, j), vo = v (0, j). 
Etudions la résolubilité des schémas aux différences (8), (41), 
(13), (14) pour l, = 0 et (8), (11), (12) pour L > 0,sid=0, x? — 


= Xx; = (0. Ecrivons les problèmes de différences susmentionnés sous 
forme d’une équation opératorielle 

Au = f, (17) 
où l’opérateur À se définit de la façon suivante Ay — —Ay, y (i, j) — 


= y(i,j) pou 0LiN,, 0LjLN:—1 et y remplit les condi- 
tions de périodicité (9), en outre y (0, j) = y (0, j) = const. 

Examinons d’abord l'opérateur À correspondant à l’opérateur 
de différence À du problème (8), (11), (13), (14). Compte tenu de ce 
que la première formule de différences de Green des fonctions satis- 
faisant à la condition de périodicité (9) prend la forme 


Na 1 de 1 
2 (azu=)e vh, = — À, auaV Eh, 


il vient, compte tenu de (16), 


(Au, v)= — (Au, v)= 


Na-1i Na _. N1 _- _. 
= D ki: (5 hiaqu-v- + > ph; duv + rxfuvli=m ) + 
3=0 im 1 i=0! 
Ni à No—1 _. 
HD D hemie= —(e, A5) = (u 40 
i= 3=0 


Par conséquent, l'opérateur À est autoadjoint dans H. 
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Pour l'opérateur À correspondant à l'opérateur de différence A 
du problème (8), (11), (12) on obtient une égalité analogue 


Ne-1 N1 Ni 
(Au, v) — > h (5 hiaqu-v- + > ph, duv + rxjuv|;-0 + 
3=0 i=1 i=0 


Ni No—1 
 — h — —— 
+ruvlien,)+ > _— no h,aquave = (u, Av), 
i=0 ; 


à partir de aquere il s'ensuit que l’opérateur À rst autoadjoint. 

Si d=0, x* = 0, il s'ensuit de ce que l'opérateur À est auto- 
adjoint et de p inégalité de Cauchy-Bouniaksvski (Au, u) 
< || Au || Il u || que le noyau de l'opérateur À est composé de fonc- 
tions de mailles égales aux constantes du maillage w*. Aussi la 
condition de l’existence de la solution de l’équation (17) prend-elle 
la forme (f, 1) — 0. Pour le problème (8), (11), (13), (14) il lui cor- 
respond la condition 


Ny Ne=i Nez 
D 2 VE DeOMORUDE+L À RODe(p)=0 (18) 
qui est l’analogue au sens des différences finies de la condition (23) 
du $ 1. Pour le problème (8), (11), (12) la condition de résolubilité 
est de la forme 

N1 Ne= 1 ei 

D 5 vG De he()+ À le) ILagt (en + het (pp1=0 
i= J1=0 
et est un analogue de la du $ Î., qui garantit la réso- 
lubilité du problème différentiel correspondant pour l’anneau. 

Si les conditions mentionnées sont remplies. les solutions des 
problèmes examinés existent bien et deux quelconques de ces solu- 
tions diffèrent d'une constante. La solution normale de ces problè- 
mes satisfait à la condition (y, 1) = 0. 

Soit y l’une de ces solutions qu'on arrive à trouver. par exemple. 
en fixant la solution cherchée en un point du maillage. Alors en 
tenant compte de l'égalité (15) on obtient la fonction 


a _ (y, 1) ET (y, 1) 
d na (Li —1l?) ÿ (1, 1) 


qui est une solution normale. 

Remarque. Si l'on définit la fonction de maille 6 (i) au 
moyen des formules 
hk;(0)/4, l, = 0, 


pli)=rs, 1<i<N:, p(0)= À l L>0 
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seule l’égalité (15) changera au cas où L, = 0. On aura alors 
1 h 
(1, D=nti+ HO ven(zs HO), 


3. Principe de superposition pour le problème dans un cercle. 
La résolution des problèmes de différences dans un cercle se heurte 
à l'existence de la condition aux limites non locale (14) qui survient 
lorsque i — 0. Notons que si le problème est dégénéré et la condition 
de résolubilité (18) est remplie, il est alors commode de séparer une 
des solutions en fixant sa valeur au centre du cercle, c’est-à-dire en 
posant y (0, j) = yo; 0 LjÏj LN2 — 1. Dans ce cas la condition 
(14) est écartée et le problème obtenu avec y, donné est analogue à 
celui posé pour l'anneau avec des conditions aux limites de première 
espèce sur le cercle intérieur. Supposons maintenant que le problème 
de différences (8), (11), (13), (14) n’est pas dégénéré. Montrons qu'il 
est possible d'obtenir sa solution en résolvant deux problèmes auxi- 
liaires avec conditions aux limites locales de première espèce pour 
i-—0,0<j<N:— 1. 

Cherchons la solution du problème (8), (11), (13), (14) sous la 
forme 


y, j = v(, j) + yow (G, jÿ), 0<i< M, 
OKj<N:—1, (19) 


où y, est la valeur de la solution cherchée au centre du cercle, tandis 
que v (i, j) et w (i, j) satisfont aux conditions de périodicité 


vi, j) =v(i, Na + ji), w (ë, j) = w (ë, Na: + j), j=0, —1 
et sont des solutions des problèmes aux limites suivants: 
1 ; 
+ (aiv-)- + (aw=)s —dv=—1%, 1<i<N,—1, 
0OSji<N:—1, (20) 
U (0, j)j—0, i—=0, 


a1 1 a TK | np TE ;— 
Phi tr (aws)s (a+) v= Ÿ Ph " | LE 


1 ; 
Aw=— (a); + (a2;)x — du = 0, 1Si<N,—1, 
OKj<N:—1, 


21 
a 1 TKT is 
— h. WT (as); — (d +) w=0, i= N.. | 


La fonction y définie suivant (19) satisfait apparemment à l'équa- 
tion (8) et aux conditions (11), (13). Il reste à déterminer y,. En 
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portant (19) dans la condition (14) qui n'était pas encore utilisée, et 
en tenant compte des conditions aux limites pour v et w, il vient 


Nes | 
[2rphido+ 2, af lvohis ()]:0 
Vo = ———— << — . (22) 
[27 Ph 1d0 — 2 a) \Wrhe (0 
2 


Montrons que le dénominateur dans (22) est différent de zéro. A 
cette fin multiplions l’équation (21) scalairement par w. En recou- 
rant aux conditions aux limites pour w, aux relations de périodicité 
et aux formules de différences de Green, on obtient 


N1-1 Ne-i Ne-1 
0= Y D Aw)wphhs= — D Ri(aïw)i=o+ Lixiw?lix,)— 
i=1 Jj=0 3—=0 
N1 No-1 N1 No-1i ” | 
D authih—S Ÿ hi] aus + hp du? |. 
i=1 j—0 i=1 j=0 


Vu que la fonction w n'est pas une constante, d>0,a > >0, 
a = 1,2, et x? > 0, avec d° + (x*)° - 0, il s'ensuit que 

No—i 

> ai" w,h|;=0 < 0 

3=0 
et, par conséquent, le dénominateur dans la formule (22) est diffé- 
rent de zéro. 

La résolution du problème de départ (8), (11), (13), (14) est done 
réduite à la résolution de deux problèmes (20) et (21) avec conditions 
aux limites locales et à l’obtention de y, suivant la formule (22). La 
solution cherchée de y s’obtient à l’aide de la formule (19). 

Notons que si au côté r — L, est imposée la condition aux limites 
de première espèce y (V1, j) = g? (@;), alors pour les fonctions v 
et w, au lieu des conditions de troisième espèce, il faut exiger dans 
(20) et (21) v(M:,j) = #7 (es) et w(N:, j) = Opour0 << j < N, — 1. 
La formule (22) pour y, se conserve. Si les coefficients ka, À ke, get x? 
sont indépendants de , la solution w du problème (21) est alors 
également indépendante de œ. Dans ce cas pour la fonction w on 
est en présence d’un problème unidimensionnel 


+ (au); — du =0, 1SIiS<N,—1, 
w (0, j)=1, i=0, 
(41 rx? : . 
_ Phi w,— (a+) PA 
qui se résout par la méthode du balayage. 
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4. Méthodes directes de résolution des équations dans le cercle 
et l’anneau. Il s’ensuit de ce qui a été dit plus haut qu il suffit de 
se borner à l’étude des méthodes de résolution des problèmes de 
différences (8), (10)-(12). Etudions d’abord le cas pour lequel les 
problèmes de différences mentionnés se prêtent à la résolution par 
l’une des méthodes directes exposées dans les chapitres III et IV. 

Supposons que les coefficients k,, k. et q de l'équation (1) ne 
dépendent pas de @: Xi = k, (r), ke = ke (r). g = gq (r). C'est la si- 
tuation qui se présente pour l'équation de Poisson en coordonnées 
polaires. De plus, admettons que dans les conditions aux limites de 
troisième espèce (11), (12) x; et x? sont des constantes. On suppose 
que le maillage w est régulier en æ, c'est-à-dire que À, (ÿ) = h2, et 
peut de même être irrégulier en r. Sous les hypothèses admises, 
l'équation aux différences (8) avec une combinaison quelconque des 
conditions aux limites (10)-(12) se prête à la résolution soit par la 
méthode de réduction totale, soit par la méthode combinée de réduc- 
tion incomplète et de séparation des variables. 

Illustrons la possibilité d'application des méthodes directes par 
un exemple dans lequel aux côtés r — 1, et r — L; sont imposées 
des conditions aux limites de troisième (de deuxième) espèce (11), 
(12). Les autres combinaisons des conditions aux limites sont étu- 
diées de façon analogue. 

En vertu des hypothèses émises les coefficients du schéma aux 
différences se déterminent par les formules 


& (i) — ri (ri), de (i) — ka (ri), d (à) = q (ri), 


et comme le maillage « est régulier en , l’opérateur de différences 
(azy=)< est remplacé par ay. 


Ramenons le problème de différences (8), (11), (12) à un système 
d'équations vectorielles triponctuelles 


—Yn,1 + CYo — Yi = Fo, j = 0, 
—ŸY;1+CY —Yin = EF,  1<j<N:—2, (2) 
—Y ne + CYn,n — Yo = En, j= Ne — 1. 
On a utilisé ici pour 0 < j L NV: — 1 les notations: 
Y; = (y (0, j), y (, j), - .., y (Na, j)), 
F; = (80f (0, j), 6, f (1. j), . . ., Onf (Wa, j)), 
CY; = ((2E — 65A:) y (0, j), . . .. (2E — On, As) y (Ni, j)). 
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où 
( lg (Ps) - 
ha Done i =0, 
f (à, j pi, ji), 1<i<Ni—1, (24) 
| Ligi (@) 


dE (UN 
{ Ps D+ PWINn" Nas 
est l'opérateur de différences A, qui agit de la façon suivante: 


Donu(a+-E)u, 0. 


Ay=l <(ay); dy, 1SiSN,—1, (25) 


Um (d+ mi) ie 


et, enfin, 06; = p° () hilas (),0<i< Ni. 

Le système (23) s'obtient à ere de (8), (11) et (12) au moyen de 
la multiplication de chaque équation par 6; correspondant et pas- 
sage à l’écriture vectorielle. 

Rappelons que l'algorithme de la méthode de réduction totale 
est décrit pour le système (23) au point 2, $ 4. ch. III. Dans la 
méthode combinée on utilise l’algorithme de la transformation dis- 
crète rapide de Fourier donné au point 4, $ 1, ch. IV. Ces méthodes 
se caractérisent par l'estimation des opérations arithmétiques se 
montant à © (N,W, log. N,) avec N, — 27, 


5. Méthode des directions alternées. Supposons maintenant que 
les coefficients de l’équation (1) et des conditions aux limites (3), 
(5) satisfont aux conditions k, = ka (r), ko — ka (œ), q = const, 
#Ÿ = const, c’est-à-dire que pour le problème (1). (3). (5) la méthode 
de séparation des variables est applicable. On admet que le maillage 
© est irrégulier dans chaque direction. Etudions l'équation aux diffé- 
rences (8) avec une combinaison quelconque des conditions aux limi- 
tes (10)-(12). Sous les hypothèses émises, les variables du schéma 
aux différences se séparent et sa solution approchée peut être obte- 
nue avec la méthode des directions alternées munie d’un jeu optimal 
de paramètres d'itération. 

En guise d'exemple, examinons le problème (8). (11), (12) avec 
les conditions aux limites de troisième espèce pour r = Let r = L;. 
Ecrivons ce problème sous la forme 


—f, 0 < IN, OLji<N, — 1. 


ee (26) 
À = A+ As, f = p'f, 
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où A; = p°A, l'opérateur A, est défini dans (25), l'opérateur À, 
donné par l'égalité Aoy = (a:y=)s et les relations (9) satisfaites, 
tandis que le second membre f est défini dans (24). L'équation (26) 
est obtenue à partir de (8), (11), (12) après multiplication par p*. 

En vertu des hypothèses émises les coefficients du schéma aux 
différences (26) sont choisis suivant les formules a, (i) = r;k, (ri), 
as Ü) = ks (y, d = q = const. 

Dans l’espace À des fonctions de mailles associées à o* définis- 
sons le produit scalaire 


oi a : 
&oy=S à ARE u (i, jo, ÿ). (27) 
i=0 j=0 


Les opérateurs À, et À. agissant dans }Z seront définis comme 
d’habitude: A4,y = —A,uy, où y (i, j) = y (i, j) pour 0<i< M, 
0O<j<N: — 1 et y remplit les relations de périodicité (9). Dans 
ce cas le schéma (26) peut s'écrire sous forme d’une équation opéra- 
torielle 

Au = f, À = A1 + A0 (28) 
dans l’espace H. 

Pour la résolution de l'équation (28) utilisons la méthode des 

directions alternées, dont le schéma itératif est de la forme 


nn k=0, 1, ..., EH. 
ne (VE + A;)(of E+ A4), Ta=0% +of 


Le fait que les opérateurs 4, et 4, sont autoadijoints dans l’es- 
pace H s’établit au moyen de la formule de différences de Green, 
tandis que leur permutabilité se vérifie directement. 


(29) 


Cherchons à présent les bornes des opérateurs 4, et 4,, c'est-à-dire les 
constantes ôx et A, & = 1, 2, des inégalités 


Ôa (u, u) < (A au, u) < Âa (u, u). 


Cherchons d’abord 6. et A,. Vu que pour la fonction u (i, j) satisfaisant à la 
condition de périodicité (9) on a 


NN 
Lange Ÿ HO 
(Au, u)= — (Au, = Y > 0 


i=0 j=0 


(aou?. AL 


il s'ensuit que 


h : ae(i+1) , œG) 1 2 
Ôe = 0, PE il ho UD RU) ha (ji) 


On a tenu compte ici des relations (9) pour a, et h. 
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Ensuite, en utilisant l’analogue du lemme 16, ch. V, on trouve que 6, 
peut être apprécié de la façon suivante: 1/6, — . max vi), où v(i) est la 
<i&N 
solution du problème aux limites hé 


Pav-).—dpio= —1, 1<i<Ni—1, 


hi de ' Ph; nr °° 
Par . TRI \ 
3 — | +) pto= —1. = N; 


Le problème (30) se résout par la méthode du balayage. 
Obtenons maintenant l'estimation pour A,. En utilisant la première for- 
mule de différences de Green et la définition (27) du produit scalaire, il vient 


(Au, u)= — (Au, u)= 


No—1 N,; ee Ni — 
= Ù RG) D le (0) a (0 2 (, +8 N° A1 (D p (Eu (, j)+ 
j=0 ii i=0 


+ heru2(0, j)+ Lintut (Ni, j)]. 


Apprécions l'expression entre crochets. À partir de l'analogue du lemme 16, 
ch. V, on obtient l'estimation 


N: 
d Dh put (i, j)+haçut (0, j)+ Lixiui (NW, j)< 
i=0 
à 1 
ri LE Ma A O4 ur Fe n | (81) 


où m, — max wii), tandis que w (i) est la solution du problème 
0OLiSNi 
P(aw).—w—=—dpt, 1<i<Ni—1, 


pa’! 
ha 


Wr—W—= — (a+) p?, i—0, (32) 


> Pa: he TXT 2 = 
h, _— w=— (a+ LE , i= N.. 


Ensuite, de l’analogue du lemme 17, ch. V, on obtient l'estimation 


Ni Na 
D où (5) 2 (0, D MG) Sme D, AE ut (E D, (33) 
ii 10 
où 
: a1(N1)P(N:1) a1(1)p (0) 2p(i)f a ,ai(i+1) 
de max | REOND AIO) ” 1cien-1 D LE + (+1) ]- 


39% 
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De (31) et Sd on déduit l'estimation 


S hiaju? + d Ÿ R; pu? +l,xru® 20 + Lixtu? lin, < 


imi i=0 
liy — 
<A Y TU, A=mtme(t+m). 


En multipliant cette inégalité par fi, (j) et en sommant en j de 0 à N, — 1, 
on obtient (Au, u) < A, (u, u 


Ainsi, les constantes ô, et A,, & — 1, 2, sont obtenues. Rappe- 
lons que les formules des paramètres d'’itération ©%) et wo? ont 
été obtenues au point 4, $ 1, ch. XI. 

On construit de façon analogue la méthode des directions alter- 
nées pour le problème de différences (8), (10) avec conditions aux 
limites de première espèce. Les constantes 6, et A, s’apprécient de 
la même façon qu'au cas étudié auparavant, il faut seulement rem- 
placer dans (30) et (32) les conditions aux limites de troisième espèce 
par les conditions v (0) — 0, v (NW) — 0 et w (0) = 0, w (N;) = 0. 

Notons en conclusion que pour d = 0, x# — 0 le problème (8), 
(11), (12) est dégénéré, et si la condition de résolubilité 

N & NS No—1 


2 oh lie + > RAI Lgi + Ligi]l = 


it 


est remplie le PEUR PEN une solution non unique. Dans 
ce cas le jeu de paramètres w{} et w(ÿ) pour la méthode des directions 
alternées (29) a été construit au point 1. $ 4. ch. XII. 


6. Résolution des problèmes de différences dans un secteur an- 
nulaire. Examinons les méthodes de résolution des problèmes de 
différences aux limites pour l’équation elliptique sans dérivées mix- 
tes et donnée dans un secteur annulaire. 


Dans le domaine G= {ll L<r<Li, bLpLLe, lu > 0. 
Le — le < 2x} il s’agit de trouver la solution des équations (1) 
qui satisfait sur les côtés r — L, et r — L; à l'une des conditions aux 
limites (2)-(5) et sur les côtés @ = /, et @ = L, à l’une des conditions 


ufr, =g(), p=b (34) 

ou bien 
HE mu gif), p=l (35) 
u(r, q)= 82 (r). p= L: (36) 

ou bien 
+ 0u ice + = 37 
7 op —*2u— 82 (r), F—= La (51) 
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On admet que les coefficients satisfont aux conditions ki (r, p) > 

>a>0,k(r pp >a>0,g(r, p) 20, x£t(p) > 0, x£ (r) > 0. 
On introduit dans le domaine G un maillage rectangulaire irré- 

gulier quelconque & (voir point 1, $ 3): 

o = {(ri pp EG ri=riith(), 1<i<Ni ro =; 

TN — Lis Ps = Qi + he G), 1<Si< Ne Po = Le Pne — Las} 


et l’on détermine les pas moyens h, (i) et À, (j): 


0,5k,(1), m—0 
ia (M) = 0,5(k(m)+ha(m+1)], 1<m<No—1, 
0,5, (Nc), m=N, a=1,2 
L'équation (1) est approximée par l'équation aux différences 


1 1 
rs (a:y-)< + Er (a2ÿ5)s — dy= —Ÿ, (38) 
1ISIiSNi—1, 1Sj<N:—1. 


Les conditions aux limites de première espèce (2). (4), (34), (36) 
sont approximées de façon stricte: 


y(N1, j) = gps), y (0, j) = gp}, 0<i< Na (39) 
yÜi, No) = gr), yG 0) =g (ri), 0Li<Ni (40) 


Les conditions de troisième espèce (3) et (5), données avec r = L; 
et r = l,, sont remplacées pour 1 < j < N, — 1 par les condi- 
tions (11) et (12). 

L'analogue au sens des différences finies des conditions aux limi- 
tes (35) et (37) est de la forme 


] 


1 2 2 à 
— (av)5 + Ve— (d Pis uv , i=0, (41) 
4 o Q 
7 (y); — STE ve (2+ )u=-v-# Ph . j=N2 (42) 


Si aux côtés qui se coupent du re on impose les conditions 
aux limites de troisième espèce, il faut poser pour les nœuds d'angles 


du en w les conditions aux limites suivantes : 


at e TE Ko ER TRki ee Le? 
. Vr Tr Pre Y— (a Li Ph Ph ) TE: ph Phs ? (49) 
si à _— 


LE 
y vi, (4) 


nn. Ver ons me n—(d 
si sr j=0: 


ai N'ES 
Yr— Pie x (a+ pla Pat Dhs 


. Ph 


= rET 83 
nn =) y— ph Dhs 9 (45) 
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si i=0, j = N, ; et enfin, 


a a 
b rei gi (46) 


Si à — N\, = N:. 
Si l’on s le problème de différences (38), (11), (12), (41)-(46) avec 


d=0 et xÈ = 0, &æ —1, 2, la solution existe sous réserve de la 
condition 


Ne Ni 


DS ph À Re (Lai + Li) + D Ru (85+ #9) = 0 


j=0 i=0 


qui est l’analogue au sens des différences finies de la condition (27) 
du $ 1 de résolubilité du problème respectif pour l’équation diffé- 
rentielle. De plus, deux solutions quelconques du problème men- 
tionné diffèrent d'une constante. 

La proposition avancée se démontre presque de la même manière 
qu’au point 2, $ 3 pour le cas du cercle et de l’anneau. Dans l’espace 
H des fonctions de mailles associées à w le produit scalaire se définit 
par la formule 

N1 Na 


@, v)= À Eu, jus ÿ)p (6) lis (6) le (D). (47) 


Notons que les coefficients a, &,, g et la fonction p (i) se déterminent 
en ce point comme au point 1 du $ 3. 

Faisons une remarque relativement aux méthodes de résolution 
des problèmes de Dtences construits. Si les coefficients k1, ke, q 


ne dépendent que de r, x* sont des constantes et x* — 0, au cas où 
sont données les conditions aux limites (3), (5), (85), (37), et que le 


maillage w soit régulier en +. alors les problèmes de différences cor- 
respondants peuvent être résolus par des méthodes directes construites 
dans les chapitres III et IV. 

Si sont remplies les conditions k, = k, (r), k: — ke (@),g = const, 
x? = const et le maillage © est irrégulier suivant chaque direction, 
on peut alors utiliser pour la résolution des problèmes de différences 
la méthode des directions alternées avec un jeu optimal de paramè- 
tres. Dans ce cas, comme il a été fait au point précédent, il est né- 
cessaire de multiplier au préalable les équations aux différences 
par p*° (i). 


7. Cas général des coefficients variables. Examinons maintenant 
le cas où les variables ne se séparent pas et la solution du problème 
aux limites discret s'obtient par la méthode itérative. 
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Supposons, par exemple, qu'il s’agit de trouver la solution du 
problème de Dirichlet pour l'équation (1) sur le maillage & avec les 
hypothèses que le maillage w est régulier en œ (k: (j) = h2). q = 0, 
tandis que les coefficients X, et k, satisfont aux conditions 

0<La<hki(r Loco &œ — 1, 2. (48) 

Avec ces hypothèses le probléme de différences s'écrit sous la 

forme 
Ay= + (ay;); 3 L (a2y= = —% (r, p)Ew, 


y(r, p)=£ (r, w), à p)EY, (49) 


ali, j)=rikifrs, Py), Gi, j)=kolrs, Gi), 


— —- (50) 
ramri—0,9h(i), ç;=9;—0,5k2. 


Dans l’espace H des fonctions de mailles associées à w définissons 
le produit scalaire 


Ni-1No-t 


(u,v)= 2 u(i, j)u(ë, j)p (à) Ra (i) ha, 


1—= 


ainsi que les opérateurs À et R agissant dans FH, Ay — — Ay, Ry = 
— —#y, où y (r, q) = y (r, ) pour (r, p) € w et y (r. q) = 0 pour 
(r, o) € y. L'opérateur de différences .Z est ici défini par la relation 
on 1 
Ay= (us er Vo (M DEC. 


En utilisant les formules de différences de Green, on est en me- 
sure de vérifier si les opérateurs À et À sont autoadjoints dans H 
et, de plus, si pour tout y € H on a les égalités 


N1 No Na de 1 : 
(Ay, y) — >. > ayh ha+D>D > ,  Yéhihe, 
ie1 jJ—=1 j=i = 
N1 N2-4 Ne N1-1 
(Ry,p= > D réhh+ D D — Véh he. 
imi j=1 j=i i=1 


De là et à partir de (48), (50) il résulte que les opérateurs À et R 
sont énergétiquement équivalents aux constantes y, = c1 et Ye = C2: 


Yi (Ry, y) < (4y, y) < Ye (Ry, y), Yi >. 0. (51) 
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Le problème de différences (49) peut être écrit sous forme d’une 
équation opératorielle 
Au = j 


dont l'opérateur À a été défini plus haut. Pour le résoudre, utilisons 
le schéma itératif implicite 


BAM IR + 4 =ÿ, k=0,1,..., WÉH, (52) 


où B — À. 

I] s'ensuit de la théorie générale des méthodes itératives exposée 
au chapitre VI que si les paramètres 7,:, dans le schéma (52) sont 
choisis suivant les formules de la méthode de Tchébychev 


0 = 
1+-Potr ? 
pa EME = { —cos LUE , 1<i<n}, k=1, 2,...,n, 


Tr = 


on aura alors pour l'erreur z, — y, — u l'estimation 


Ya — ü In K € | Yo — U Îlp; 


où D — À ou D = B, D — AB-'4, quant au nombre d'itérations, 
il correspond à l'estimation 

n > n9 (e) = In (0,5e)/In p:. 
On a ici 


2 __1—EÈ __1—VE _Y 
LE V1 + Ye s  Po— 1+E s Pi — ILVE ’ = ÿ: ° 


Comme y, et y, ne dépendent pas des pas du maillage «w. le nombre 
d'itérations est proportionnel à | 1n 0,5e | et ne varie pas lors de la 
réduction du maillage. 

Pour rechercher y,+,, on obtient le problème de différences 


A Yr+1 Tr —F, (r, p) € OR Ur+1 ee 8 (r, œq) € 0) 


avec le second membre connu F = — @yy + tii1 (Aux + Ÿ). 
Notons que ce problème satisfait à toutes les conditions autorisant 
la recherche de la solution par l'une des méthodes directes, à savoir 
par la méthode de réduction totale exigeant O (N,N, log: 2) opé- 
rations arithmétiques si V, — 2". Le nombre total d'opérations 
nécessaire à la recherche de la solution du problème de différences 
envisagé à la précision e près peut donc être apprécié à la valeur 
O (NN: loge Na In (2/e)). 

Avec des hypothèses respectives on est en mesure de construire 
de façon analogue les méthodes itératives de résolution des problèmes 
de différences aux limites, posés aux paragraphes précédents, en 
coordonnées cylindriques et polaires. 


ANNEXE 


Construction du polynôme s’écartant 
le moins de zéro 


1. Au $ 2 du chapitre VI, lors de l'étude des schémas itératifs à deux couches, 
on a posé le problème : construire un polynôme de degré n prenant pour zéro la 
valeur 1 et dont le maximum du module sur le tronçon [y,, y.] est minimal. 

Résolvons ce problème. 11 est plus commode de mener les études non pas 
sur le tronçon [y,. Y.], mais sur le tronçon [—1, 1]. A cette fin effectuons la 
substitution linéaire de la variable, transformant le tronçon y, < t < y, en le 


Hroncon —1 S z<iet le point y, en le point 1. Cette substitution prend la 
orme 


1—Poz 2 1—È M 
Ê = CES ES PAC ——— 
Renan PMOARE, 


Avec cette substitution, au point { — 0 correspond le point z = 1/p, > 1. 
Le problème formulé pie haut est donc équivalent au problème suivant : 
parmi tous les polynômes de degré n acquérant au point x = 1/p, > 1 la valeur 
1 rechercher celui qui s’écarte le moins de zéro sur le tronçon [—1, 1]. 
C'est le problème classique de Tchébychev de la théorie App eUeS 
des fonctions dont la solution est bien connue, toutefois il sera utile de recher- 
cher de nouveau cette solution. Il nous faut pour cela le théorème 1. 


Théorème 1. Quelles que soient sur Le tronçon [—1, 1] Les fonctions 


continues g (x) > O et f (x), il n'existe qu'un seul polynôme P,, (x) de degré non 
supérieur à n tel que 


Qn—= mar g(z)|f(x)—Pa(z)|= min max g(z) | f(z)—Rr (2) |. 
-1<x<!1 RyG)] —1<x<1 
REn 


Ce polynôme se caractérise complètement par la propriété suivante : le nombre 
de points successifs sur le tronçon [—1, 1] en lesquels la fonction g (x) (f (zx) — 
— Ph (x)) prend avec des signes alternés la valeur q, n’est pas inférieur à n + 2. 

Transformons le problème posé en le rapprochant de celui figurant au 
théorème 1. En tenant compte de ce que le polynôme cherché prend la valeur 4 
au point z = 1/p,, représentons-le sous la forme 


Pat (5e) Ro = RE | Rs (0) |, 


où Rn-1 (x) est un polynôme de degré non supérieur à n — 1. 

Il en suit que notre problème se réduit à celui de la recherche du polynôme 
R,- (x) de degré non supérieur à nr — 1 fournissant la meilleure approximation 
uniforme de poids g (x) = (1 — poz)/po > 0 de la fonction j (x) = Po/(1 — PoZ) 
sur le tronçon [—1, 1]. 

C'est justement le problème figurant dans le théorème 1. 
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Aussi en vertu du théorème 1 existe-il au moins n + 1 pue APR PURE 
... Zn+1 du tronçon [—1, 1] en lesquels le polynôme cherché P, (x) acquiert 
la valeur q, avec des signes alternés. 

Montrons d’abord que le nombre de ces points doit être égal à n + 1. 
En effet, pour qu’une fonction continue puisse prendre des valeurs q, non nulles 
avec des signes alternés en plus de n + { points successifs sur le tronçon [—1, 1], 
elle doit s'annuler sur ce tronçon en n points au moins. 

Comme le polynôme P, pe, est différent de celui identiquement nul, il ne 
peut s’annuler sur le tronçon {—41, 1] qu'en n# points au plus. Donc, le poly- 
nôme cherché P, (x) prend sur le tronçon [—1, À la valeur qg, avec des signes 
alternés exactement n + 1 fois. 

Donnons la caractéristique de ces points. Si en un point intérieur du tron- 
çon [—1, 1] le polynôme P, (x) a ne une valeur maximale, la dérivée Ph (zx} 
s’annule alors en ce point. Mais le degré de P,, (x) est égal à r — 1 et, par suite, 
la dérivée du polynôme cherché ne peut s’annuler qu’en nr — 1 points. Donc le 
polynôme cherché possède sur le tronçon [—1,1] #7 — 1 points internes extré- 
maux, et partant, deux extrémums terminaux, c'est-à-dire 


lPn(—1)1= 1 Pa (4) 1 = Qqne 
On a donc ” ; * 


Ph (oy) = 0, 1J=14,2 un | Paz) 1 = Qn 1=1, 2, <: 5 n+A, 
où w}y sont les racines du polynôme, tandis que z; les points extrémaux 
—1 = zu LOn Lim Lee LOL ra << = 1. 


En outre, puisque P, (1/p9) = 1 et toutes les racines du polynôme P, (x) se 
trouvent sur le tronçon [—1, 1], on a P, (1) = q, et, partant, les égalités 


Ph (zy) — (—1)2-19,, ij=1,2 ...,.n+1 (1} 
se vérifient. On a le lemme 1. 


Lemme 1. Le polynôme P, (x), qui parmi tous les polynômes de degré nr 
prenant la valeur 1 pour x = 1/p, s'écarte le moins de zéro sur le tronçon [—1, 1], 
satisfait à l'équation différentielle 

(1 — 2) (PP = ni (98 — P?). (2} 


En effet, comme il a été montré ci-dessus, les points xs, z3, . .., zh sont 
des zéros simples du polynôme P;, (x). Ces points sont apparemment des zéros 
doubles du polynôme qg% — P% (x), or on a montré que Îles points z,4, = —1 
et z, — 1 sont des zéros simples de ce polynôme. Donc, les polynômes (1 — r°) X 
X (PA(x))° et g94 — P23 (x) de degré 2 possèdent les mêmes zéros. Par conséquent, 
ils sont proportionnels, c'est-à-dire 


(A — 2) (Pa) = c(gn — PA (x)). 


En égalant les coefficients des puissances supérieures en z des deux polynômes, 
on obtient c — n°. Le lemme est démonteé, 

2. Passons à la construction du polynôme P, (x) sur la base de l'éque- 
tion (2). Cette équation, outre la fonction inconnue P,, (x), comprend également 
le paramètre inconnu g,. Nous ne fixerons pas séparément les conditions complé- 
mentaires déterminant de façon univoque la solution de l'équation (2) mais 
utiliserons toute l'information connue se rapportant à P, (x). 

Etudions d'abord l'équation (2) sur le tronçon [—1, 1]. Dans ce cas 
| Ph (x) | < Qn» et, par conséquent, du premier et du second membre de l'équa- 
tion (2) il est possible d'extraire une racine 


+ dP ne dz 
Va Vin” 


Etudions le premier membre de (3). Si P, (xzj41) = 9n° alors avec la variation 
de z de z;;, à x; la fonction P, (x) décroît de q, à —g9,. La différentielle dP 


0L<z<1. (3) 
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est dans ce cas négative et, par suite, dans le premier membre de l'équation (3) 
il faut adopter le signe moins. De façon analogue on constate que si P, (zj+1) = 
= —Qn, il faut choisir le signe pu Compte tenu de (1), on obtient que sur le 
tronçon {z,,, z;] l'équation (3) doit être écrite sous la forme 


; dP dzx 
D —— — ZzC[rzyan ZT mis 2, Ses: 4 
CNT en Elus ah ist, 2, (a) 
Obtenons maintenant l'expression de P, (x) sur le tronçon [—1, 1]. Soit x 
un point quelconque du tronçon [—1, 1} et, pour fixer les idées, admettons 
que z appartient, par exemple, au tronçon [x,},, x]. 
Intégrons le second membre de l'équation (4) en x de x à 1. 11 vient 


1 


= n aArccos r, 


dx . 
n\—— —n arcsinz 


V 1—7° 


x x 


Intégrons le premier membre de l'équation (4). Quand z varie de z;,. 
à zy, la fonction P (x) varie de P (x;41) = (—1)/9, jusqu'à P (z;) = (—1) "qu; 
onc 


P(x;) In An 
(— 171 7 - | = ares = . 
PC ÿ41) LE An gi : An 


| PRpUIte, en intégrant le premier membre de (4) de P(x) à P(zxn), il 
vien 


P(xy ) In 
P\x) Qn— le (= 1) 1 (x) Qn — n 
Vu que 
1 eg R-1 * 
[ dx _ | dr se K ( dx 
À A 2 = | frs ? 
. Vi—z , V1—z NE V 1— 72 
on obtient finalement 
n arccos z=(k—1) x +arccos ii LE . (5) 
I] en résulte: que 
Pn (z) = 9n cos (nr arccos z)}, |z| < 1. (6) 


2e posant dans (5) z = ox € [zx+1, x], on obtient les racines du polynôme 
n \T | 
(2k—1)x 
2n ? 
La formule (6) définit le polynôme P, (x) pour z € [—1, 1]. Cherchons la 


forme du polynôme P, (zx) pour | z | > 1 et déterminons q,. A cette fin noton 
que 


Op = COS k=1, 2,4, n. 


2k — 1 | 
Gn-hn1= c08 | x — On n)= — Opy k=1,2,...,n. 


40% 
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Done en (—z) = (—1)"P, (x) et, par suite, il suffit de déterminer P, (x) pour 
ZT > 


Etudions l'équation (2) pour x > 1. Dans ce cas il faut la récrire de la 
façon suivante: 


(2 —1)(PP= n(P— 9%), 2z>1 
Comme z>1, P(x) > qn, et la fonction croît. Donc en extrayant la 
racine, il vient 


dP dx 
mn 


Via  Vri—1° 
Lors de l'intégration du second membre de cette équation de 1 à x le pre- 
mier membre s'intégrera de q, à P, (x). Par conséquent, 


P, (x) a 
dP = Pr E 4 __ . Pn(x) _ 
Î VRP (arr NH —4) = acc n 
In 
=n | ne (z+y/z2—1)=n arcchz. (n 


{ V z?—1 
On en déduit que 
Pn (z) = qnth(narcchzr)}, z>1. 
Comme P, (x) = (—1)"P, (—z), pour z < 1 on obtient 
Pn (x) = (—1)"g, ch (n arcch (—zx)) = q, ch (narcchz), z2< —1. 
Donc, pour |z| > 1 le polynôme P, (x) acquiert l'expression suivante: 
Ph (zx) = gnch(narcchz)}, |z|]>1. (8) 


Cherchons maintenant q,. En posant dans (8) x = 1/p, et compte tenu de ce 
que P, (14/p0) = 1, il vient 


n = 1/ch (nr arcch (1/p,)). 


D'autre part, en posant dans (7) z = 1/p,, on obtient 


À — 02 V4 — 92 
in t+V 18 _ n in 2EV1ZPË _,1n 1! 


Qn 0 P1 ? 
où 
P _, —Po VE En P,= 2P1 
FU OAHVT—Po  14+VE ? PRE CT 
Par conséquent, 
1 2p1 
Qn = — = 7 <<. (9) 
ch{n arcch +) EL 
Po 

En réunissant (6) et (8), il vient 

ù Pa (z) = InÎn (z) = Th (z) Ta (1/00); (10) 
0 

cos(narccosr), [rz|<1 


Tn = { 


ch (n arcch x), Iz1>1 
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LES À tu T, (x) est appelé polynôme de Tchébychev de première espèce de 
e n. 

Ainsi, le problème posé est complètement résolu. Sa solution s'obtient au 
moyen des formules (9), (10). En revenant à la variable t, on aboutit au poly- 


nôme cherc 
Qn E)=Pn (<= ) = quan ( ut b 


qui s'’écarte le moins de zéro sur le tronçon [y1, 2] 


D = 


OO 1 
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méthodes numériques de résolution des problèmes 
d’algèbre linéaire. 

L'ouvrage traite des méthodes numériques princi- 
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